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Résumé

Dans ce mémoire, ’analyse de liaisons flexibles et de mécanismes compliants est
réalisée dans le but de les appliquer aux mécanismes de haute précision. Trois liaisons
compliantes présentant des caractéristiques intéressantes pour les mécanismes com-
pliants de haute précision sont tout d’abord étudiées. La synthese de différentes ar-
chitectures paralleles utilisant les liaisons étudiées comme élément de base est ensuite
effectuée. Les manipulateurs plans utilisant le joint roulant compliant comme élément
de base ont la particularité de présenter un comportement cinématique particulier qui
n’avait jamais été étudié auparavant. le joint roulant compliant sera appelé joint Xg
dans le corps de ce travail. L’analyse cinématique de ces mécanismes a donc été réalisée.
Comme le controle des mécanismes a un impact prépondérant sur leur précision et que
plusieurs architectures étudiées requierent des actionneurs prismatiques, une revue des
actionneurs linéaires disponibles sur le marché a été effectuée pour permettre un choix
plus éclairé. Enfin, les performances des liaisons déformables sont directement reliées au
matériau choisi. Les criteres de sélection des matériaux sont donc discutés plus en détail
et une sélection non exhaustive de matériaux adaptés aux applications compliantes est

présentée.
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Introduction

Un mécanisme compliant, contrairement a un mécanisme a corps rigide, tient sa

mobilité en tout ou en partie d'une flexibilité relative de ses membres ([8] et [16]).

Les mécanismes compliants sont utilisés dans I'industrie depuis plusieurs années. En
effet, dans plusieurs cas ils permettent de réduire les cotuts de fabrication, la friction,
le bruit et ne nécessitent pas de lubrification. Prenons par exemple une agrafeuse. Le
mouvement relatif des deux pieces est relativement faible et il peut étre avantageux
de modifier son design pour en faire un mécanisme compliant. L’agrafeuse peut ainsi
étre produite en une seule piece ce qui élimine le temps d’assemblage requis et permet
d’en réduire le cott de production (voir [13]). Le bruit dans un mécanisme vient du
frottement entre deux corps rigides. Les mécanismes compliants sont donc généralement
moins bruyants. De plus, les liaisons flexibles, contrairement aux liaisons rigides ne

nécessitent pas de lubrifiant, ce qui élimine le besoin d’entretien du mécanisme.

Plus récemment, les mécanismes compliants ont été utilisés dans des applications
de haute technologie comme les MEMS et les manipulateurs de haute précision (micro-
nanométrique) dans lesquelles I’élimination de la friction de Coulomb et du jeu dans
les articulations représentent un avantage non-négligeable. Grace a cela, la compagnie
PI, Physikinstruments, utilise les mécanismes compliants pour augmenter [’amplitude
de mouvement de leurs actionneurs de haute précision tel qu’illustré d la figure 1(a).

Une équipe de chercheurs composée de Bacher, Joseph et Clavel a con¢u un mécanisme

1



P-290 Flexure NanoPositioner

(a) Actionneur piezoélectrique de (b) Mécanisme de positionne-

la compagnie PI ment nanométrique

Fic. 1 — Exemples de mécanismes compliants de haute précision

compliant de positionnement de précision nanométrique, illustré a la figure 1(b). De
plus, comme il n'y a pas d’usure, la précision du mécanisme reste constante dans le
temps. Cela ne veut cependant pas dire que la durée de vie est infinie. Les mécanis-
mes compliants sont soumis a la fatigue. Ceux-ci sont aussi utilisés dans le domaine de

I’aéronautique et de ’aérospatiale, ou la réduction de la masse est essentielle.

Le développement des mécanismes compliants dans les domaines de haute technolo-
gie s’est fait en parallele du développement de matériaux plus performants, comme des
alliages de titane et certains polymeres et de méthodes de fabrication mieux adaptées
aux mécanismes flexibles, par exemple 'usinage par électro-érosion et le prototypage

rapide.

Ananthasuresh et Kota [2] font une distinction importante dans leur article : les mé-
canismes compliants sont soit a compliance localisée, soit a compliance distribuée. L’in-
convénient majeur des mécanismes a compliance localisée, c’est que les déformations,
donc les contraintes, sont concentrées dans une petite partie du systeme. De plus, la
fabrication est plus difficile car il faut généralement fabriquer des sections tres minces.
Cependant, ils peuvent étre analysés cinématiquement comme des mécanismes a corps
rigides ce qui en simplifie beaucoup le design. Ils sont généralement utilisés dans les

mécanismes de haute précision, car dans ce cas il est important de pouvoir prédire



(a) Liaison & cols semi-circulaire (b) Coupe ongle (compliance

(compliance localisée) distribuée)
F1G. 2 — Exemple de liaisons a compliance localisée et distribuée.

précisément le comportement des liaisons flexibles lorsque soumis a un effort externe.
Les mécanismes a compliance distribuée offrent en comparaison beaucoup plus de pos-
sibilités. C’est d’ailleurs ceux-ci qui sont généralement utilisés pour réduire les cotits
de production car ils sont plus faciles a fabriquer. De plus, ils permettent de réduire

davantage le poids et ’encombrement.

Ce travail vise ’étude de trois liaisons compliantes utilisées dans des mécanismes

paralleles dans le but d’en augmenter la précision globale.

Pour augmenter la précision d’'un mécanisme, il y a plusieurs aspects a considérer.
Dans un premier temps, les trois liaisons flexibles sont étudiées indépendamment dans
le chapitre 1 pour en évaluer la précision. Le joint Xg ou joint roulant est tout d’abord
étudié. Contrairement aux liaisons subséquentes, sa rigidité n’est pas évaluée. Celle-ci
n’est pas constante et est difficile a estimer. Par ailleurs, les facteurs influencant le plus
sa précision sont décrits. Dans un deuxieme temps, le joint en croix, qui travaille en
torsion, est étudié. Dans ce cas-ci, les équations de rigidité sont dérivées de facon a
déterminer le ratio de rigidité. Ce ratio est important pour quantifier la précision de
la liaison. Finalement, le joint a col semi-circulaire est étudié. En plus des équations
de rigidité, des simulations numériques ont été faites pour évaluer le déplacement de
I’axe de rotation. Ces deux facteurs ont une influence sur la précision de ’articulation.
Pour les trois liaisons étudiées, des prototypes ont été fabriqués par prototypage rapide.
Cette technique est décrite un peu plus en détails. De plus, pour chaque liaison, des

méthodes alternatives de fabrication sont discutées.



Une fois les propriétés des liaisons mieux connues, plusieurs mécanismes paralleles
sont envisagés pour construire des manipulateurs de précision au chapitre 2. Les liaisons
a col semi-circulaire sont d’abord utilisées dans un cas simple de mécanisme a 4 barres
et les équations de rigidité de ce dernier sont dérivées. Ensuite, un mécanisme a 1 ddl
qui est compensé pour produire un mouvement rectiligne est évalué. Ce mécanisme
est ensuite utilisé dans un mécanisme parallele a 2 ddl. Ce dernier présente ’avantage
d’étre parfaitement découplé. Le joint en croix est quant a lui utilisé dans une version
compliante du Tripteron [18]. Ce mécanisme présente a la base de tres bonnes propriétés

pour la précision. Enfin, le joint Xy est utilisé dans plusieurs mécanismes plans.

L’une des particularités des joints Xy est de présenter une cinématique plus com-
plexe que des liaisons rotoides car ’axe de rotation n’est pas fixe par rapport a ’articu-
lation. Au contraire, le joint en croix permet de reproduire la cinématique du méme mé-
canisme mais constitué de liaisons rigides. Lorsqu’un joint Xy est utilisé dans une archi-
tecture particuliere la cinématique est completement différente. L’analyse cinématique
complete des mécanismes plans comportant les joints Xz a donc été effectuée dans le
chapitre 3. Cette analyse a pour but de pouvoir éventuellement controler ces mécanis-
mes et d’en déterminer les avantages et inconvénients d’'un point de vue cinématique.
Le probleme géométrique inverse a tout d’abord été calculé. Ce dernier permet de
calculer la position des actionneurs pour obtenir une position particuliere de D'effec-
teur. Ensuite les équations de vitesse sont calculées. Ceci permet de déterminer une
trajectoire en position et en vitesse. A partir de la matrice Jacobienne, calculée pour
les équations de vitesse, les lieux de singularité et 'espace atteignable sont évalués.
Quelques exemples de lieux de singularité et d’espace atteignable sont donnés. Enfin,
les équations algébriques du probleme géométrique direct sont développées en partie.
Ces équations étant trop complexes elles ne peuvent étre développées pour un cas
général. Il devient donc évident qu’'une procédure numérique pour résoudre le PGD

s’avere beaucoup plus rapide et efficace.

L’architecture des mécanismes et les liaisons choisies ne sont pas les seuls facteurs
qui déterminent la précision. L’élément le plus limitatif de la précision d’'un manipu-
lateur est souvent ses actionneurs. Les moteurs rotatifs sont bien connus, mais pour
produire un mouvement linéaire, un moteur rotatif couplé a une crémaillere ou a une
vis sans fin est souvent utilisé. La friction et le jeu présents dans les engrenages sont
souvent responsables d'une perte de précision importante. Une recherche sur les mo-

teurs linéaires présents dans I'industrie permettant de mieux connaitre les technologies



accessibles a donc été menée. Pour mieux cibler la recherche, les criteres de sélection
sont choisis pour un moteur utilisé avec un prototype de mécanisme a 2 ddl avec des
joints a col semi-circulaire ou un prototype de Tripteron. En plus de la précision, la

course du moteur, I’encombrement, la vitesse et la force sont considérés dans le choix.

Enfin, la performance des liaisons flexibles est reliée directement au matériau uti-
lisé. Un matériau performant doit avoir un pourcentage de déformation élevé. Celui-ci
doit pouvoir supporter des contraintes élevées pour un module de Young relativement
faible. Comme les liaisons flexibles sont habituellement sollicitées en fatigue, la limite
en fatigue, lorsque cette donnée est disponible, est habituellement utilisée. Le choix des

matériaux est traité au dernier chapitre de ce mémoire.



Chapitre 1

Description de trois types de

liaisons compliantes

Au court des dernieres années, plusieurs types de liaisons flexibles ont été créées.
Ce travail cible trois de ces liaisons qui semblent plus appropriées aux mécanismes
paralleles de grande précision. Ces trois liaisons, soit le joint Xz [10], le joint en croix
[15, 17] et le joint a col semi-circulaire [7] présentent des propriétés tres différentes qui

seront décrites et analysées plus en détail dans ce chapitre.



1.1 Joint compliant a contact roulant X

1.1.1 Description

Le joint X est composé de deux surfaces qui roulent 'une sur 'autre sans glisse-
ment. Dans le cas étudié ici, les deux surfaces sont cylindriques de rayons semblables.
D’autres configurations sont cependant envisageables, par exemple un cylindre sur un
plan ou deux ellipses tel qu’illustré a la figure 1.1. Les deux surfaces sont attachées 'une
a I'autre par de minces lamelles flexibles. Ces lamelles permettent un contact roulant,
mais limitent les glissements et la séparation des cylindres. Les lamelles flexibles s’en-
roulent sur 'un ou l'autre des cylindres du joint. Comme il n’y a pas de glissement, il
n’y a pas de perte d’énergie par friction. Le joint Xy est caractérisé par de tres faibles
déformations parasites, c¢’est-a-dire des déformations dans les directions non désirées.
Cependant, pour permettre une bonne rigidité dans la direction normale au plan de
rotation, le joint doit avoir une épaisseur importante et les efforts dans cette direction
doivent étre limités. Pour améliorer la rigidité du joint, il est avantageuxr de s’assu-
rer que le joint travail en compression uniquement. Un mécanisme paralléle peut étre
ajouté aux joints pour les garder en compression. Cependant, il serait difficile de garder
le joint complétement compliant sans en augmenter grandement la complexité. On per-
drait alors certains avantages des mécanismes compliants. Un mécanisme pour garder
les lamelles en tension constante, illustré a la figure 1.2, a été élaboré a I’Université
des technologies de Delft. Un tel mécanisme ne peut garantir a lui seul que le joint ne
travaillera qu’en compression. Cependant, il peut grandement augmenter la rigidité du
joint. Contrairement a une liaison rotoide, la rotation ne se produit pas autour d’un
axe fixe. Dans le cas du joint Xp, la position de I'axe de rotation correspond toujours
au point de contact, ce qui augmente significativement la complexité de la cinématique.
La cinématique d'un joint Xp est semblable a un engrenage planétaire externe. Fi-
nalement, la caractéristique qui rend ce joint compliant unique est son amplitude de

mouvement de £180°.



(a) Cylindre sur un

plan

(b) Cylindre sur un
cylindre

(¢) modele CAO d’un joint (d) Prototype
Xr d’un joint Xp

Fic. 1.1 — Configurations d’un joint a contact roulant.

F1G. 1.2 — Mécanisme de mise en tension des lamelles
1.1.2 Analyse des contraintes
Les bandes flexibles subissent des déformations importantes et l’estimation des

contraintes est une étape essentielle dans le design de cette liaison. Une bonne approxi-

mation de la contrainte maximale dans les lamelles peut étre obtenue tres simplement.



Les contraintes proviennent de deux sources. La premiere est la flexion de la lamelle qui
Ec

produit une contrainte oscillant entre _2E_}§ < Omaz < 35 OU E est le module de Young,
c est I'épaisseur de la lamelle et R le rayon des cylindres. Au point de contact, il n'y a
pas de contrainte causée par la flexion. Ailleurs dans la lamelle, la contrainte en flexion
prend 'une ou 'autre des valeurs maximales. Une précontrainte peut étre induite dans
la lamelle lors de ’assemblage. Cette précontrainte créera une contrainte en tension
dans toute la lamelle. Cette tension aura tendance a maintenir les deux cylindres collés
ce qui produira une contrainte en compression au point de contact. Si un joint fabriqué
par prototypage rapide est considéré, ’analyse des contraintes sera un peu différente.
Dans ce cas, la lamelle est sans contrainte a la position d’équilibre. La contrainte de
flexion oscille entre 0 < 0pur < %. La contrainte en flexion augmente graduellement
lorsque le joint s’éloigne de sa position d’équilibre pour atteindre sa valeur maximale
des que le rayon de courbure s’inverse en un point. En effet, lors de la fabrication du
joint, la lamelle est fabriquée avec un rayon de courbure égal au rayon du cylindre.
Lorsque la lamelle s’enroule sur le cylindre opposé, son rayon de courbure sera le méme
mais dans le sens inverse. Ainsi, la contrainte prend sa valeur maximale dans toute la

partie de la lamelle enroulée sur le cylindre opposé.

Selon I'application, les joints Xz peuvent subir des milliers ou des millions de cycles.
Les phénomenes de fatigue doivent étre pris en compte lors de la conception de ce type
d’articulation. Les phénomenes de contrainte et de fatigue sont discutés plus en détail

dans les références suivantes [7, 9, 14, 17].

1.1.3 Prototypes

1.1.3.1 Prototypage rapide

5
)

Fi1G. 1.3 — Procédure pour éliminer ’espace cylindre-lamelle.



Le prototypage rapide permet une fabrication rapide et facile. La machine utilisée
pour les prototypes est une FDM 2000 de Stratasys. Le plastique ABS liquide est déposé
couche par couche. Le lien entre les couches n’est pas parfait et cela peut induire une
faiblesse dans la piece finale. Lors de la fabrication, I’articulation doit étre orientée pour
que les contraintes principales ne tendent pas a séparer les couches. Dans le cas d'un
joint Xy, l'axe de rotation doit étre perpendiculaire aux couches. Pour produire une
piece par prototypage rapide, un modele CAO est exporté en format STL qui est ensuite
séparé en couches par un logiciel concu a cet effet. Les couches sont des courbes fermées
dont I'intérieur doit étre rempli de matériel. Le logiciel choisit la trajectoire d’applica-
tion du plastique pour chacune des couches. L’épaisseur minimale est de deux lignes
de contour soit 0.8 mm. Dans le cas du joint Xg, il est préférable de réduire davantage
I’épaisseur de la bande flexible en n’appliquant qu’une seule ligne de contour. Le modele
est séparé de facon a créer les deux cylindres et la bande séparément. Les cylindres sont
créés de la facon standard, alors que la lamelle flexible est créée par une seule ligne de
contour. Les extrémités de cette derniere sont placées suffisamment pres des cylindres
de facon a s’y attacher solidement. Cette méthode s’est avérée suffisamment solide.
Le rayon minimum des cylindres est déterminé par les spécifications du matériau et
I’épaisseur des lamelles. Le pourcentage de déformation en flexion suggéré par le four-
nisseur est de 2.5%. Pour augmenter la fiabilité des prototypes, une déformation maxi-
male de 2% a été considérée. Les équations de résistance des matériaux ont été utilisées
pour déterminer le rayon de courbure des cylindres. Dans le cas présent, la lamelle
passe d’un rayon de courbure de —R a +R et le pourcentage de déformation de la fibre

externe €,,,, est donné a I’équation suivante :

C

mazr = = 1.1
s = (11)

ou ¢ est I’épaisseur de la lamelle. Donc le rayon de courbure minimum requis est de :

¢ 04mm
€maz 0,02

R = = 20 mm (1.2)

Pour éviter que la lamelle flexible ne soit attachée aux cylindres un espace minimum
entre eux doit etre prévu. Cet espace réduit la rigidité en flexion et en torsion. Pour
réduire cet espace, une feuille de papier est insérée entre les lamelles et les cylindres tel

qu'illustré a la figure (1.3).
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1.1.3.2 Autres méthodes de fabrication

L’entrecroisement des bandes flexibles rend la fabrication par électro-érosion en un
seul bloc impossible. Cependant, il est possible de créer deux ou trois blocs facilement
assemblables. En fait, il doit y avoir autant de blocs qu’il y a de lamelles flexibles car
il est facile de créer deux cylindres reliés par une seule bande flexible. Les cylindres
sont pourvus d’une partie male ou femelle qui permet de les assembler avec une grande
précision. Cet assemblage est illustré a la figure 1.4. Les formes d’assemblage peuvent
étre usinées par des méthodes conventionnelles avant que les lamelles ne soit créées par

électro-érosion.

Fia. 1.4 — Assemblage d’un joint Xp fabriqué par électro-érosion.

L’assemblage est une méthode appropriée parce qu’elle permet d’appliquer une
précontrainte dans les bandes flexibles. Cette précontrainte a ’avantage d’augmenter
la rigidité du joint en flexion et en torsion. Cependant, cette contrainte s’ajoute aux
contraintes dues aux rotations. Il faut alors prévoir soit une épaisseur plus petite pour
les bandes ou un plus grand diametre des cylindres. La précision de 1’assemblage est
moins critique que pour d’autres types de liaisons. Les lamelles sont brasées sur les
cylindres. C’est une méthode qui s’apparente a la soudure, mais ou le métal d’apport
est infiltré entre les deux surfaces a souder. Cette méthode, contrairement a la soudure
permet de conserver les propriétés du matériau a proximité de la soudure, ce qui est
essentiel pour cette application. Cette méthode est colteuse en temps et le brasage
est une technique difficile a réaliser, mais cela s’avere approprié pour la fabrication

d’un prototype. La méthode précédente peut étre semi-automatisée et serait préférable
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pour une fabrication en série. De plus, elle assure une certaine uniformité des pieces

fabriquées.

1.2 Joint compliant en croix

1.2.1 Description

Le pivot en croix est constitué de deux bandes flexibles qui s’intersectent a angle
droit pour former une section en croix. Les extrémités de cette croix sont encastrées et
la croix, en se déformant en torsion, permet un mouvement en rotation d’une extrémité
par rapport a l'autre. La torsion se fait autour de I'axe d’intersection des deux bandes
flexibles. L’avantage de la section en croix est d’avoir une faible rigidité en torsion par
rapport a la rigidité en flexion. Cette particularité permet de construire un pivot ayant
un grand ratio de rigidité. On définit le ratio de rigidité comme étant la comparaison
de la rigidité dans les directions ou le mouvement n’est pas désiré par rapport a la
rigidité dans la direction de déplacement. Comme il y a habituellement cinq directions
(linéaires ou angulaires) ou le mouvement n’est pas désiré, la direction dans laquelle la
rigidité est la plus faible est habituellement utilisée pour définir le ratio de rigidité. Un
grand ratio de rigidité est donc préférable. La position de I'axe de rotation est fixe si les
déformations parasites en flexion sont négligées. Ceci est un avantage par rapport aux
pivots a lames croisées séparées et non-séparées, qui eux vont voir la position de leur
centre de rotation se déplacer avec le déplacement angulaire (Voir [17] pages. 202-203).
Ces deux caractéristiques font en sorte que le joint en croix est bien adapté aux méca-
nismes de précision. L’encombrement est bon pour un pivot offrant un ratio de rigidité
aussi grand. L’amplitude de déplacement angulaire est bonne pour une liaison flexible.
Le pivot en croix est étudié plus en détail dans [15]. Dans cet article, le pivot en croix
est comparé a plusieurs autres géométries de pivots compliants. Les auteurs concluent
que le pivot en croix est supérieur lorsque comparé a I’aide des criteres suivants : (1)
amplitude de mouvement, (2) déplacement parasite de 1’axe de rotation, (3) ratio de

rigidité, (4) concentrations de contraintes et (5) encombrement.
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(a) Model (b) Prototype

F1G. 1.5 — Photographie d’un prototype de joint en croix.

t |
F1G. 1.6 — Dimensions du joint en croix.

1.2.2 Equations de rigidité

[’amplitude maximale de rotation du pivot dépend de la géométrie et du matériau

utilisé. Elle est définie par I’équation suivante :

leaz
Omaz = el (1.3)

ou, tel qu’illustré a la figure 1.6, 6,,,, = amplitude maximale de rotation, [ = longueur
de la partie en croix, 7,,q,, = contrainte maximale admissible du matériau, G = module

d’élasticité en torsion et ¢t = épaisseur des bandes flexibles.



La rigidité en torsion est approximée par I’équation suivante :

2Gtt
3l

Kiop = (% —0, 373) (1.4)

ou Ky, est la rigidité en torsion et w = est la largeur de la section en croix (voir la
figure 1.6).

Apres la rigidité en torsion, la rigidité en flexion est la plus faible. Elle est approximée

par ’équation suivante :

Gt* (1 +v) (%#;—;”—1)
6l

K= (1.5)

ou v = ratio de Poisson. Le ratio de rigidité est donc donné par I’équation suivante :

_ Ky
"7 K .
1 A4+ A —1
4(N—0,373)
ou
P (1.7)

t
et A est donc I'unique parametre qui influence le ratio de rigidité. Ce dernier croit de
fagon quadratique avec I’augmentation de A. Pour réduire les dimensions du joint, il est
donc avantageux de réduire 1’épaisseur des bandes flexibles. Pour plus d’information

sur 'analyse statique de ce pivot, consulter ([17], pages. 204206 ;[18]).

1.2.3 Prototypes

Cette liaison est relativement complexe a fabriquer. Sa géométrie ne permet pas
de le fabriquer par électro-érosion a fil en une seule piece. L’assemblage des pieces est
habituellement requis, sauf pour la fabrication par prototypage rapide. Le prototype
fabriqué par cette méthode présentait un bon ratio de rigidité. Une méthode de fabrica-
tion qui aurait permis de faire des bandes flexibles plus minces aurait permis d’améliorer
les caractéristiques du prototype. Les dernieres générations en matiere de prototypage
rapide permettent d’utiliser des matériaux plus performants tel que le polypropylene et
des sections plus minces. Ces dernieres avancées technologiques rendent le prototypage

rapide compétitif face a d’autres méthodes de fabrication. Cependant, pour pouvoir
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Fi1G. 1.7 — Photographie du prototype fabriqué au CNRC.

utiliser des métaux dans la fabrication de cette liaison il faut procéder a I’assemblage
de pieces fabriquées par électro-érosion. Tout d’abord, la forme en croix est découpée
dans un bloc. Pour former les extrémités de la liaison il est possible d’utiliser le bloc
découpé dans lequel la forme en croix est déja présente. Le bloc doit étre coupé en deux.
Par contre, il n’est pas possible d’ajuster le serrage de cette maniere. Il est aussi pos-
sible de fabriquer les extrémités indépendamment, ce qui permet de choisir I’épaisseur
de la cavité. Des lamelles tres minces dans des matériaux métalliques tres performants,
peuvent étre assemblées pour fabriquer les articulations. Les manipulations délicates
que requiert I’assemblage rendent cette méthode couteuse, mais les performances qui
peuvent étre atteintes sont supérieures. Un prototype miniature, illustré a la figure 1.7,

a été assemblé au CNRC de cette fagon.

1.3 Joint a col semi-circulaire

Le comportement d'un joint a col semi-circulaire est tres proche d’un pivot. Les
déformations sont concentrées dans la partie la plus mince de 'articulation. La ciné-
matique du joint a col semi-circulaire est donc beaucoup plus prévisible que celle d'un
joint a col prismatique par exemple. Les rigidités dans les directions non souhaitées
sont cependant plus faibles que pour d’autres joints plus complexes. Par contre, le ratio

de rigidité peut étre amélioré par un design adéquat du mécanisme.
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1.3.1 Equations de rigidité et de course angulaire pour un

joint a col semi-circulaire

Des équations ont été développées par Simon Henein dans son livre [7]. Ces équations
facilitent le design de mécanismes a base de joints a col semi-circulaire. La géométrie
de larticulation est donnée a la figure 1.8. Les équations (1.8) a (1.11) sont valides a

+5% dans le domaine suivant :

e € [107°,107°]
ro€ [107%1]
s s
(&
2,5
K, — 2B (1.8)

o 9Im\/1
Ky, ~0, 0295Eb3\/§ (1.9)
T

O'adm\/F
N (1.10)

Kirae ~ 0,353]51;\/E (1.11)
T

ou E est le module de Young, 0.4, est la contrainte maximale admissible, b est

apy ~ 0,757

I’épaisseur du joint, e est I’épaisseur de la section mince et r est le rayon du col. K,,,
est la rigidité en flexion autour de 'axe de rotation, K*,,, la rigidité en flexion dans la
direction transverse, ay; est 'amplitude de rotation maximale du joint et Ky.q. est la

rigidité en traction.
L’équation (1.8) correspond a la rigidité angulaire normale, I’équation (1.9) a la

rigidité angulaire transverse, I’équation (1.10) a la course angulaire et 1’équation (1.11)

a la rigidité en traction/compression.

1.3.2 Simulations sur Ansys de joints a col semi-circulaire

Le joint a col semi-circulaire a un comportement proche d’une liaison rotoide. Cette

similitude varie en fonction de la géométrie du joint. L’effet de la géométrie est illustré
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Fic. 1.8 — Géométrie du joint a col semi-circulaire.

Matériau opt(MPa) | E (GPa)
P400 ABS 22.52 1.8
Aluminium 6061-T6 96.5 69
Aluminium 7039-T64 180 69.6
Titane 500 114

TAB. 1.1 — Propriétés des matériaux utilisés.

par la comparaison de quatre joints. Ces derniers ont été dessinés de facon a obtenir une
meéme course angulaire, sin 6,,,, = 0.05, pour quatre matériaux différents : le P400 ABS,
I’aluminium 6061-T6, 'aluminium 7039-T64 et le titane. Les propriétés des alliages de
titane varient beaucoup et celles utilisées pour la comparaison ont été tirées de [7].
Dans le tableau 1.1, on retrouve les propriétés des quatre matériaux mentionnés. Les
dimensions géométriques des quatre joints sont données ensuite dans le tableau 1.2 ou
le joint 1 est en ABS, le 2 en 6061-T6, le 3 en 7039-T64 et le 4 en titane.

La linéarité de rotation du joint dépend de 'amplitude de la trajectoire de I'axe de
rotation. En effet, la position de ce dernier varie en fonction de I’angle de rotation. Plus
la zone dans laquelle I'axe de rotation se déplace est grande, plus les effets non-linéaires
sont importants. Théoriquement, si toutes les déformations étaient concentrées au point

de pivot, ’axe de rotation resterait fixe. On peut estimer I'amplitude de déplacement

!Contrainte admissible en fatigue pour 500,000,000 cycles
?La limite en fatigue du matériau n’étant pas connue, la limite élastique du matériau est donc

utilisée
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No du joint | e (mm) | r(mm) | ¢(mm) | h(mm)
1 1 b} 9.9496 | 7.0533
2 0.1 24 9.2516 | 6.8116
3 0.1 7 12.9348 | 8.1748
4 0.1 2.3 4 5.3852

TAB. 1.2 — Parametres géométriques des joints.

de 'axe de rotation par ’étendue des contraintes dans le col. Une rotation de 2.85° a

été imposée sur un modele Ansys de chaque joint. Les figures 1.9 donnent ’étendue des

contraintes dans les différents joints. De ces figures, on constate que le parametre e a

une tres grande influence sur la distribution des contraintes. Les figures 1.9(b),1.9(c) et

1.9(d) sont montrées en faisant un zoom sur la zone d’intérét. On ne peut cependant

pas comparer avec précision ’étendue des contraintes, car le logiciel Ansys ne permet

pas de choisir I’échelle du zoom. Les figures agrandies ne sont donc pas toutes a fait a

la méme échelle. La différence entre les trois joints n’est pas suffisamment importante

pour qu’il soit possible de la visualiser dans ces conditions.

1.4 Conclusion

La description des trois liaison étudiées dans ce chapitre ne permet pas de choisir

directement une liaison flexible mieux adaptée que les autres aux mécanismes de haute

précision. Le tableau 1.3 compare les liaisons flexibles entre elles.

Caractéristiques Joint Xy | Joint en croix | Joint semi-circulaire
Ratio de rigidité bien excellent bien

Plage angulaire excellent | tres bien moyen
Encombrement bien bien excellent

Facilité a fabriquer | moyen moyen excellent

TAB. 1.3 — Comparaison des trois liaisons flexibles étudiées.

Le joint Xy possede un avantage non négligeable, soit de pouvoir couvrir un angle

de +£180°. Cette caractéristique permet de concevoir des mécanismes ayant un espace

atteignable aussi grand qu’avec des liaisons rotoides rigides. Cependant, pour obtenir un



DAL SOLUTION

(c) Joint 3 (d) Joint 4
F1Gc. 1.9 — Analyse des contraintes dans les joints a col semi-circulaire.

ratio de rigidité acceptable, le joint X doit étre concu de fagon a minimiser le jeu entre
les lamelles et les cylindres, ce qui peut étre difficile. Sauf dans le cas du prototypage
rapide, ’assemblage est requis pour constituer ce joint. Des recherches sont actuellement
en cours a I’Université de Delft pour trouver une méthode de fabrication qui maximise
le ratio de rigidité du joint. Il faut aussi noter que la cinématique d’un mécanisme
constitué d'un ou plusieurs joints Xy serait plus complexe qu’avec des liaisons rotoides.

Cette caractéristique sera étudiée plus en détail au chapitre 3.

Le joint en croix peut couvrir un angle beaucoup moins important. Dans des condi-
tions optimales, le joint pourrait couvrir une plage de +45°, mais probablement moins
dans des conditions réelles. Cette amplitude est néanmoins exceptionnelle dans le do-

maine des joints flexibles et le ratio de rigidité est excellent. L’encombrement est ac-
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ceptable et semblable au joint Xg. On peut considérer que le déplacement de ’axe de
rotation est négligeable et la cinématique est identique a celle d'une liaison rotoide.
La conception de cette liaison peut étre un peu complexe. Tout comme pour le joint
XRg, il est impossible de construire I'articulation d’une seule piece sauf par prototypage

rapide. L’assemblage est donc requis pour pouvoir choisir un matériau métallique.

Le joint & col semi-circulaire est tres différent des deux autres. A lui seul, il présente
un ratio de rigidité plus faible que le joint en croix ou un joint Xz possédant un faible
jeu. Il peut cependant étre assemblé en parallele tel qu’il sera présenté dans le chapitre
2 et ses propriétés sont alors fortement augmentées. Il peut étre concu facilement par

électro-érosion ce qui fait qu’il est souvent utilisé.

Ces trois joints flexibles ont été utilisés dans des mécanismes paralleles présentés

dans le prochain chapitre.
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Chapitre 2

Synthese de mécanismes paralleles

compliants

Les propriétés d'un mécanisme dépendent autant des liaisons utilisés que de son
architecture. L’architecture parallele offre plusieurs avantages. Tout d’abord, les efforts
sont répartis dans toutes les branches du mécanisme ce qui le rend plus rigide. La
rigidité face aux efforts externes est primordiale pour garantir la précision du mécanis-
me. De plus, les actionneurs peuvent étre placés a la base. Comme le mécanisme ne
doit pas supporter ses propres actionneurs, ses membrures peuvent étre plus légeres et
la puissance requise aux actionneurs inférieure. En général, plus la puissance a fournir
par les actionneurs est grande, moins bonne est la précision. Enfin, les liaisons flexibles
sont généralement des articulations passives. Les architectures sérielles ont des moteurs
a toutes les articulations mais les architectures paralleles n’ont en général que des
moteurs a la base. Les architectures paralleles sont donc mieux adaptées a I'utilisation

de liaisons flexibles.
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Dans ce chapitre, les liaisons compliantes étudiées au chapitre précédent seront
utilisées pour synthétiser des mécanismes paralleles possédant de un a trois degrés de
liberté. Dans un premier temps, trois mécanismes avec des joints a col semi-circulaire
sont présentés. Comme le ratio de rigidité d’un seul joint est faible, tous les méca-
nismes proposés sont composés de mécanismes a quatre barres. Ensuite, un Tripteron
compliant composé de joints en croix est décrit avec ses équations de rigidité. Enfin,
cing mécanismes paralleles plans composés de joints Xy sont présentés dans le but d’en

faire ’analyse cinématique dans le chapitre suivant.

2.1 Meécanismes a cols semi-circulaires

2.1.1 Table a quatre cols semi-circulaires

2.1.1.1 Description

La table a quatre cols semi-circulaires est en fait un mécanisme a quatre barres
plan compliant ou chaque articulation est un joint a col semi-circulaire. Le mécanisme
est en fait un parallélogramme, c’est-a-dire un cas particulier de mécanisme a quatre
barres plan. Le particularité d’'un mécanisme parallélogramme est de produire un mou-
vement en arc de cercle. Pour de petits déplacements, le mouvement de 'effecteur est
pratiquement rectiligne. Le petit déplacement dans la direction non désirée est appellé
déplacement parasite. Ce déplacement parasite est facilement estimé. Un deuxieme
mouvement parasite est présent. Ce dernier est dii au déplacement de ’axe de rotation
des liaisons compliantes tel qu’expliqué au chapitre précédent. Ce mouvement parasite

est tres difficile, voir impossible, a estimer a priori.

2.1.1.2 Equations de rigidité et de course linéaire de la table

Les équations pour la table a quatres cols semi-circulaires sont tirées des équations
présentées au chapitre précédent. Elles ont le méme domaine de validité que les équations
des joints semi-circulaires. Cependant, de nouvelles hypotheses simplificatrices sont

faites diminuant la précision des équations.
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F1c. 2.1 — Illustration de la course normale en translation sur la table a quatre cols

semi-circulaires.

Course normale en translation La course en translation f pour une course angu-

laire cvps est (voir la figure 2.1) :
f=lsinay (2.1)

ou [ est la longueur de la tige entre la base et l'effecteur et o, est la course angulaire
d’un joint a col semi-circulaire. En posant I’hypothese des petits angles et en utilisant

I'équation (1.10), 'expression devient :

37lC adgmr/T

Fia. 2.2 — llustration de la force appliquée pour le calcul de la rigidité équivalente en

translation.

Rigidité en translation L’énergie potentielle totale de la table est utilisée pour
déterminer la rigidité équivalente en translation. Seul le mouvement horizontal est
considéré. L’énergie potentielle de la table représentée par un ressort linéaire est donnée
par ’équation suivante :

Upor = %K f? (2.3)
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ou K est la rigidité équivalente en translation du systeme.

L’énergie potentielle totale doit étre égale a la somme des énergies potentielles
stockées dans chacune des liaisons. On suppose que les déformations dans le reste de
la table sont négligeables. Selon la position du point d’application de la force, I’'ampli-
tude du moment induit dans I'effecteur varie. Ce moment est transmis dans les liaisons
comme des efforts en traction et compression. La rigidité dans cette direction étant tres
grande, les déformations sont tres petites. Comme dans I’équation de 1’énergie poten-
tielle les déformations sont élevées au carré, leur contribution est considérée négligeable.
Pour des tables qui ont un faible ratio de rigidité c’est-a-dire que la rigidité en trac-
tion/compression n’est pas beaucoup plus élevée que la rigidité naturelle en translation,
cette hypothese n’est plus valide. De plus, dans un tel cas, la table ne pourra plus étre
considérée comme un mécanisme a un degré de liberté. L’énergie potentielle totale dans
les quatre liaisons est donnée par 1’équation suivante :

1
Upor ™~ 4§KaaM2 (2.4)

En combinant les équations (2.3) et (2.4), on obtient I'expression de la rigidité

équivalente en translation, soit :

2
K,
K~ ALI(aM&fi2 = 4= (2.5)

.....

transverse en translation.

Rigidité transverse en translation En utilisant la méme démarche que pour la

rigidité naturelle en translation, la rigidité transverse en translation est obtenue.
t

KOL /A
K o4t (2.6)
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La position de la force F illustrée a la figure 2.3 est importante pour éliminer tout
mouvement de rotation a l’effecteur. Si la force n’est pas trop loin de la position illustrée,

la rotation a l'effecteur est négligeable.

Rigidité en traction/compression L’équation de I’énergie potentielle totale obte-

nue par la méthode décrite précédemment est

1

1
Utot = §Ktj;acftrac2 = 4§Ktracftra02 (27)

ot KL . est la rigidité en traction/compression équivalent de la table , K. est la

rigidité en traction/compression du joint a col semi-circulaire et f,.,. est le déplacement
en traction/compression. En isolant K.

irae dans I'équation (2.7) et en utilisant 1'équation
(1.11) on obtient

KL = AKy = 1.412Eb\/E (2.8)
T

2.1.1.3 Méthodes de fabrication

La table a quatre cols semi-circulaires est utilisée comme liaison en translation. Ce
mécanisme a ’avantage d’étre facile a fabriquer et offre une bonne rigidité dans les

directions o le mouvement est contraint. Cependant I’encombrement est important.

En effet, 'amplitude de rotation des joints a col semi-circulaire étant limitée, les
barres doivent étre longues pour obtenir le déplacement requis. La fabrication du mé-
canisme peut étre également réalisée par électro-érosion car il présente une géométrie

bidimensionnelle.

2.1.2 Meécanisme a 1 ddl a cols semi-circulaires avec

mouvement parasite compensé

2.1.2.1 Description

La table a quatre cols semi-circulaires présentée a la section précédente est ca-
ractérisée par un mouvement parasite. Pour certaines applications, ce mouvement pa-

rasite n’est pas acceptable, comme c’est le cas pour un mécanisme actionné par des
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moteurs linéaires. En effet, les moteurs linéaires requiérent une tres grande précision de
positionnement. Le mouvement parasite risquerait de créer un contact entre le moteur et
le rail magnétique. Dans une telle situation, il est préférable d’utiliser une table a quatre
cols modifiée pour éliminer le mouvement parasite. Cette table est présentée a la figure
2.4. Ce mécanisme est composé de deux mécanismes a quatre barres en série. Comme
les barres des deux tables ont la méme longueur, le mouvement parasite de chacune
est identique. De plus, la direction des mouvements parasites étant dans des directions
inverses, ceux-ci s’annulent pour produire un mouvement parfaitement linéaire. Le mé-
canisme ainsi décrit est en fait un mécanisme sériel a 2 ddls. Pour contraindre un degré
de liberté, une deuxieme branche identique a la premiere est ajoutée perpendiculaire-
ment (Voir figure 2.4). Le mécanisme ainsi obtenu est plus rigide dans les directions
contraintes que le mécanisme précédent. Cependant, I’encombrement est encore plus

important.

F1aG. 2.4 — Table a cols semi-circulaires double compensée pour le mouvement parasite.

1l est important de noter que le comportement d’un tel mécanisme pourrait dégénérer
a la position neutre. En effet, lorsque l’effecteur est la position centrale, un petit mou-
vement dans les joints a col semi-circulaire est possible. Il s’agit donc d’une position
singuliere pour ce mécanisme. Le joint pourrait possiblement entrer en wvibration plus
facilement a la position neutre. Cependant, plus la rigidité du joint sera grande, plus
les risques de vibration seront minimes. De plus, si le joint est actionné directement,

la position singuliere ne peut occasionner aucun probléme.

2.1.2.2 Equations de rigidité et de course angulaire pour une table A cols

semi-circulaires double
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0 4= base fixe

Fi1Gg. 2.5 — Illustration de la force normale sur la table & cols semi-circulaires double

compensée pour le mouvement parasite.

Course normale en translation Comme la table a cols semi-circulaires double est
composée de deux tables a quatre cols en série, la course admissible est le double de la

course de cette derniere, ¢’est-a-dire :

37O adm/T
2F /e

f =~ 2lay = (2.9)

Rigidité normale en translation Ce mécanisme étant semblable a la table a quatre
cols semi-circulaires, les mémes hypotheses sont posées. Cependant, il y a seize cols
semi-circulaires au lieu de quatre d’ou I'expression suivante

K, ~ 16K, M

a2 (2.10)

.....

identique a celle de la table a quatre cols semi-circulaires.

K,
5 (2.11)

Kdﬁll

Rigidité transverse en translation et en traction/compression En raison de
la géométrie du mécanisme, ces deux rigidités sont équivalentes. En effet, lorsqu’une
force est appliquée dans I'une ou l'autre des directions indiquées sur la figure 2.6,
la moitié des liaisons travaillent en traction/compression. La contribution des quatre
liaisons travaillant en flexion est négligée car elle est beaucoup plus faible. L’équation
de I’énergie potentielle totale est la suivante :

1
2

1
K 1~ A Koo f*° (2.12)

Utor =~ 5
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..... .

ot K@ est la rigidité équivalente transverse en translation et en traction/compression

et f! est la course linéaire transverse. En isolant K on obtient :

K~ 4K pqe (2.13)

A= base fixe

Fi1G. 2.6 — Ilustration des forces transverses horizontale et verticale sur la table a cols

semi-circulaires double compensée pour le mouvement parasite.

2.1.2.3 Prototype

Un prototype de ce mécanisme a été produit par prototypage rapide. Ce prototype

est illustré a la figure 2.7.

2.1.3 Meécanisme a 2 ddls a col semi-circulaire avec

mouvement parasite compensé

2.1.3.1 Description

Le mécanisme précédent peut étre utilisé comme articulation en translation pour
créer des mécanismes a plusieurs ddls. En utilisant des liaisons en translation il est facile
de créer des mécanismes ayant jusqu’a trois ddls parfaitement découplés. Un exemple de
mécanisme a deux ddls est illustré a la figure 2.8(a). Il est plus facile de visualiser le mé-
canisme si les joints a col semi-circulaires sont remplacés par des liaisons prismatiques
tel qu’illustré a la figure 2.8(b). Ces deux mécanismes ont la méme architecture. Dans

un mécanisme parallele; seules les liaisons a la base sont actionnées. On peut voir sur



Fic. 2.7 — Prototype de mécanisme a 1 ddl a cols semi-circulaires avec mouvement

parasite compensé.

la figure 2.8(a) la place réservée aux moteurs. Au chapitre 4 un modele plus détaillé

avec les actionneurs sera présenté.

-

|
|
(a) (b)

F1G. 2.8 — mécanisme a 2 ddls a col semi-circulaire.
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Fic. 2.9 — Rigidité équivalente du mécanisme a 2 ddls.
2.1.3.2 Equations de rigidité

L’analyse de la rigidité se fait tres facilement a partir des équations du mécanisme
a un ddl. La rigidité dans chaque direction du plan dans lequel se déplace I'effecteur

est équivalente a deux ressorts en parallele.
Koga = 2K1qar (2.14)

ou K44 est la rigidité exprimée a 1’équation (2.11). La rigidité dans la direction normale
au plan de déplacement de l'effecteur est un assemblage de ressorts en série et en

parallele. Tel qu’illustré a la figure 2.9 on a :

2
Kgddl -1 ., 1 dedz (2'15)

K K

t t
1ddl 1ddl

ot K?,, est la rigidité exprimée a I'équation (2.13).

2.2 Tripteron compliant

2.2.1 Description et Prototype

Le Tripteron est un mécanisme parallele translationnel a trois ddls dont 1’archi-

tecture est 3-PRRR. Cette architecture a été proposée par Kong et Gosselin [12] et
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Fi1G. 2.10 — Prototype du Tripteron compliant.

par Kim et Tsai [11]. Ce mécanisme a la particularité d’étre completement découplé,
d’avoir une matrice Jacobienne constante et de ne présenter aucune singularité. Tous ces
éléments facilitent grandement le controle du mécanisme. L’effecteur se déplace selon les
directions des trois axes des liaisons prismatiques a la base. Le Tripteron compliant est
obtenu en remplagant les liaisons rotoides non-actionnées par des liaisons compliantes.
Le mécanisme résultant a les mémes caractéristiques d’un point de vue cinématique que
les mécanismes présentés dans les articles [12] et [11]. La liaison flexible choisie pour
remplacer les articulations rotoides dans le mécanisme proposé par Wang et Gosselin
[18] est le joint en croix décrit a la section précédente. Cet article présente les solutions
aux problemes cinématiques inverse et direct ainsi que le modele statique. Le prototype
construit au laboratoire [18], qui est illustré a la figure 2.10, utilise des rails pour les
liaisons prismatiques a la base. Ces rails sont tres précis et engendrent tres peu de
frottement. Pour profiter complétement des avantages des mécanismes compliants, les
liaisons a la base devraient étre flexibles. Le mécanisme présenté a la section 2.1.2 pour-
rait étre utilisé pour remplacer les rails. Dans le cas de ce mécanisme, I’encombrement

de la liaison ne pose pas véritablement d’inconvénient.

2.3 Meécanismes paralleles plans avec joints Xy

Les joints X peuvent étre utilisés pour remplacer les liaisons rotoides dans n’im-
porte quelle architecture. La cinématique du mécanisme en sera cependant modifiée.

Comme la cinématique est plus complexe que pour des mécanismes utilisant des liaisons
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(a) PXRPXpXp (b) RXrRXrXR
Fia. 2.11 — Architectures a 2 ddls avec joints Xg.

rotoides, seuls des mécanismes plans sont proposés. Cing architectures, dont deux sont
a deux ddls et les autres a trois ddls, sont proposées et leur cinématique est résolue
dans le chapitre suivant. Les architectures a deux ddls sont les suivantes : PXrPXrXgr
et RXrRXRrXg. Dans les deux cas les deux degrés de liberté utiles a I'effecteur sont en
translation. La seule différence entre les deux mécanismes est le type des articulations
a la base qui sont dans le premier cas des liaisons prismatiques et dans le deuxieme
des liaisons rotoides. Ces deux mécanismes sont illustrés schématiquement a la figure
2.11. Dans le cas des mécanismes a trois ddls, la seule distinction entre les trois méca-
nismes est le type des articulations a la base. On a les trois architectures suivantes :
3 — PXpXg, 3 — RXpXg et 3 — XpXrXpg. Dans tous les cas il y a deux degrés de
liberté en translation et un en rotation a la plate-forme. Ces mécanismes sont illustrés a
la figure 2.12. Un prototype du mécanisme 3 — XpXpXp a été fabriqué et est illustré a
la figure 2.13. Ce prototype est caractérisé par un trés grand espace atteignable. Cepen-
dant, le mécanisme a du étre concu pour reposer sur une planche du a la faible rigidité
des joints Xg en flexion. Il n’est pas précisé si les liaisons a la base sont compliants ou
non car cela n’a pas d’influence sur la cinématique. D’autres exemples de mécanismes

paralleles utilisant des liaisons roulantes, tel le joint X, sont présentés en [6].
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(b) 3— RXrXR (c) 3— XrXrXrR

F1G. 2.12 — Architectures a 3 ddls avec joints Xg.

F1G. 2.13 — Prototype d'un mécanisme 3-Xp XrXp.
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2.4 Conclusion

Dans ce chapitre, des architectures de mécanismes paralleles ont été synthétisées
en utilisant les liaisons compliantes étudiées au chapitre 1. Ces architectures sont soit
tirées de la littérature, soit nouvelles, comme celles utilisant les joints X . Ces dernieres

étant originales, leur cinématique sera développée au chapitre suivant.



Chapitre 3

Analyse cinématique de mécanismes
paralleles compliants utilisant des

liaisons Xp

Pour pouvoir controler adéquatement un mécanisme parallele il faut en connaitre les
équations cinématiques. Pour une commande en boucle ouverte seule la connaissance
du PGI est nécessaire, mais pour une commande en boucle fermée, il faut aussi pouvoir
calculer le PGD. Le calcul des équations de vitesse est aussi requis pour permettre un
suivi de trajectoire dans le temps. De plus, la connaissance de la Jacobienne permet
de calculer le lieu des singularités et ’espace atteignable qui sont des informations

nécessaires a la planification des trajectoires.

Les équations cinématiques d’'un mécanisme contenant des joints Xy étant tres

différentes de celles d’'un mécanisme construit a ’aide de liaisons rotoides, il est nécessaire
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de refaire 'analyse cinématique détaillée. Dans ce chapitre, les équations cinématiques
sont développées pour les cing mécanismes paralleles plans utilisant des joints décrits
a la section 2.3. Pour les cas simples, il est possible de solutionner explicitement les

équations algébriques.

3.1 Cinématique d’un joint Xp

La procédure générale pour résoudre la cinématique d'un joint Xz qui a été déve-
loppée par Collins dans [3] est utilisée ici. Dans son approche, le joint Xy est représenté
par deux liaisons rotoides reliées par une barre. Cette barre est dite virtuelle pour la
distinguer d’un corps réel. Dans tous les cas étudiés, les rayons des deux cylindres sont
égaux, r; = ro = r, et la barre virtuelle est de longueur 2r. Du a la condition de non

glissement imposée par les bandes flexibles du joint X, I’hypothese suivante est posée :

r10i1 = 120; (3.1)

Pour des cylindres de rayons égaux on a donc :

F1G. 3.1 — Cinématique d’un joint Xg.

Si les deux cylindres n’ont pas des rayons égaux, les angles ne sont plus égaux, tel

qu’exprimé a l’équation (3.2), mais proportionnels.
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3.2 Probleme géométrique inverse des mécanismes

Le PGI permet de calculer les coordonnées articulaires a partir de la connaissance
des coordonnées cartésiennes. Pour chaque mécanisme, la résolution du PGI est divisée
en deux ou trois sections. La premiere contient deux schémas présentant les angles, les
variables et les vecteurs utilisés pour résoudre les équations. L’expression de chacun
des vecteurs est donnée explicitement. Les sections suivantes décrivent les étapes pour
obtenir les polynomes qui permettent de simplifier le PGI au maximum. Pour le premier

mécanisme, un algorithme est donné a titre d’exemple de la procédure de résolution du

PGI.

3.2.1 Meécanisme PXpPXrpXp

Ce mécanisme possede deux ddls et peut étre utilisé pour positionner un point dans
le plan. Les coordonnées cartésiennes sont données par le vecteur p.. Le mécanisme est
illustré schématiquement a la figure 3.2 ou tous les angles sont définis positifs dans le

sens antihoraire.

Fi1G. 3.2 — Schéma du mécanisme PXgrPXrXg.
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3.2.1.1 Définition des vecteurs

Le vecteur 2r; est défini comme le vecteur reliant le centre des deux cylindres du #¢™¢

joint Xg. Les vecteurs 1; sont les vecteurs définis le long des membrures, tel qu’illustré

a la figure 3.3. Ces vecteurs peuvent étre obtenus comme suit :

Fi1G. 3.3 — Définition des vecteurs.

..g
no
I

11 =
1, =
, =

mQ(t:)Ee;
r2Q(t2) Eey
r1Q(0; +t3)Ee
LQ(01)Ee;
—1.Q(02)Ee;
,Q(02)Ee,

(
13Q(6 + a)Eey (3.3)

ol e; et ey sont des vecteurs unitaires orientés le long des axes des liaisons prismatiques

tel qu'indiqué a la figure 3.3 et avec
Quy =
E =

tlz

[cos (A) —sin(A)
=sin(A) cos (A)

.

v | ST S
o
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0
ty = 22
ty = 33 (3.4)

et ou les matrices Q(A) et E permettent de faire des rotations respectives d'un angle
A et de 7. En fait, on peut écrire que F = Q (%)

3.2.1.2 Modele géométrique

La premiere équation de boucle correspond a la branche droite du mécanisme. Celle-

ci étant plus simple, il est possible de la résoudre en premier. A partir des figures 3.2
et 3.3, on peut écrire :

Pe=ax+qe+2ry + 1, + 13 (3.5)

ou les vecteurs q; et gz sont illustrés a la figure 3.3.

On rassemble tous les termes inconnus dans le membre de droite, soit
Pe—a=p2=q+2rp+ L +13 (3.6)

On exprime alors le vecteur ps dans le repere Ry qui fait un angle 35 avec le repere

global.
P2 = (QTQQ(tQ) + le(QtQ) + leQ(ZtQ + Oé)) Ee (37)

On peut également exprimer la partie connue (le membre de gauche de I’équation (3.6))

dans le repere Ry
P2 = Q"% (p. — a) (3.8)

En égalant les équations (3.7) et (3.8) composante par composante, on obtient les deux

expressions suivantes :
A; cos®ty + By costysints + Cysinty + Dy + ¢ =0 (3.9)

—Bj cos’ty 4+ Aj costysinty — Cycosts + By = 0 (3.10)

ou les coefficients sont donnés a ’annexe A.1. On remarque que I’équation (3.10) dépend
seulement de ¢, alors que I’équation (3.9) dépend de t5 et go. On solutionne donc d’abord
I'équation (3.10).

On utilise la substitution de tangent demi angle pour exprimer I’équation (3.10)

275

215 — ta
72 ou Ty = tan 5. On

~ 1-T2 .
sous forme d'un polynome. On pose costy, = T2 et sinty =
2
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ne garde que le numérateur et on trouve :
(=B +CL+ BTy — 24T +2 (B, + B) Ty +2A,T, — Bl —C1+E1=0 (3.11)

La résolution de ’équation (3.11) donne quatre solutions pour 75 et donc quatre so-
lutions pour t3. On remplace t dans I’équation (3.9) pour trouver go. Connaissant s,
il est maintenant possible de résoudre la seconde branche du mécanisme. La deuxieme

équation de boucle correspond a la branche gauche du mécanisme, soit
Pe=ar+qi+2r1+1 +2rs+1, +1; (3.12)
On rassemble tous les termes inconnus en dans le membre de droite.
Pe—ar—l,—ls=pr=aqi+2r; +1 +2r3 (3.13)

On exprime alors le vecteur p; dans le repere Ry qui fait un angle 3; par rapport au

repere global.
P1 = (27“1Q(t1) + llQ(Qtl) + 2’/’3Q(2t1 + tg)) (314)

On peut également exprimer la partie connue (le membre de gauche) de I’équation
(3.13) dans le repere R;.

p1= Q" (A1) (pe —a1 — 13— 1) (3.15)
L’angle t3 est dépendant des angles t; et t5. En effet, on peut exprimer I'angle que

fait le vecteur 1, avec 'axe des x a ’aide de I'angle t, ou des angles t; et t3 de la fagon

suivante (figure 3.2) :

ﬂ2+g+92i7r:ﬁl+g+91+93 (316)
donc
t3 = ’y—tl +t2 (317)
ou N
7:—52_51 i (3.18)

ce qui donne deux expressions pour t3. En utilisant I’équation (3.17) pour éliminer
t; des équations (3.14) et (3.15) et en faisant quelques manipulations on obtient les

équations suivantes :

Ay cos’t; + Bycostysint; + Cysinty + Dy + ¢ =0 (3.19)
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—Bsycos?t; + Ay costysint; — Cycosty + By = 0 (3.20)

ou les coefficients sont donnés a 'annexe A.2. La valeur des coeflicients des équations
(3.19) et (3.20) dépend de l'expression choisie pour 5. Selon que la premiere ou la
deuxieme expression de I’équation (3.17) pour ¢3 ait été choisie, les valeurs calculées de

t1 et t3 seront différentes.

On utilise la substitution de tangent demi angle pour exprimer I’équation (3.20)

2T,

) A — 17T12 1 —
sous forme d’une polynome. On pose cost; = ; o et sinty = 7

ou T; = tan&. On

obtient alors :

(=By + Cy + E)) T} — 24517 +2 (Ey + Bo) TE + 24Ty — By — Co + E, =0 (3.21)

La résolution de I’équation (3.21) donne quatre solutions. Cependant, comme il y
a deux expressions possibles de 3, il y a un maximum de 8 solutions pour la premiere
patte du mécanisme. Il y a donc un maximum de 32 solutions pour ce mécanisme. On

remplace t; dans I’équation (3.19) pour trouver ¢;.

Le PGI a été résolu pour un exemple particulier. Les solutions sont présentées a
I’annexe B.1. L’algorithme de calcul est illustré schématiquement a la figure 3.4. Le
test sur la valeur de t3 exprimé dans I’algorithme représente la plage de débattement

d’un joint Xg réel.
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Lecture
Parametres géométriques

Position cartésienne
Numéro de la solution (i,j,k

!

Calcul des coefficients A; a
Fy de la patte 2.

!

Calcul des zéros du polynéme

T} -G\ TP+ H\TP+G T+ 1, =0

Calcul de

Toutes les racines

oul

sont imaginaires ?

Pour les racines réelles,
calcul de

v = :tg + ﬂQgﬂl +t2

|

Calcul des coefficients Ay a
G5 de la patte 1.

!

Calcul des zéros du polynome

BT — GoTP 4+ HyTE + GoTy + I, =0

Afficher

les solutions

to = 2arctan (T3)

_ (D1+A)T3—2E, Ty—D1— A,
q2 = 1-72
2

Toutes les racines

oui

sont imaginaires 2

non

Pour les racines réelles, calcul de
t; = 2arctan (71)
t3=7v—1

q1 = Agcos (t1) sin (t1) + Cycos (t1) — Basin (1) + E»

Afficher :

Solution non-existante

Fic. 3.4 — Algorithme de calcul du PGI.
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3.2.2 Meécanisme RXp,RXrpXp

Le mécanisme RXrRXrXg est aussi un mécanisme a deux degrés de liberté. Il est
obtenu en remplacant les actionneurs prismatiques du mécanisme précédent par des
actionneurs rotoides. Le mécanisme est illustré schématiquement aux figures 3.5 et 3.6
ou tous les angles sont définis positifs dans le sens antihoraire. Les variables ¢; et ¢

sont ici les angles de rotation des actionneurs rotoides.

F1G. 3.5 — Schéma du mécanisme a RXrRXrXg.

3.2.2.1 Définition des vecteurs

Comme pour le mécanisme précédent, les vecteurs r; sont définis comme les vecteurs
reliant les centres des cylindres et les vecteurs 1; sont définis le long des membrures, tel

qu'illustré a la figure 3.6.

r, = mQ(t)e
r, = TQQ(t2)e



F1G. 3.6 — Représentation graphique des vecteurs.

I; =
l, =
l, =
l. =

X

Q0 +t3)e
LQ(2t)
1HQ(2t2)
15Q(2t1 + t3)e
—1.Q(2t3)e
,Q(2t2)e
1.Q(2ty + a)e

e
e
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(3.22)

ol e est un vecteur unitaire dans la direction de z positif, ¢’est-a-dire e = [1 O]T.



3.2.2.2 Modele géométrique

La premiere équation de boucle correspond a la branche droite du mécanisme. Celle-

ci étant plus simple, il est possible de la résoudre en premier. On peut écrire.
Pe=as+ 1l +2r+1, +1, (3.23)
On rassemble tous les termes inconnus dans le méme membre de 1’équation. On a :
Pe—a2=p2=DbL+2rp+L+L (3.24)
En égalant les deux membres de I’équation composante a composante on a :
Aj cos? ty + By costysinty, + Cy costy + Dysinty + Ey =0 (3.25)

et
— By cos®ty + Ay costysinty — Dy costy + Cysinty + Fy =0 (3.26)

ou les coefficients qui dépendent de g9, sont donnés a ’annexe A.3 Il est possible de
combiner ces deux équations pour obtenir deux équations plus simples. En effet, en
additionnant 1’équation (3.25), qui a été multipliée par costs, a 1’équation (3.26), qui

elle a été multipliée par sinty, on obtient :
Ficosty + Ajcosty +C + Gysinty =0 (3.27)

En soustrayant ’équation (3.26), qui a été multipliée par costy, a I’équation (3.25), qui

elle a été multipliée par sint,, on obtient :

Bicosty + Ey + Fysinty — Gycosty =0 (3.28)

Pour obtenir une expression de cost, en fonction des coefficients A; a (1, on isole
sinty dans 1’équation (3.28) que l'on remplace dans ’équation (3.27). On isole alors

cos ty pour obtenir :
-C1 P+ G E,

F2+ AF, — G1B; + G2

costy = (3.29)

Dans I'expression de sin to, cos ty est remplacé par son expression a I’équation (3.29).

On obtient :
Blcl — ElFl — ElAl — Glcl

F12 + A1Fy — G1B; + G%

(3.30)

sinty =
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On remplace les deux équations (3.29) et (3.30) dans I’équation suivante : cos? (¢5)+
sin? (t3) — 1 = 0. De P’équation obtenue, on ne garde que le numérateur puisque 1'ex-

pression est égale a zéro :

272G By — 2FG3 4+ 2 A G\ B, — 2F1A\G? — F}
—2F E,C1 B, + A3E} — 2A,E,C, By + 2A,E,C,G4
E2G? — F?A? 4 C?B? — 20%B,G, + C2G? + C*F?
FIE? —2FPA) + 2R E?A) — G3B? +2G3B, — G = 0 (3.31)

En remplacant les coefficitents A; a GGy par leur expression, on obtient une équation

en ¢y de la forme suivante :
Hi cos? (qz) + I sin (q2) cos (qo) + Jy cos (qo) + K sin (g2) + Ly =0 (3.32)
ou les coefficients sont donnés a ’annexe A.4

On utilise la substitution de tangent demi angle pour exprimer I’équation (3.32)

A 1-T% .
sous forme d'un polynome. On pose cos (¢2) = 1775 et sin(gz) = 123;%2
2 2

Comme l'expression est égale a zéro on garde uniquement le numérateur :

o Ty = tan 4.

(Hy — Jy + L)) Ty +(—21 + 2K,) T3+(2Ly — 2H,) To+ (21, + 2K,) To+ Hy+J,+Ly =0
(3.33)
Ce qui donne un maximum de quatre solutions. On trouve directement ¢, a ’aide de

I’équation suivante :
¢z = 2arctan (T3) (3.34)

Connaissant ¢s, les valeurs numériques des coefficients A; a Fj sont remplacées dans

les équations (3.29) et (3.30) pour trouver la valeur de t,.
La deuxieme équation de boucle correspond a la branche gauche du mécanisme. On

Pe=a;+1; +2r +13+2r; +1, + 1, (3.35)

On rassemble tous les termes inconnus dans le membre de droite.

pe—a;—1,—1L.pi =1 +2r; +15+ 2r3 (3.36)

L’équation précédente est fonction de tous les angles illustrés a la figure 3.5. L’angle

t3 peut cependant étre exprimé en fonction des autres angles. De la figure 3.5 on peut
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déduire que :

q2 + 2t2 +7= a1 + 2t1 + 2t3 (337)
En isolant ¢3 on obtient :
0
tg =y — 31 —t (3.38)
ol N 0
+
v = % + (3.39)

En développant 1’équation (3.36) et en remplagant t3 par son expression en (3.38) on

obtient les équations suivantes :
Ay cos?ty + Bycostysint; + Cycosty + Dosinty + Es =0 (3.40)
—Bycos?t; + Agcostysint; — Eycosty + Cysinty + Fo =0 (3.41)

ou les coefficients sont donnés a ’annexe A.5

En utilisant la méme démarche que pour 'équation (3.32) on obtient I’équation

suivante

H, cos? (%) + I5sin (%) cos (q;) + Jy cos (qu>

+ K sin ((]2 ) cOS <%> + L cos® (%) + M sin (%) cos (%)
+ Ny cos <q2 ) + Oy sin <C]21> +P = 0 (342

ou les coefficients sont donnés a 'annexe A.6

On utilise la substitution de tangent demi angle pour exprimer I’équation (3.42)

5 ~ g\ _ 1- T o \ o q
sous forme d’un polynome. On pose cos ( 5 ) = 1+T2 et sin ( 5 ) = 1377 Ol Ty = tan 1.

Comme l'expression est égale a zéro on garde uniquement le numérateur :

(Hy — No+ Py — Jo+ Lo) T,
+ (4P, + 2J5 — 4Hy — 2N,) T
+ (6P, + 6Hy — 2Ly) T}

+ (4Py + 2Ny — 2Jy — 4Hy) T?

’—‘m "oo

+ (2K3 + 205 — 2My — 21) T7
+ (605 — 2My — 2Ky + 61,) T}
+ (2My — 61y — 2K, + 60,) T
+ (204 + 215 + 2K, + 2M5) T
+Hy+ P+ Jo+ No+ Ly = 0 (3.43)

Ce qui donne un maximum de 8 solutions. On trouve directement ¢; a l'aide de
I’équation suivante :
¢ = 4arctan (T}) (3.44)
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Connaissant ¢q, les valeurs numériques des coefficients A, a F5 sont connues, per-

mettant de calculer la valeur de ¢;. La valeur de t3 est calculée a partir de 1’équation

(3.38).

3.2.3 Meécanisme 3-PXpXp

Un mécanisme a trois ddls est obtenu en reliant trois pattes d’architecture PXzrXgr
a une plate-forme commune. Le mécanisme est représenté schématiquement a la figure
3.7, ou tous les angles sont définis positifs dans le sens antihoraire. Les actionneurs sont

associés aux trois liaisons prismatiques fixées a la base.

‘reme
1

patte

Fic. 3.7 — Schéma du mécanisme a 3-PXrXp.



F1G. 3.8 — Définition des vecteurs.

3.2.3.1 Définition des vecteurs

Le vecteur r;; de la figure 3.8 correspond au vecteur reliant les centres des cylindres
de I'articulation j de la patte i, le joint Xz a la base étant le premier joint et celui a
I'effecteur le deuxieme. Le vecteur 1; est le vecteur défini le long de la membrure de la

patte i. On a, exprimé dans le repere R :

raQ(ti)Ee;
rio = 72Q(2tq +tix)Ee;
I, = 1;Q(2t;)Ee;
si = QB+ ¢)e
QG = qe; (3.45)

=
=
|
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oll e; est un vecteur unitaire défini le long de I'axe de la i®™¢ liaison prismatique et ot
e=[10]".

3.2.3.2 Modele géométrique

Pour chacune des pattes, on peut écrire :
Pe = a; +q; +2rj; +1; + 215 — s; (3.46)
On rassemble tous les termes inconnus dans le membre de droite.
Pe —a; +8; = [Pi]g = qi + 2r;y; +1; + 21y (3.47)
On exprime le vecteur p; dans le repere R; qui fait un angle «; avec le repere global.
[pilgr, = Q" (o) [Pilr (3.48)

On peut également exprimer la partie connue de I’équation dans le repere R,

Pilr, = Q' () (pe—ai+s)) (3.49)

Si les parties de droites des équations (3.48) et (3.49) sont égalées et que 'on ma-

nipule un peu les équations, on obtient les deux expressions suivantes :
_Az COS til sin til + Cz sin til - BZ sin til + Ez + q; = 0 (350)

Ai COS2 til + Bz COS til + CZ sin til + DZ =0 (351)

ou les coefficients sont donnés a 'annexe A.7. L’angle t;5 a été éliminé des équations

précédentes par la relation suivante :

; —a; £
lig = —tin + ¢+ 5 a7 (3.52)

On utilise la substitution de tangent demi angle pour exprimer I’équation (3.51)

A 1-72 . , N )
sous forme d’un polynome. On pose cost;; = : +T31 et sint;; = 12+T%12 ou Tj;; = tan %1
il il

(A; — B; + D)) Th +2C,T3 +2(D; — A) T2 +2C Ty + A; +B; +D; =0 (3.53)

La résolution de I’équation (3.53) donne quatre solutions. Cependant, comme il y a
deux expressions de 1’angle t;5 possibles, il y a un maximum de 8 solutions par patte.

On remplace t;; dans I'equation (3.50) pour trouver g;.
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3.2.4 Meécanisme 3-RXpXp

De méme que pour le mécanisme précédent, un mécanismes a trois ddls est obtenu
en reliant trois pattes d’architecture RXrXgr a une plate-forme commune. Le méca-
nisme est représenté schématiquement a la figure 3.9, ou tous les angles sont définis
positifs dans le sens antihoraire. Les actionneurs sont reliés aux trois liaisons rotoldes

fixées a la base.

FiG. 3.9 — Schéma du mécanisme a 3-RXrXg.

3.2.4.1 Définition des vecteurs

Le vecteur r;; de la figure 3.10 correspond au vecteur reliant les centres des cylindres
de l'articulation j de la patte 7, le joint Xy a 'effecteur étant le deuxieme et l'autre, le

premier. Le vecteur l; est le vecteur défini le long de la membrure de la patte i. On a :

L’indice ¢ dans les figures 3.9 et 3.10 correspond au numéro de la patte.

i = 1aQ(g)e



Fi1G. 3.10 — Définition des vecteurs.

ri = Qg +tia)e
Ly = 1Q(q +2ty)e
rio = Qg +2th +tin)e

si = aQ(Bi+ple (3.54)
oll e est un vecteur unitaire dans la direction de z positif, ¢’est-a-dire e = [1 0]"
3.2.4.2 Modele géométrique
Pour chacune des pattes on peut écrire :
Pe — Q; + lz’l + 2ri1 + 11'2 + 21'1'2 — S; (355)
On rassemble tous les termes inconnus dans le membre de droite.
Pe —a; +5; = P; = it +2r;1 + Lo + 2rp (3.56)
tio =i — L i1 (3.57)
2
ou 5+
v = MTlW (3.58)

En développant I’équation (3.56) et en remplagant 1’angle ;2 par I’équation (3.57), on

obtient les équations suivantes :

Ai COS2 til + Bz COS til sin til + Cl COSs til -+ Dz sin tﬂ —+ E,L =0 (359)
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_Bz COS2 til -+ AZ COS til sin til - Dl COS til —+ Cl sin til + Fl =0 (360)

ou les coefficients sont donnés a ’annexe A.8

En utilisant la méme démarche que pour I’équation (3.32) on obtient 1’équation

suivante :

H, cos® (%) + I; sin (%) cos® (%) + J; cos® (—)
K sin (%) cos? (%) + L; cos® (%) + M, sin (ﬁ) cos ( )
N; cos (%) + O; sin <%> +P =0 (3.61)

ou les coefficients sont donnés a ’annexe A.9

On utilise la substitution de tangent demi angle pour exprimer I’équation (3.61)
2

5 in(%) = 2L oy T = %
1JFTZ_Ze‘581n(2)—lJrTl_QouTZ—tanzl.

Comme l'expression est égale a zéro on garde uniquement le numérateur :

sous forme d’un polynéme. On pose cos (%) =

(H; — N+ Py — J; + L) TP + (2K; + 20; — 2M; — 21,) T}

(4P; + 2J; — 4H; — 2N;) TP + (60; — 2M; — 2K, + 61,) T

(6P +6H; — 2L;) T}' + (2M; — 61; — 2K; + 60,;) T}

(4P, + 2N; — 2J; — 4H)) T? + (20; + 2I; + 2K, + 2M;) T;
+H, + P+ J;i+N;+L; = 0  (3.62)

Il y a 8 solutions au polynome précédent. Cependant, comme il y a deux valeurs pos-
sibles de ’angle ¢;9, il y a un maximum de 16 solutions par patte. On trouve directement

q; a l'aide de I’équation suivante :

¢; = 4arctan (T;) (3.63)

3.2.5 Meécanisme 3-XpXrXp

De méme que pour les mécanismes précédents, un mécanismes a trois ddls est obtenu
en reliant trois pattes d’architecture Xp XrXpg a une plate-forme commune. Le méca-
nisme est représenté schématiquement a la figure 3.11, ou tous les angles sont définis
positifs dans le sens antihoraire. Les actionneurs sont reliés aux trois joints Xp fixés a

la base.
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F1G. 3.11 — Schéma du mécanisme a 3-Xg Xr Xp.

3.2.5.1 Définition des vecteurs

F1G. 3.12 — Définition des vecteurs.



L’indice 7 dans les figures 3.11 et 3.12 correspond au numéro de la patte. Le vecteur
r;; ala figure 3.12 correspond au vecteur reliant les centres des cylindres de ’articulation
j de la patte i, le joint Xy a la base étant le premier joint, celui a 'effecteur le troisieme
et celui intermédiaire le deuxieme. Les vecteurs 1;; sont les vecteurs définis le long des

membrures de la patte i. On a :

ryp = rilQ(eai)e

i = 11Q(20u)e

rip = 72Q(204 + Oi)e

Ly = 12Q(20u + 20y)e

riz = 1i3Q(200 + Oy + 0i5)e

¢, = QB+ e (3.64)
oll e est un vecteur unitaire dans la direction de x positif, ¢’est-a-dire e = [1 0]"
3.2.5.2 Modele géométrique
Pour chacune des pattes on peut écrire :
Pe = a; + 2rj + L +2rip +1ip + 2ri3 — ¢; (3.65)
On rassemble tous les termes inconnus dans le membre de droite.
Pe —a;+¢; =p; =2rj + L + 2rip + Lip + 2133 (3.66)
Osi = Vi — Oui — Obi (3.67)
ol
Vi = MTlﬂ (3.68)

En développant ’équation (3.66) et en remplacant 'angle 65; par 1'équation (3.67), on

obtient les équations suivantes :
A cos? (By;) + B; cos (0y;) sin (0y;) + C; cos (By;) + Dy sin (0y;) + E; = 0 (3.69)
—B;cos? (B) + A; cos (By;) sin (0;) — D; cos (By;) + Cysin (Gy;) + F; = 0 (3.70)

ou les coefficients sont donnés & ’annexe A.10

En utilisant la méme démarche que pour 'équation (3.32) on obtient I’équation

0ui 0ui Oui 0ui
. 4 ar ol ar 3 ai ' 3 ai
H;cos ( 5 ) + I;sin (—2 ) cos (—2 > + J; cos (—2 )

suivante
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ou les coefficients sont donnés a ’annexe A.11

On utilise la substitution de tangent demi angle pour exprimer 1'équation (3.71) sous

. . 1-72 . A .
forme d’un polynome. On pose cos (%) = {72 et sin (%) = 13222

Comme l'expression est égale a zéro on garde uniquement le numérateur :

ouTl; = tan%.

(H; — N+ Py — J; + L) T? + (2K; + 20; — 2M; — 21,) T,

(4P; + 2J; — 4H; — 2N;) TP + (60; — 2M; — 2K, + 61,) T

(6P, 4+ 6H; — 2L;) T + (2M; — 61; — 2K; + 60;) T

(4P + 2N; — 2J; — 4H;) T? + (20; + 2I; + 2K; + 2M;) T,
+H;+ P+ J;+N;+L; = 0  (3.72)

Il y a 8 solutions au polynome précédent. Cependant, comme il y a deux valeurs possibles
de I'angle 65;, il y a un maximum de 16 solutions par patte. On trouve directement 6,;

a l'aide de I’équation suivante :

04 = 2 arctan (T;) (3.73)
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3.3 Equations de vitesse

3.3.1 Meécanisme PXpPXrpXp

Pour obtenir les équations de vitesse, on dérive par rapport au temps les équations
(3.5), (3.12) et (3.17). Les équations (3.5) et (3.12) sont exprimées respectivement dans

le repere R, et R4, ce qui permet de simplifier les expressions des matrices jacobiennes.

L’équation de vitesse suivante est obtenue :

ou

et ou

B
By
Bis
Bas
By
Bas
By
By

Ap, +BO =0
. . . T
=
. . . . T
© = [(11 @2 t1 t ts}
[ cosB;  sinf |
—sin 3 cos 3
A = cos By sin 3y
—sinfFy cos (s
L 0 0 .
[—1 0 Bz Bu Bis]
0 Bys By Bas
B = 0 -1 0 By O
0 0 By O
| 0 -1 1 -1

211 sin (2t1) + 27y sinty + 4rssin (26 + t3)
2l sin (2t + a) — 21, sin (2t5)

213 sin (2t + t3)

—4r3 cos (2t) + t3) — 2ry costy — 21 cos (2ty)
21, cos (2ty) — 2l cos (2ty + «v)

—2rg cos (2t, + t3)

21y sinty + 21, sin (2t5) + 21, sin (2t3 + «)
—2r9 costy — 2l cos (2ty) — 21, cos (2ty + )

(3.74)

(3.75)

(3.76)

(3.77)

(3.78)



Pour obtenir la matrice jacobienne, les vitesses angulaires t;, t5 et t5 doivent étre
éliminées des équations. On pose J' = —B7'A, ce qui permet de récrire I’équation
(3.74) sous la forme e=J Pe. De la matrice J’ obtenue, les deux premieres lignes sont

gardées pour constituer la matrice jacobienne J. On a alors
q=Jpe (3.87)
ol

a=u @ (359)

Cette méthode sera appliquée pour trouver les équations de vitesse de tous les mé-

canismes.

3.3.2 Meécanisme RXp,RXpXp

Pour obtenir les équations de vitesse, on dérive les équations (3.23), (3.35) et (3.38)

par rapport au temps. L’équation de vitesse suivante est obtenue :

Ap,+BO =0 (3.89)
ou
. . . T
p. = [:c y} (3.90)
. . . . . . T
@ == |:91 92 tl t2 tg} (391)

[ cos £1  sin ﬁl_

—sin 3, cos [

A = cos B sin 3y (3.92)
—sin Gy cos (o
[—1 Bis By Bis]

0
0
0
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et ou
Bz = 2lysin (2t1) + 2ry sinty + 4rzsin (2t + t3) (3.94)
By = 2l.sin 2ty + o) — 2l,sin (2t2) (3.95)
Bis = 2rgsin (2t + t3) (3.96)
Bss = —4rscos (2t + t3) — 21y costy — 2y cos (2t1) (3.97)
Bsy = 2l,cos (2ty) — 2, cos (2t + ) (3.98)
Bys = —2rzcos (2t) +t3) (3.99)
Bsy = 2rgsinty + 2l sin (2t9) 4 2l sin (2t5 + «) (3.100)
By = —2rycosty — 2l cos (2t3) — 2l cos (2ts + ) (3.101)

Pour obtenir la matrice jacobienne, les vitesses angulaires t1, £5 et 3 doivent étre
éliminées des équations. On pose J' = —B7'A. De la matrice J’ obtenue, les deux

premieres lignes sont gardées pour constituer la matrice jacobienne J. On a alors :
Pe = J6 (3.102)

ou

0 = [él ézr (3.103)

3.3.3 Meécanisme 3-PXpXp

Pour obtenir les équations de vitesse, on dérive les équations (3.46) et (3.52) par
rapport au temps. Les équations (3.46) sont exprimées dans le repere R;, ce qui permet
de simplifier les expressions des matrices jacobiennes. L’équation de vitesse suivante est
obtenue :

Ap+B©, =0 (3.104)

29



ou
. ) T
b = [m J ¢} (3.105)
. . . T
[cosa; sino; — cosa;esin (¢ + ;) + sin a;c; cos (¢ + 3;)
A, = |cosq; sinq; —cosacsin (¢ + ;) + sinage;cos (¢ + 5;) | (3.107)
0 0 —1
[—1 By Bis
B; = 0 Bay Bog; (3.108)
0 2 2
et ou
Blgi = 2T’Z‘1 sin til + 2lz sin (Qtzl) -+ 47}2 sin (Qtzl + tzg) (3109)
Blgi = 2’/“i2 sin (2t11 + tlg) (3110)
Bogi = —2r; costy — 21 cos (2t;1) — 4ri cos (2t + tio) (3.111)
BQgi = —27“i2 COS (27511 + tz2) (3112)

Pour obtenir la matrice jacobienne, les vitesses angulaires ¢;; et t;o pour i=(1, 2 et
3) doivent étre éliminées des équations. On pose J; = —B;'A;. La premiere ligne de

chacune des matrices J; est gardée pour constituer la matrice jacobienne J. On a alors :
p=Jq (3.113)

ou .
fl: [Ch 612 43] (3-114)

3.3.4 Meécanisme 3-RXpXp

Pour obtenir les équations de vitesse, on dérive les équations (3.55) et (3.57) par

rapport au temps. L’équation de vitesse suivante est obtenue :

Ap+B,©;, =0 (3.115)
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ou
AT
b= &3 9 (3.116)
. . . . T
e, = [91' ti1 tiZ} (3.117)
(1 0 —¢sin(p+ 3)
oo 3
[Bi1; By B
B; = |Bj; Bi Basi (3.119)
[
et ou

Blli = lil Sin q; + 2T’i1 SiIl (qz + tzl) —I— lig SiIl (Qz —f- Qtzl)

= +2rppsin (¢ + 2t + tiz) (3.120)
Bioi = 2lgsin(q; + 2t;1) + 4rigsin (q; + 2t + tiz) + 2rasin (¢ + 1) (3.121)
Bizi = 2rgsin (g + 2ta + tio) (3.122)
Baii = —lijcosq; — 2riy cos (q; + ti1) — lip cos (q; + 2t;1)

= —2r;pcos(q; + 2t;1 + tio) (3.123)
Bagi = —2lipcos (q; + 2t;1) — 4ripcos (q; + 2t + tio) — 2141 cos (q; + t41)(3.124)
Bagi = —2ripcos(q; + 2ti + tia) (3.125)

Pour obtenir la matrice jacobienne, les vitesses angulaires #;; et £, pour i=(1, 2 et
3) doivent étre éliminées des équations. On pose J; = —B; 'A;. La premiere rangée de

chacune des matrices J; est gardée pour constituer la matrice jacobienne J. On a alors :
q=Jp (3.126)

ou .
q= [41 i Q3] (3.127)

3.3.5 Meécanisme 3-XpXrXpr

Pour obtenir les équations de vitesse, on dérive les équations (3.65) et (3.67) par

rapport au temps. L’équation de vitesse suivante est obtenue :

Ap+B©;,=0 (3.128)
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ol
. M T
p = [¢ J ¢] (3.129)
. . . . 1T
& = |0 by Os) (3.130)
(1 0 —¢sin(p+ 3)
A, = [0 1 ¢ceos(dp+ ) (3.131)
oo
[Bii; Biai Bus
B; = |By; DBi DBasi (3.132)
-1 -1 -1
et ou

Blli = 4Ti2 Sil’l (Oéi + 291‘(1 —f- sz) + 4’/"i3 SiIl (O./Z‘ —I— 20m —I— 2911, —f- 015)
= —’—27’11 sin (Oéi + em) + 2[11 sin (Oéi + Qem) + 2[12 sin (Oéi + 292‘@ + 2925113133)
Blgz‘ = 27}2 sin (Oéi + 26’m + ezb) + 47’1'3 sin (Oéi + 291‘& + 2911, + 615>

= 12U sin (o; + 20,0 + 20,) (3.134)
Bysi = —¢sin(¢+ 5;) (3.135)
Bo; = —4rpcos(a; + 20, + i) — 4143 cos (g + 260, + 205, + 0;5)

= —2r; 008 (e + 0;q) — 2l cos (ay + 20;,) — 210 cos (a; + 20,4 + 20:43.136)
Bagi = —2ricos(a; + 20, + 0i) — 413 cos (a; + 20,4 + 20 + 0;5)

= —2lppcos (a; + 20, + 20) (3.137)
Bosi = —2ri3c0s (v + 20,4 + 20 + 0;5) (3.138)

Pour obtenir la matrice jacobienne, les vitesses angulaires éib et 91‘5 pour i=(1, 2 et
3) doivent étre éliminées des équations. On pose J; = —B_ 'A;. La premiere rangée de

chacune des matrices J’ est gardée pour constituer la matrice jacobienne J.
A

©,=Jp (3.139)

ol .
@a::@M fus éﬁ} (3.140)
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3.3.6 Vérification des matrices jacobiennes

Une procédure numérique a été utilisée pour vérifier la validité des matrices jaco-
biennes des mécanismes étudiés. Dans un premier temps, le PGI est calculé pour deux

positions cartésiennes tres rapprochées. Par exemple, pour les mécanismes a deux ddls

on a:
pi=" (3.141)
Y
et
4}
P2 = vor (3.142)
Y
Si 0z est suffisamment petit, on écrit :
00 = Jop (3.143)
ol
ox
op=p2 —P1 = [0] (3.144)

Dans un deuxieme temps, les écarts articulaires sont obtenus en calculant la matrice
jacobienne a la position p;. La matrice jacobienne est multipliée par dp. En faisant
varier une position cartésienne a la fois, il est possible de vérifier chaque élément de la
matrice jacobienne. Ainsi, si on fait varier la premiere coordonnée cartésienne, chaque
coordonnée articulaire correspond a un élément de la premiere colonne. Toutes les
matrices jacobiennes précédentes ont été vérifiées de cette facon pour quelques positions

et différentes solutions, ce qui a permis de les valider.
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3.4 Lieux de singularité et espace de travail

L’emplacement des lieux de singularité est calculé a partir de la matrice jacobienne
d’un mécanisme. En effet, si le déterminant de la matrice jacobienne est nul, le mécanis-
me est en singularité. Dans les cas les plus simples, les lieux de singularité peuvent étre
tracés algébriquement. Mais dans le cas qui nous occupe ici, les matrices jacobiennes
sont trop complexes et le temps de calcul est trop long pour une analyse algébrique.
Une procédure numérique a donc été utilisée. L’espace de travail est discrétisé. Pour
chaque point, la présence de parties imaginaires dans le PGI est vérifiée. Si une partie
imaginaire est présente, la solution n’existe pas dans cette branche de solution. Cette
information est utilisée pour construire l'espace atteignable. Si la solution est réelle,
le déterminant de la matrice jacobienne est calculé. Le mécanisme est en singularité
lorsque le déterminant est nul. Cependant, comme 1’espace de travail est discrétisé, il n’y
a aucune garantie que les singularités se trouveront aux points testés. Les changements
de signe sont donc vérifiés. En effet, si le déterminant change de signe entre deux points
consécutifs, le mécanisme est en singularité entre les deux points. La vérification est
faite dans la direction des x et des y. Dans le cas des mécanismes a 3 ddls, elle pourrait
aussi etre faite dans la direction de ¢, mais comme les résultats sont visualisés en deux

dimensions, cela n’est pas utile.

Les mécanismes sont en singularité aux extrémités de 'espace atteignable, lorsque
deux branches de solutions se croisent ou se confondent. Donc, plus il y a de branches
de solution, plus les singularités risquent d’étre nombreuses et complexes. Comme il est
difficile de visualiser les lieux de singularité en 3 ddls les exemples seront tirés des mé-
canismes a 2 ddls. Les figures suivantes présentent les lieux de singularité pour quelques

branches de solution des mécanismes 2 ddls.
A la figure 3.13 les singularités de quatre des branches de solution du mécanisme
PXrPXgrXpgr sont présentées. Les branches choisies ont des espaces de travail parmi

les plus grands.

A la figure 3.14 les singularités de quatre branches de solution du mécanisme
RXrRXrXp sont présentées.

Dans les figures 3.13 et 3.1/, les croix rouges pourraient étre identifiées comme des
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2P: Lieux des singularites pour la solution (4,4,1)

14 T

T
Espace atteignable
e Limites de I'espace atteignable
+ Croisement de branches de solution

0 | | |
-5 0 5 10 15
X
(a) branche 4.4.1
2P: Lieux des singularites pour la solution (4,3,1)
14 T T

12

T
Espace atteignable
e Limites de I'espace atteignable
+ Croisement de branches de solution

-5 0

(b) branche 4.3.1

65



2P: Lieux des singularites pour la solution (3,4,1)
14 T T

T
Espace atteignable
e Limites de I'espace atteignable
+ Croisement de branches de solution

>
_2 L | |
-5 0 5 10 15
X
(c) branche 3.4.1
2P: Lieux des singularites pour la solution (3,3,1)
14 T T T
Espace atteignable
e Limites de I'espace atteignable
+ Croisement de branches de solution
>

(d) branche 3.3.1

FiG. 3.13 — Exemples d’espace de travail et de lieux de singularité pour le mécanisme
PXrPXpXg.
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Lieux des singularites pour la solution (3,1,1)

20 T T T T
Espace atteignable
Limites de I'espace atteignable
15 Croisement de branches de solution
105, 4
SF gtmrriiiighiriioio: b
:: pitiitiiiiiiae o Tegdgrainii
0 bt % T % % i

—20 1 1 1 1 1
-5 0 5 10 15 20 25
X
(a) branche 3.1.1
Lieux des singularites pour la solution (3,2,1)
T T I I
ceeseessssl - Espaceatteignable
---------- e Limites de I'espace atteignable
Croisement de branches de solution
:iiiiifﬁ%ht °
DI + z% e i
..... { ‘ £
_15 1 1 1 1 1
-5 0 5 10 15 20 25
X

(b) branche 3.2.1
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Lieux des singularites pour la solution (4,1,1)

25

20 T T T T
Espace atteignable
4 < Limites de I'espace atteignable
15 Croisement de branches de solution
L et + L
10F 8
5r i
>~ 0of -
5} B
10} i
-8 sE5E )
20 1 1 1 1 1 1
-10 -5 0 5 10 15 20
X
(c) branche 4.1.1
Lieux des singularites pour la solution (4,2,1)
20 T T T T
Espace atteignable
¢ Limites de I'espace atteignable
15 o + Croisement de branches de solution
10 B
:*‘%: .....
> or -
5 i
-10- =
PR M M sve
3 M EXE3
B N L L
—15}+ . ; «°3° -
20 1 1 1 1 1 1
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FiG. 3.14 — Exemples d’espace de travail et de lieux de singularité pour le mécanisme

RXpRXpXp.

(d) branche 4.2.1

25
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lieux de singularité. Le terme croisement de branche de solution a été préféré puisqu’il
llustre bien la complexité de [’espace de travail des deur mécanismes. On constate que
les mécanismes RXrRXr Xk aen general un espace de travail beaucoup plus grand que
le PXrRXRrXg. Les actionneurs prismatiques a la base du PXrRXrXpgr ont une plage
de mouvement illimitée dans les deux directions ce qui permet de comparer ce mécanis-
me avec le RXrRXgrXg. En effet, l'espace de travail du PXrRXrXpg est directement
proportionnel aux limites des actionneurs a la base. Plus I'espace de travail est grand
plus le temps de calcul est long. L’architecture avec deux membrures du RXzRXrXgr
par patte permet d’accéder a plus d’espace. La proportion de singularité sur l'espace
atteignable est semblable. On peut retracer le croisement des branches de solution en
tracant tous les lieux de singularité. En effet, si deux branches de solution ont des
singularités au méme endroit, on peut supposer que ces deux branches se croisent ou

se confondent.

Les lieux de singularité sont dépendants de la branche de solution choisie. Il y
a autant de lieux de singularité qu’il y a de branches de solution dans un mécanis-
me. Pour les mécanismes étudiés le nombre de branches de solution varie de 64 pour
le PXpRPXrXg a 4096 pour le 3 — XpXprXp. Le choix de la trajectoire articulaire

optimale peut donc s’avérer fort complexe.
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3.5 Probleme géométrique direct

La procédure pour écrire les équations du PGD pour chacun des mécanismes est

semblable a celle utilisée pour le PGI.

3.5.1 Meécanisme PXpPXrpXp

Pour résoudre le PGD, les équations (3.5) et (3.12) sont utilisées. Cependant, comme
ce sont les coordonnées cartésiennes qui sont inconnues il est préférable d’exprimer les
équations dans le repere global. On obtient les équations suivantes pour 1’équation
(3.5) :

Ajcos?ty + Bycostysints + Cycosty + Dysinty + By +x =0 (3.145)

— By cos®ty + Aq costysinty — Dy costy + Cysinty + Fy +y =0 (3.146)

Et les équations suivantes pour 1’équation (3.12) :
A2 COS2 tl + B2 COS tl sin tl + 02 COS tl -+ D2 sin tl + E2 +x=0 (3147)

—Bycos®ty + Ascostysinty — Dycosty + Cosinty + Fo+y =0 (3.148)

ou les coefficients sont exprimés respectivement dans les sections A.12 et A.13.

A partir des équations (3.145) et (3.146) ont tire les expressions suivantes pour cos t

et sinty :
) DyEy + Dz + DAy — B,C, + FiCy 4 yCy
sintgy = — A
-Dy, —yD, +CE, +C
costy = ———117Y 1A+ i U (3.149)
ou

A= —-B\F — Biy+ FZ + 2Py +y* + E? + 2E10 + By Ay + 22 + 24, (3.150)

En utilisant la relation cos?t, + sin®t, — 1, 'équation suivante qui est uniquement

fonction des coordonnées articulaires est obtenue.

— P2, + G\&Pyy + HyyPyy + L2 + Jizy + K> + Liz + Myy+ Ny =0 (3.151)
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P, =1 +9y° (3.152)

et ou les coefficients sont donnés a la section A.14

On peut répéter la méme procédure avec les équations (3.147) et (3.148). Il faut
cependant remplacer dans les coefficients les expressions de sints et costy de ’équation
(3.149) car ces expression sont fonction des coordonnées cartésiennes. L’équation ob-
tenue est trop complexe cependant pour étre gérée par Maple sous sa forme générale.
Il serait cependant possible d’obtenir cette équation pour un cas particulier qui serait
probablement d’un degré plus élevé que I’équation (3.151). Une fois obtenues les deux
équations fonction de x et y, une procédure numérique pourrait étre utilisée pour trou-
ver les solutions. Le fait d’obtenir des équations non linéaires pose des inconvénients.
En effet, il est difficile de connaitre le nombre de solutions au PGD et par le fait méme

on n’est pas certain de toutes les trouver avec une procédure numeérique.

3.5.2 Meécanisme RXpRXpXp

Pour le deuxieme mécanisme a deux ddls, la procédure est la méme. De plus, comme
les deux pattes du mécanismes sont dépendantes on retrouve le méme probleme qu’a la
section précédente, soit la deuxieme équation est trop complexe pour étre exprimée par
Maple. Comme il s’agit de la méme procédure elle ne sera pas expliquée une seconde

fois.

3.5.3 Meécanisme 3-PXpXp

En combinant les équations (3.50) et (3.51), de la méme facon qu’a la section 3.5.1

on obtient I’équation suivante :

C?D? — 2C;D;A;B; + A?B? — 2A;B?E; + E?B} + C?E?
+D?B? — AE? + 2AE} + 2AE;D} — E} —2E?D? — D} = 0  (3.153)

ou les coefficients sont donnés a la section A.7 et ou i est I'indice de la patte.
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On obtient donc trois équations non-linéaires et tres couplées. Ces équations com-
portent des racines carrées. Les trois pattes du mécanismes étant indépendantes, pour
le PGI, on aurait pu s’attendre a ce que le probleme puisse se simplifier. La présence de
racines carrées rend cependant toute simplification impossible. Il faut donc envisager

une procédure numérique pour résoudre le PGD du 3 — PXzXg.

3.5.4 Meécanismes 3-RXpXp et 3-XpXpXp

Dans le cas de ces mécanismes, on peut utiliser directement les équations (3.61)
et (3.71). Dans ce cas, les valeurs de 6; et de 6,; sont connues et les coefficients sont
fonction des coordonnées cartésiennes qui sont inconnues. Si on exprime les équations
(3.61) et (3.71), on obtient des expressions plus simples qu’a la section précédente car
ces dernieres ne contiennent pas de racines carrées, mais les expressions sont tout de

meéme trop complexes pour étre résolues par une procédure autre que numérique.

3.6 Conclusion

L’étude cinématique des mécanismes plans comportant des joints Xz a démontré
qu’il était possible d’utiliser ce type de joint dans des mécanismes paralleles. Cependant,
il faut s’attendre a une plus grande complexité lors des calculs cinématiques. Prenons
par exemple le mécanisme parallele plan a deux ddls avec des liaisons rotoides a toutes
les articulations qui peut étre comparé au RXrRXrXg. La cinématique de ce robot a
été résolue a la référence [5]. On constate que la solution du PGI peut étre faite d'une
fagon vectorielle et qu’elle mene a un maximum de 4 solutions. Pour le méme méca-
nisme avec des joints Xg, on a pu montrer qu’il y avait jusqu’a 64 solutions. On peut
constater 'augmentation du nombre de solutions avec le manipulateur parallele plan
a trois ddls en le comparant avec le manipulateur construit avec des liaisons rotoides
3— RRR. La cinématique de ce robot est également résolue dans [5]. Le PGI peut dans
ce cas également étre résolu vectoriellement et mene a un maximum de 8 solutions,

comparativement a 4096 solutions pour les robots 3 — RXrXp et 3 — XpXpXg.

On constate donc que 'utilisation de joints Xx dans les mécanismes plans provoque
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une augmentation du nombre de solutions au PGI. Cependant, la résolution du PGI
n’est pas beaucoup plus complexe puisqu’il est résolu en solutionnant des polynomes
de degrés minimum. En effet, la solution numérique d’un polynome peut étre obtenue

tres rapidement.

Le nombre élevé de solutions est cependant responsable de plusieurs inconvénients.
En effet, plus il y a de solutions, plus les singularités sont nombreuses et complexes.
Cela a pu étre constaté dans la section sur les singularités ou seuls les cas les plus
simples ont été présentés. De plus, pour tous les mécanismes présentés, la solution d’au
moins un polynome de degré supérieur a quatre était nécessaire. Les polynomes de
degré supérieur a quatre doivent étre résolus numériquement et 1’ordre des solutions
est choisi plus ou moins au hasard. L’ordre des solutions ne sera pas nécessairement le
méme dans deux zones connexes séparées par une surface de singularité. Cela rend plus

difficile de conserver la méme solution du début a la fin d’une trajectoire.

La complexité des lieux de singularité amene une autre difficulté. Il devient beaucoup
plus difficile de planifier une trajectoire. Le temps de calcul pour obtenir les lieux de
singularité sur ’ensemble de ’espace de travail peut étre énorme et pour les mécanismes
a trois ddls, ils sont difficles a visualiser. Il peut étre tres fastidieux de consulter des
graphiques pour le choix de la trajectoire. D’un autre coté, ce ne sont pas toutes les
singularités qui doivent étre évitées. Seules les singularités provoquant une instabilité

mécanique sont a éviter absolument.

La solution algébrique au PGD s’est avérée tres complexe et est peu praticable
pour effectuer par exemple le controle du mécanisme. Un solution numérique partant
des équations initiales seraient probablement plus appropriée et plus rapide. Cette

procédure est expliquée a la référence [5].

Finalement, des solutions existent pour tous les problemes rencontrés dans la réso-
lution de la cinématique des mécanismes étudiés. Ces solutions ont déja été utilisées

pour le controle de d’autres mécanismes et leur efficacité a déja été démontrée.

Les mécanismes flexibles sont beaucoup utilisés dans les mécanismes de précision.
L’incorporation des équations cinématiques dans le controleur est essentielle pour le
controle d'un mécanisme parallele. Dans le cas d'un controle en boucle ouverte seule la

résolution du PGI est nécessaire. Pour le controle en boucle fermée, comme la mesure
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précise des coordonnées cartésiennes est tres difficile, voir souvent impraticable, la solu-
tion du PGD est souvent la seule facon de fermer la boucle. Les polynomes développés
dans la section 3.2 permettent de réduire le temps de calcul et ainsi améliorer les temps

de réponse.
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Chapitre 4

Choix des actionneurs

Les mécanismes compliants ont comme particularité qu’ils permettent d’atteindre de
grandes précisions. Les actionneurs ne doivent donc pas limiter la précision atteignable.
Les actionneurs étudiés ici seront utilisés avec deux mécanismes compliants, une version
compliante du Tripteron et le cube compliant a deux ddls. Le choix des actionneurs
a été basé sur plusieurs criteres. Plusieurs types d’actionneurs ont été comparés soit
les moteurs a matériaux magnétostrictifs, les actionneurs piezoélectriques, les moteurs

ultrasoniques et les moteurs linéaires sans balais.

4.1 Criteéres de sélection

La précision atteignable est primordiale dans le choix des actionneurs. En effet,

de par leur nature, les mécanismes compliants peuvent atteindre des précisions mi-
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crométriques ou méme nanométriques. L’élément limitatif pour la précision est sou-
vent les actionneurs, d’ou 'importance de leur sélection. Dans le présent projet, la
précision recherchée est de I'ordre de quelques micrometres pour le mécanisme entier.

Une précision de 1 pum est donc souhaitée pour les actionneurs eux-mémes.

La force requise dépend de la charge déplacée par le mécanisme, des accélérations
requises et de la rigidité du mécanisme. Ce critere ne peut étre déterminé exactement
car la force requise dépend du mécanisme et de I'actionneur lui-méme. Pour des fins de
comparaison, une charge externe de 5 N est posée, soit environ 500 g. La force requise
pour combattre la rigidité du mécanisme est évaluée. Les mécanismes comportant la
rigidité interne la plus importante sont ceux fabriqués en P400 ABS. La force requise
pour le Tripteron compliant a été évaluée par une simulation sur ProMechanica. Cette
derniere est de 10 N. Pour le cube compliant a deux ddls, la force requise est évaluée a
I’aide des formules de rigidité dérivées au chapitre sur les liaisons flexibles. La rigidité

d’une table a 8 cols semi-circulaires est donnée par 1’équation suivante :

K:%:%O% (4.1)
ol
E = 1.78GPa
b = 10mm
e = 1mm
[ = 50mm
r = 11.2mm

Pour déplacer l'effecteur de la table de 10 mm dans une direction, 6 N sont donc
nécessaires. Comme il s’agit d’un mécanisme parallele & deux bras, 12 NV sont nécessaires
pour déplacer I'effecteur. L’actionneur choisi devra donc pouvoir fournir 17 N en continu
plus son propre poids et les accélérations requises. La charge sur I'actionneur a peu de
chances d’étre 17 N de fagon continue. Cela se produira seulement si 'effecteur est
maintenu immobile a 'extrémité de son espace de travail. Dans ce cas, 'accélération
sera nulle. Lors d'un mouvement oscillatoire, la rigidité du mécanisme contribuera aux

accélérations et aux décélérations.

L’amplitude de mouvement de I'actionneur devra étre égale ou supérieure a 'ampli-

tude de mouvement du mécanisme compliant. Le cube compliant permet une amplitude
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de mouvement de =10 mm. Le Tripteron a pour sa part une amplitude de 10 mm. L’ac-

tionneur doit donc avoir une amplitude de plus de 20 mm.

L’effecteur du mécanisme compliant doit pouvoir faire un mouvement oscillatoire
sur sa plage entiere a une fréquence égale ou supérieure a 1 Hz. La fréquence maximale

dépend de 'accélération maximale et de la vitesse maximale du systeme.

Pour minimiser les dimensions du mécanisme, 'actionneur doit étre le plus petit
possible. Comme les actionneurs sont positionnés a la base du mécanisme, le poids
de ceux-ci n’est pas critique mais doit tout de méme étre considéré. Les actionneurs
doivent étre compatibles avec le systeme de controle actuel du laboratoire, soit RT-LAB

de la compagnie OpalRT. Enfin, de faibles voltages sont préférables.

4.1.1 Résumé des criteres de sélection

Précision < 1um

— Force > 20 N

— Amplitude de mouvement > 20 mm
— Fréquence > 1 Hz

— Petites dimensions

— Compatibilité avec le systeme de controle

Bas voltage

Prix

4.2 Moteur a matériaux magnétostrictifs

Ces moteurs utilisent des matériaux magnétiques intelligents. Ces matériaux chan-
gent de dimension lorsqu’ils sont soumis a un champ magnétique. Il est possible de
créer un moteur linéaire a pas avec cette technologie si elle est utilisée avec deux autres
moteurs a chaque extrémité de la tige magnétostrictive servant a la maintenir en place.
Ainsi, pour un mouvement vers la gauche, la tige est tenue par le moteur de droite
lorsqu’elle s’allonge et par le moteur de gauche lorsqu’elle se raccourcit. Le moteur

possede les caractéristiques suivantes.
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— Précision < 1um
— Grande force ( non précisée sur le site de la compagnie)
— Amplitude de 10 a 100 mm

Grandes vitesses ( non précisées sur le site de la compagnie)

Dimensions : 254 mm x 127mm x 203 mm
Tension de 12 V

Aucun prix n’était donné sur le site de la compagnie. Cependant, le systeme est

assez complexe et peut etre assez dispendieux. En effet, chaque actionneur comporte
trois moteurs qui doivent étre parfaitement synchronisés. De plus, les dimensions sont

assez grandes.

4.3 Actionneur piezoélectrique

L’actionneur piezo est fait a partir de céramique ayant la propriété de changer de
forme sous l'effet d'un courant électrique. L’effet inverse est observable. En effet, lorsque
I’on applique une pression sur un piezo, celui-ci produit une différence de potentiel. Si la
céramique est utilisée directement pour produire un mouvement, des forces au-dela de
10 kN peuvent étre produites a des fréquences supérieures a 10 kH z. Cependant, ’am-
plitude de mouvement de ces actionneurs est tres faible. Pour un actionneur constitué
de céramiques superposées, 'amplitude maximale varie entre 5 et 200 um. Cette am-
plitude peut étre augmentée jusqu’a 1000 pm en utilisant un mécanisme flexible pour
amplifier le mouvement. Dans ce cas, les forces et les fréquences atteignables seront

considérablement réduites.

Il existe des actionneurs piezo a bas voltage et a haut voltage, c’est a dire que les
voltages requis sont respectivement de ~ 100V et de ~ 1000 V. Ces actionneurs se
comportent comme des charges capacitives et malgré les voltages importants pour les

controler, ils nécessitent peu de puissance.

La plupart des actionneurs sont fait de couches superposées de Lead zirconate tita-
nate (PZT). L’amplitude de mouvement dépend de 1’épaisseur totale de céramique. Le
voltage maximal est fonction de I’épaisseur de chacune des couches. Les actionneurs a
faible voltage sont faits de couches trés minces. Les techniques de fabrication pour faire

des couches minces sont beaucoup plus dispendieuses que pour des faire des actionneurs
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FiaG. 4.1 — Schéma du moteur ultrasonique.
a haut voltage.

Enfin théoriquement, la précision de ces actionneurs est infinie. En pratique, elle est

limitée par le systeme de controle entourant le piezo.

Ce type d’actionneur ne peut étre retenu car la plage de déplacement est trop faible.

De plus les voltages importants rendent le controle des moteurs plus difficile.

4.4 Moteurs ultrasoniques

Les moteurs ultrasoniques utilisent la propriété des piezoélectriques de créer des
vibrations a haute fréquence pour produire un mouvement. Le moteur STM qui est ac-
tionné par des piezoelectriques fait bouger une bande de céramique montée sur un rail
(linear stage). (Voir la figure 4.1). L’extrémité du moteur est actionnée longitudinale-
ment et transversalement pour créer un mouvement résultant elliptique. Ce mouvement
provoque un mouvement linéaire de la bande céramique. La force de poussée de la bande
céramique dépend de la friction entre celle-ci et 'extrémité du moteur. Ce dernier doit
donc étre maintenu fermement contre la bande céramique. Pour deux types de moteurs,

les performances suivantes peuvent étre atteintes.

Pour le LS8

— Précision ~ 0.02 uym

— Force maximale = 8 N (dépend de la force de contact)
— Force de contact ~ 72 N

— Amplitude de mouvement : illimitée
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— Vitesse maximale = 20 mm/s

— Dimensions : 42mm x 60mm X 28 mm

— Poids : 175 ¢

— Voltage maximal ~ 125 Vrms

— Puissance maximale ~ 6 W

Pour le HRS

— Précision < 0.1 um

— Force maximale ~ 30 a 36 N

— Force de contact ~ 144 N

— Vitesse maximale ~ 250 mm/s

— Dimensions : 41.9mm x 46.6 mm x 23.8mm

— Poids : 120 a 170 ¢

— Voltage maximal : 270 Vrms

— Puissance maximale : 30 W

Ce type de moteur demande une force de contact de 5 a 10 fois supérieure a la
force du moteur. L’utilisation d’un rail n’étant pas souhaitable dans un mécanisme
compliant, ce dernier doit étre remplacé par la structure méme du mécanisme. Ceci a
pour inconvénient que les forces de contact doivent donc étre supportées par le mé-
canisme compliant. Pour éviter que les efforts induits nuisent a la précision, le ratio
de rigidité du mécanisme doit étre beaucoup plus grand. Pour le cube compliant a
deux ddls, une force de 12 N est nécessaire pour déplacer I'effecteur sans charge. Pour
obtenir cette force, une précontrainte de 60 N serait minimalement nécessaire. Pour

limiter le mouvement parasite a 1 um, le ratio de rigidité doit étre minimalement de

Kirans — 6N 107°
Knorm 60 N 102

une seule table a 8 cols semi-circulaires. Il est possible d’atteindre un tel ratio avec de

= 0.001%. La force de 6 N correspond a la force requise pour déplacer

I’aluminium ou du titane mais non du P400 ABS. De plus, la précontrainte ne peut
étre alignée avec les tiges de la table et elle crée un moment qui dépend de la position
du moteur. Le cube compliant est beaucoup moins rigide en flexion qu’en translation

et cela peut causer une déviation angulaire.

Connaissant les rigidités du mécanisme, il est possible de compenser les effets de
la précontrainte dans les deux directions qui sont controlées. Cependant, un décalage
serait présent dans les quatre autres ddls. Enfin, le prix de ces moteurs serait approxi-
mativement de 2500 $ par ddl.
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4.5 Moteur électrique linéaire sans balais

Tout comme un moteur rotatif, un moteur linéaire est constitué de deux parties :
un rail magnétique comportant des aimants permanents en forme de U constitue le
rotor et un moteur constitué de bobines de fil glissant a l'intérieur du rail constitue
le stator. Contrairement a un moteur rotatif, le rotor est fixe et le stator est mobile.
Il est controlé par un signal sinusoidal a trois phases. Pour éliminer la friction, la
position du moteur n’est pas déterminée par des balais, mais plutot par un dispositif
sans contact. Dans ce cas-ci des capteurs a effet Hall ont été choisis pour permettre
de synchroniser le signal avec la position du moteur. Deux types principaux de moteur
électrique linéaire sont proposés par les compagnies. Les moteurs dits Ironcore : les
bobines sont collées sur des laminés de silice d’acier ce qui maximise la force du moteur.
Les moteurs dits Ironless our leur part ne contiennent pas de fer ce qui évite que
le moteur soit attiré par le rail magnétique. Ces derniers sont habituellement choisis
pour les utilisations demandant de grandes précisions. Pour les mécanismes paralleles
compliants, la précision est primordiale et elle ne nécessite pas des forces importantes,

donc le moteur ronless a été sélectionné.

La course du moteur est limitée par la longueur du rail. Il est cependant possible
d’aligner plusieurs rails I'un a la suite de 'autre et d’obtenir une course aussi longue que

nécessaire. Il faut cependant choisir un systeme de mesure de la position appropriée.

Les moteurs Ironless et Ironcore ont théoriquement une résolution illimitée. Cette
derniere est déterminée par la précision du systeme de mesure utilisé pour controler la
position du moteur. Trois types d’encodeurs linéaires ayant une résolution respective

de 10 um, 1 um et 0.1 wm ont été choisis pour étre utilisés avec les moteurs.

Pour de telles précisions, la vitesse maximale du moteur est limitée par la fréquence
d’acquisition. Il faut donc faire un compromis entre la vitesse et la précision du systeme.
La vitesse maximale est déterminée par 1'équation (4.2)

f ech

Vmax = Re
S

(4.2)

Vitesse maximale du systeme : V4

Résolution du capteur de position : R,
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Fréquence d’échantillonnage du systeme d’acquisition : f,.., = 4.8MHz
Facteur de sécurité suggéré par la compagnie : F'S =4

Selon cette équation, pour les résolutions des trois encodeurs sélectionnés, les vi-

tesses maximales sont respectivement de 12 =, 1.2 7% et 120 ==,

Le cas le plus exigent d’utilisation du moteur se fait lorsque ce dernier doit maintenir
sa charge a l'extrémité de la course du cube compliant. Dans cette situation, la force
d’arrét (Fy,.) que doit fournir le moteur est de 18.5 N telle que présenté dans la section
4.1. (185N = 17N + Mg). La compagnie suggere de multiplier cette force par un

facteur /2 pour obtenir la force continue (F.) minimale que peut supporter le moteur.

F. =/2F,, = 262N (4.3)

A partir de cette information, il est possible de choisir le moteur approprié pour cette
utilisation soit le ILF-03-050 de ETEL. Celui-ci présente les caractéristiques suivantes.

— Force maximale : F,, = 146 N

— Force continue : F, = 28 N (bobine pouvant supporter 80°C)

— Force continue : F, = 35 N (bobine pouvant supporter 130°C')

— Masse du moteur : M = 150 g (sans le rail)

4.5.1 Calcul de la fréquence et de la force continue en

fonction de ’accélération

Enfin, les données précédentes sont utilisées pour déterminer a quelle fréquence
le moteur peut entrainer l'effecteur pour une trajectoire d’aller-retour entre les deux
positions extrémes pour les trois précisions données plus haut. On suppose des courbes

de vitesse et d’accélération telles que présentées a la figure 4.2.

On suppose une accélération constante d’amplitude A. Cependant, a 'extérieur de
la position d’équilibre, le moteur est entrainé ou freiné par la rigidité du mécanisme.
Selon la trajectoire choisie, la force due a la rigidité Fg, est toujours dans la direction

de T'accélération ce qui augmente la fréquence permise. La force du moteur Fj; doit
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Fi1G. 4.2 — Courbes de vitesse et d’accélération.

compléter la force de ressort Fr de fagon a obtenir 'accélération désirée. Fgr n’étant pas
constante, F); ne le sera pas non plus. En premier, la vitesse et la position en fonction

du temps sont intégrées.

V(t) = /AdT
V(it) = At+Cn
V() = Cp=0 %
V() = At
T
t € |:0, Z:|
X(t) = /VdT
X(0) = Cu =-0.01mm
X)) = %AtQ —0.01
T
t € |:0, Z:|

A Tlinstant %, Ieffecteur est a la position d’équilibre. C’est-a-dire qu’aucune force
de rigidité n’est présente dans le mécanisme a cet instant. La période et la fréquence

sont ainsi calculée.

T AT?
X(=) = —0.01 =
(7 gg —001=0
32
T = 0.32 (4.4)

A



= (45)

Pour une accélération constante de A = 1g = 9.89 %7, on obtient une période de
T = 0.1799 s, donc une fréquence de 5.6 Hz. Pour une accélération constante de A =

0.05g, on obtient une période de T'= 0.9708 s, donc une fréquence de 1.0 Hz.

Pour le calcul de la force constante Fy, il est nécessaire de connaitre la position X(t)

pour t = £..L. La vitesse et la position sont données aux équations (4.6) et (4.8).

Vi) = / Adr

T AT m
Vig) = 5 +0u=07
AT
2]
t € —,
472
X(t) = / Vir
1 ATt
X(t) = 5Az&2 -t Co
T 1, AT?
1 1
X)) = §At2 — AT+ 3%AT2 (4.7)
T T
t € |:Z, §:|

La vitesse maximale sera, pour A = 1g, de V0, = V(£) = AL = 0.4448 %. Cette
vitesse est inférieure a celle suggérée lorsque le moteur est utilisé avec des encodeurs de
résolution de 10 pm et de 1um. Cependant, cette vitesse est supérieure a celle suggérée
avec ’encodeur d’'une résolution de 0.1 pum. La période et la fréquence doivent étre
recalculées en fonction de cette limitation. Le profil de vitesse pour ce cas est présenté
a la figure 4.3. Cependant, pour A = 0.05g, V0, = 0.036 % ce qui est inférieur a la

vitesse maximale peu importe I’encodeur choisit.

Sur cette courbe une accélération constante est observée jusqu’a 'atteinte de la
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F1a. 4.3 — Courbes de vitesse et d’accélération pour une vitesse limitée.

vitesse maximale qui est maintenue jusqu’a la phase de décélération. Le temps d’accé-

lération T, est donné a I'équation (4.8)

T, = (4.8)

T XTIy - X(1,) 00122 o
Z Vmaw B Vmax ( . )

La période sera donc égale T' = 4(T,. + T,). Pour une accélération de 1g, on obtient

T, =0.012s, T'=0.3576s et f =2.8Hxz.

Il faut ensuite s’assurer que 'accélération exigée n’est pas supérieure a celle admis-
sible pour le moteur. La force continue ne sera calculée que dans le cas ou la vitesse

n’est pas limitée, car dans le deuxieme cas la force continue sera plus faible.
Selon la 3¢ loi de Newton F' = M A ou F est la somme des forces sur 'effecteur.

Durant la période d’accélération qui a lieu de t = 0 a ¢t = = la somme des forces est

r
2
la suivante.

Fi=Fp —F.+Fp = MA (4.10)

ou Fpg; est la force de ressort provenant du mécanisme. Cette force tend a ramener
I'effecteur a la position d’équilibre et, pour la trajectoire étudiée, est toujours dans

le sens de l'accélération. La rigidité du mécanisme en P400 ABS étant de 1200 %,



Fpi = —1200X(t) = 12 — 600A¢*. La force F,. est la force externe de 5 N. Elle est
toujours dans la méme direction. Enfin, F),; est la force requise par le moteur pour

maintenir I'accélération. Elle est toujours dans le méme sens que 'accélération.

Durant la période de décélération qui a lieu de t = % at= % la somme des forces

est la suivante.
Fy=Fpy—F.—F,o=MA (4.11)

ou
Fro = 600At? — 600ATt + 130.5AT?

En calculant les forces requises aux moteurs, on obtient les expressions suivantes :

le - FI_FR1+F8

= MA -7+ 6004t (4.12)
(4.13)

Fro = —Fy+ Fpy — Fo
= —(MA+5)+4600At* — 600ATt + 130.5AT> (4.14)

La force continue est donnée par la valeur rms présentée a l'equation (4.15) :

Fc:% </05Fm1>2+</me2>2 (4.15)

4.6 Conclusion

Pour une accélération de 1g, la force continue requise est de F, = 24.0 N. La force
continue maximale qui peut étre fourni par le moteur Etel ILF-03-050 étant de 28 N, le
facteur de sécurité pour une fréquence de 5.6 Hz est de 14%. Pour une accélération de
0.05g, la force continue requise est de F, = 10.4 N ce qui donne un facteur de sécurité

de 63%. Ce moteur respecte tous les criteres de sélection et son prix est d’environ 3500
$ par ddl.
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Chapitre 5

Sélection des matériaux

Comme pour toute application mécanique, le choix d’un matériau pour un méca-
nisme compliant est d’une importance fondamentale. En effet, le choix d’un matériau
adéquat permet généralement d’améliorer les performances du mécanisme, de dimi-
nuer les dimensions ou les couts. Par exemple, dans la fabrication d’un vélo plusieurs
matériaux sont disponibles pour le cadre comme l'acier, 'aluminium ou un matériau
renforcé de fibres de carbone. Le choix dépend de 1'objectif recherché soit diminuer
le cout ou améliorer les performances. Cependant, face a la tres grande variété de
matériaux disponibles il est souvent ardu de faire un choix. Ce chapitre présente les
criteres de sélection importants dans le domaine des mécanismes compliants. Une
sélection de matériaux présentant des propriétés intéressantes est ensuite présentée.
Il n’existe pas un matériau supérieur aux autres car les applications different et les

propriétés recherchées aussi.
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5.1 Critéres de sélection

5.1.1 Modules de rigidité

Pour les mécanismes compliants les matériaux présentant une grande flexibilité sont
préférables. La flexibilité est inversement proportionnelle au module de rigidité. Il existe
plusieurs modules de rigidité pour décrire les matériaux. Le plus fréquent est de module
le Young E ou module de rigidité en tension. Plus rarement, le module de rigidité en
compression et en torsion sont parfois précisés. Cependant, ils sont habituellement
semblables au module de Young. Enfin, il existe le module de cisaillement G qui est
utilisé pour les cas de contrainte en torsion. Celui-ci est rarement précisé car il est relié

E

au module de Young par 'expression suivante : G = ) ou v est le coefficient de

Poisson qui est une caractéristique du matériau ([4] page 7).

5.1.2 Limite en fatigue op

Il est important de baser le choix d’un matériau sur sa limite en fatigue plutot
que sa limite élastique o,, car la contrainte dans le matériau n’est pas fixe mais va-
rie périodiquement. S’il subit une charge maximale trop importante, il peut voir ses
propriétés se dégrader avec le temps. Le comportement en fatigue d’un matériau est
caractérisé par sa courbe d’endurance. Celle-ci relie 'amplitude de contrainte maximale
sur le nombre de cycles. L’amplitude de contrainte maximale diminue avec le nombre
de cycles. Cependant, pour certains matériaux la courbe rejoint une asymptote appellée
la limite d’endurance op. En dessous de cette limite, le matériau ne subit en principe
pas de phénomene de fatigue. Pour les autres matériaux, une limite appellée la limite
en fatigue est déterminée arbitrairement pour un certain nombre de cycles. Dans ce

cas, le nombre de cycles doit étre précisé.

Le phénomene de fatigue s’amorce dans les zones ot il y a concentration de contrainte
ou des imperfections dans le matériau. Donc la composition du matériau n’est pas
I'unique facteur de la limite en fatigue. Le fini de surface a également une tres grande
influence. La vitesse de mise en chargement ou fréquence de cyclage a aussi une in-

fluence sur la limite en fatigue. Pour des fréquences élevées un échauffement se produit
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Caractéristique du test | nombre de cycle | Limite en fatigue (MPa)
Non troué 10° 1144
Non troué 10° 1144
Non troué 107 600
Troué 107 275
Troué 1000 825

TAB. 5.1 — Limites en fatigue du titane béta.

qui diminue les propriété du matériau. Les matieres plastique sont particulierement
sensibles a la fréquence de cyclage du a leur comportement viscoélastique et a leur
faible conductivité thermique. En effet, ils dissipent mal la chaleur. Dans le cas d'un

mécanisme flexible, la vitesse de mise en chargement sera généralement faible.

Pour caractériser un matériau, il faut faire un grand nombre d’essais suivi d’un
calcul statistique. Comme un essai en fatigue est tres long, les tests normalisés sont
tres couteux. C’est pourquoi, pour un grand nombre de matériaux, surtout les plus

récents, ces données ne sont pas disponibles ([4] pages 185-187).

Il existe un grand nombre de tests normalisés. Les éprouvettes peuvent étre sol-
licitées en tension, en compression ou en flexion. Il peut y avoir présence ou non de
facteur de concentration de contrainte. C’est pourquoi un méme matériau peut avoir
un grand nombre de limites en fatigue. La limite en fatigue est aussi déterminée en
fonction d'un certain nombre de cycles. Par exemple, les caractéristiques en fatigue du

titane beta qui proviennent de [1] sont présentées au tableau 5.1.

5.1.3 Rapport de la limite en fatigue sur le module de

rigidité

Le rapport de la limite en fatigue sur le module de rigidité ep = % détermine
le pourcentage de déformation acceptable d’un matériau. Plus ce rapport est grand,
plus le débattement du mécanisme sera grand. Ce rapport n’aura cependant aucune
influence sur le ratio de rigidité qui lui dépend uniquement de la géométrie. Ce rapport

est préférable a ’allongement a la rupture qui est souvent donné dans les tables de
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matériaux. En effet, pour conserver ses propriétés mécaniques pour une durée de vie
acceptable, le matériau ne doit pas étre sollicité au dela de sa limite en fatigue ou
minimalement sa limite élastique. Or, la forme de la courbe de traction varie beaucoup
d’un matériau a 'autre et il n’y a pas de lien entre le point de rupture et la limite
élastique. C’est le rapport limite en fatigue sur module de Young qui est choisi comme

étant le principal critere dans la comparaison des matériaux.

5.1.4 Meéthodes de fabrication

Certaines méthodes de fabrication ne sont pas accessibles pour tous les types de
matériaux. C’est le cas notamment de 1’électro-erosion qui ne permet d’usiner que des
matériaux conducteurs. C’est donc la résistivité du matériau qui détermine 1'usinabi-
lité par EDM. L’électro-erosion a l'avantage dans bien des cas de produire des pieces
complexes en un seul bloc et de faire des sections tres minces impossibles a atteindre
dans la majorité des procédés standards. Ces caractérisiques sont souvent utiles pour
fabriquer des joints flexibles tres performants. De plus, ce procédé ne modifie pas les
propriétés du matériau par l'application de forces ou une augmentation locale de la
température en plus de fournir un excellant fini de surface. Toutes ces caractéristiques

contribuent a 'augmentation de la durée de vie en fatigue.

Comme les mécanismes compliants ont souvent des formes tres complexes, le proto-
typage rapide FDM est une technique a considérer. Certaines machines permettent de
faire des sections minces jusqu’a 100um ce qui est suffisant pour bien des applications.
L’électro-érosion est toutefois supérieur a ce point de vue. Le choix de matériaux pour
le FDM est cependant limité a quelques thermoplastiques soit par exemple ’ABS, le
PC (polycarbonate) et le polyphénylsulfone.

5.1.5 Disponibilité et cott du matériau

Certains matériaux sont beaucoup plus disponibles que d’autres et les cotits peuvent
varier énormément. Cela peut avoir une tres grande influence sur le choix final. Par
exemple, les catégories standards d’acier sont disponibles dans la majorité des villes et

comme ils sont produits en tres grande quantité, ils sont peu dispendieux. Un alliage
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exotique de titane peut cependant étre disponible a un seul endroit en Amérique du

nord ce qui le rend plus difficile a se procurer.

5.2 Sélection de matériaux

Les propriétés des alliages métalliques présentées au tableau 5.2 sont tirée de [1].

Matériau oy (MPa) | E (GPa) | v | op (MPa) | Propriété de op | ep (%)
Be-Cu Alloy® || 1030-1250 200 517-552 RB? 10® cycles 2
ATIST 302°¢ 515 193 485-550 NS¢ .25-.28
Elgiloy*® 2120 190 0.226 1240 RB 8x10% cycles | 0.65
TIMETAL/ 1050 103 755 NS 0.73
Titanium? 1200 106 0.33 1000 NT" 10° cycles 0.94

2Brush Wellman Beryllium Copper Alloy Temper (UNS C17200)
bReverse Bending

¢Acier inoxydable durcit

dnon spécifié

¢Co-Cr-Ni Alloy, Reduction a froid, Traitement thermique
f15-3 Titanium Alloy (Ti-15V-3Cr-3Sn-3Al1) Vieilli & 538°C

9(Ti-10V-2Fe-3Al) ST 760°C, Vieilli & 525°C

hnon troué

TAB. 5.2 — Propriétés de matériaux métalliques.

Pour un méme polymere, les propriétés varient énormément en fonction des additifs
présents. Les propriétés du tableau 5.3 ne sont donc données qu’a titre indicatif pour

quelques matériaux thermoplastiques

Parmi les matériaux métalliques, les alliages de titane sont ceux qui comportent les
meilleurs propriétés. Comme on peut le constater cependant, les thermoplastiques ont

pour plusieurs des propriétés supérieures aux alliages métalliques, méme ceux de titane.

Malgré le fait que certains thermoplastiques ont des propriétés supérieures aux al-
liages métalliques, ces derniers peuvent étre préférés pour les raisons suivantes : La
possibilité d’utilisé 1’électro-erosion pour usiner les pieces flexibles permet de fabriquer
des sections plus minces qu’avec les autres méthodes de fabrication. De plus, la qualité

du fini de surface permet d’améliorer les propriétés en fatigue. Pour des applications
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Matériau || oy (MPa) | E (GPa) | op (MPa) | Propriété de op | er (%)
POM® 2.6 25 1
PEEK® 3.4 70-80 10° cycles 2.1-24

PI¢ 2.5 45 1.8
pCH 62 2.3 38 10° cycles 1.7
*Acetal
bPolyetheretherketone
“Polyimide
dPolycarbonate

TAB. 5.3 — Propriétés de matériaux métalliques.

ou un grand nombre d’exemplaires doivent étre produit et ou le colit est plus impor-
tant que les performances du mécanisme, des méthodes de fabrication a haute échelle
peuvent étre envisagées. Par exemple, le moulage par injection peut étre utilisé pour des
matériaux métalliques et thermoplastiques. Pour plusieurs de ces méthode 'utilisation
du plastique est souvent moins dispendieuse. Le colit du matériau peut aussi influencer
la décision. Parmi les métaux, les alliages de titane sont les plus dispendieux, le titane
étant un métal rare comparativement au fer et a I’alumium. Certains thermoplastiques

comme les PEEK et les PI sont tres dispendieux.

Finalement, les tableaux 5.2 et 5.3 présentent une sélection parmi les meilleurs
matériaux pour les mécanismes compliants. Cependant, le choix final sera dicté par

I’application.
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Conclusion

Ce mémoire a présenté 1’étude de diverses articulations et mécanismes compliants
de fagon a en déterminer le potentiel vis a vis des mécanismes de haute précision. Le
choix d’un actionneur et d’un matériau ont également été abordés puisqu’ils constituent

un facteur essentiel pour déterminer la précision globale d’'un manipulateur.

Tout d’abord, I’'étude de trois types de liaisons compliantes par rapport a plusieurs
criteres a été menée. Ces criteres sont 'amplitude de mouvement, le ratio de rigidité,
I’encombrement et les méthodes de fabrication. Les deux premiers types de liaisons,
soit le joint Xy et joint en croix sont bien adaptés aux applications de haute précision.
Le joint Xgi présente une amplitude de mouvement exceptionnelle et de bonnes per-
formances aux autres criteres. Le joint en croix se distingue par un excellent ratio de
rigidité et de tres bonnes performances aux autres criteres. Le joint a col semi-circulaire
n’offre pas quant a lui des performances intéressantes s’il est utilisé seul. Il existe ce-
pendant des exemples ou ce type de liaison utilisée en parallele permet d’atteindre des

précisions impressionnantes.

La présence de sections minces dans les liaisons compliantes en rend la fabrication
difficile. Pour chaque type de liaison, des méthodes de fabrication ont été présentées. Le
prototypage rapide s’avere une solution acceptable. Les prototypes construits de cette
fagon présentent une bonne flexibilité et un bon ratio de rigidité. Des performances

supérieures peuvent étre atteintes avec les machines récentes de prototypage rapide.
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Celles-ci permettent de créer des sections plus minces avec des matériaux plus per-
formants. Cette méthode a l'avantage de pouvoir reproduire pratiquement toutes les
géométries imaginables. Cependant, le choix de matériau pour cette méthode est limité
a quelques thermoplastiques. L’électro-érosion est une méthode fortement utilisée pour
les mécanismes compliants. Cette méthode permet de faire des sections extréemement
minces avec un fini de surface miroir. De plus, les propriétés des matériaux usinés
ne sont pas affectées. Tous les avantages de 1’électro-érosion en font la méthode la
mieux adaptée aux mécanismes compliants de haute précision. Cependant, le choix
de géométrie est un peu plus limité qu’avec le prototypage rapide. Dans certains cas,
par exemple pour le joint Xy et le joint en croix, le joint ne peut étre fabriqué en un
seul bloc et il faut assembler certaines pieces. De plus cette méthode est limitée aux

matériaux métalliques.

Ensuite, des exemples de plusieurs mécanismes compliants constitués des liaisons
précédentes ont été présentés. Les mécanismes paralleles a col semi-circulaire ont un
tres bon ratio de rigidité. Deux versions de mécanismes a un ddl ont été présentées. Le
premier produit un mouvement en arc de cercle ce qui cause certains inconvénients. Le
deuxieme offre un mouvement rectiligne et un excellent ratio de rigidité. Il est cepen-
dant complexe et encombrant. Le Tripteron compliant allie une architecture tres avan-
tageuse d'un point de vue cinématique a des joints compliants tres performants. Cette
combinaison produit un mécanisme d’une tres grande précision et facile a controler. Les
mécanismes plans avec joints X ont la particularité d’avoir un tres grand espace attei-
gnable. Un ratio de rigidité légerement inférieur aux autres mécanismes peut cependant

en limiter les applications.

De facon a obtenir une meilleure compréhension des mécanismes plans décrits au
chapitre 2, ’analyse cinématique de ces derniers a été réalisée. Cette analyse fait res-
sortir que la complexité cinématique augmente sensiblement le temps de calcul du
controleur, mais pas d’'une fagon excessive. Cependant, le tres grand nombre de branches
de solution et la complexité des lieux de singularité rend la planification d’une trajec-
toire tres complexe. Certaines méthodes permettent d’automatiser le processus, mais
celles-ci sont cotiteuses en temps de calcul. La planification et la programmation dune

nouvelle tache seraient beaucoup plus longues que pour le Tripteron par exemple.

Tout comme 'architecture d'un mécanisme et le design des joints compliants, I'ac-

tionnement est un facteur important pour déterminer la précision d’'un systeme. Pour
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profiter au maximum des avantages reliés aux mécanismes compliants, 'actionneur
choisi doit étre d’une précision égale ou supérieure a celle du mécanisme. Les mo-
teurs rotatifs disponibles sur le marché étant bien connus, I’étude s’est portée sur les
moteurs linéaires. Les moteurs a matériaux magnétostrictifs se sont avérés tres en-
combrants, complexes d’utilisation et énergivore. Les moteurs piezo permettent de trop
faibles débattements. Les moteurs ultrasoniques présentent pour leur part des propriétés
intéressantes mais sont mals adaptés aux mécanismes compliants. Finalement les mo-
teurs électriques sans balais offrent les meilleures caractéristiques pour ’application en

question.

Finalement, le choix du matériau d’une liaison ou d’'un mécanisme a un impact
tres important sur ses performances. Le choix se base principalement sur le critere sui-
vant soit le ratio de la limite en fatigue sur le module de rigidité. Parmi les matériaux
métalliques, les alliages de titane présentent les meilleurs propriétés. Certains aciers
comme l'elgiloy présentent aussi des propriétés intéressantes. Parmi les matériaux ther-
moplastiques, les PEEK et les PI semblent les plus performants, mais ils sont également
les plus dispendieux. D’autres criteres entrent en ligne de compte et varient selon I'ap-
plication comme le cotit du matériau, le cotut de fabrication, 'aspect, etc. De ces criteres

dépend donc le choix optimal pour 'application spécifique.

Les éléments présentés dans ce travail permettent de choisir I’architecture la mieux
adaptée aux manipulateurs de précision. L’étape suivante serait de construire un méca-
nisme et d’en effectuer le controle. L’architecture la plus intéressante serait certainement
le Tripteron pour ses propriétés et sa simplicité. Il serait également intéressant d’étudier
davantage le mécanisme plan 3 — RXg X pour corriger certains inconvénients. Le défi
serait de faire un design permettant au mécanisme de supporter son propre poids, de
programmer le controleur de fagon a ce qu’il contienne le PGI et le PGD et de créer un

programme permettant de simplifier la planification de trajectoire.
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Annexe A

Coeflicients

A.1 Coefficients des équations (3.9) et (3.10)

= 2lzcosa + 2,

= —2l3sina + 21,

= 21

= —cos o — sin Boy + cos Baag, + sin Foagy, + 1

= sin fex — cos oy — sin Paag, + cos Peag, + l3sina (A.1)

98



A.2 Coefficients des équation (3.19) et (3.20)

201 + 4rz costs

—4rssints

27”1

— cos f1x + cos Brai,; — sin By + sin Braq, + 23 cos o cos? to

—l3cosa — 2lysin asinty costy — 21, cos® ty + 1, — 2rg costs — I

sin Sz — sin B1a1, — cos By + cos Brayy + 213 cos asinty cos ty

+213 sin v cos® ty — Iy sin v — 21, sinty costy — 213 sin tg (A.2)

A.3 Coefficients des équations (3.25) et (3.26)

A4

H,
I
Ji

By
Cy
Ey
Fy
G

—2l, cos ga cos a + 2, sin g sin a — 21, cos ¢

21, sin go + 21, cos gz sin v + 21, sin g cos «

—219 COS (o

279 sin ¢

Doz — la cos qo + [, cos g cos o + 1, cos ga — [, sin ¢ sin «

Day — lasin gy + I sin ga cos o + [, sin o + I cos ga sin (A.3)

Coefficients de 1’équation (3.32)

_8p2xlgp2y
8r3pazla + 4p2xlgp§y + 4pi 1y + 8r5pal. cos a — 8r3payly

—i—4p2zl§ — 4p2x5213 — 8poule cos alsl, — 4p2xlglg — 87"%[6 sin apa,

4p§yl2 + 4p2yl§’ — 4p2yl2l(21 + 4p§xp2yl2 + 821, cos Py — 8r§p2ylg
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+8r§p2xle sina — 4lgp2yl2 — 8paylalyle cos o + 8r§lap2y
Ly = —2p5,05+4r3l3 + 4raps, + 41302 + 2p2yl2 + 20312 — p;, — 41212 cos o®
—6p§yl§ + 2p3 12 + 4r2p2y — 13— 12 — 431, cos o — 413 cos al, + 4r21?
F2p3, 12 = 8r3laly — 20217 + 21215 + 202p3, — 2p3, 05, — Dy, — le + 8r3lale cos o
—8r3le cos aly + 4p3,le cos aly + 4l3l4le cos a + 4p3, lle cos a (A.4)

A.5 Coefficients des équations (3.27) et (3.28)

Ay = —2l3cos(q1)
By = 2l3sin(q)

Cy = —2ricos(q1) — 27’3005( Jeos(y) + 27‘332n(q2 )sin(y)

&
I

1)
1) (A.5)

£
2
Dy = 2rysin(q) + 27“3005( L) sin(y )+27’352n(qz Ycos(7)
Pz — licos(q1) + l300 (q
(q

Fy, = py,—Lsin(q) + l3sin

ou

A.6 Coefficients de I’équation (3.42)

Hy, = _32p1xp1yl%
I, = —32pilirirscos(y) + 32p1ylirirssin(y)
Jo = —=32p1lirirssin(y) — 32p1ylirirscos(y)

Ky = —32ll3ricos()” + 8pi,li + 16p7, 17 + 8pioli — 16p1alir? — 8pialils + 8piapi,la



Ny

0>

101

+16p1arils — 16p7 17 + 16111575 — 16p1,li73

—32lylsr5cos(7y)sin(y) + 8pi,piylt + 16p1ap1yl; + 83, Ly + 8puyli — 16p1ylr;
—8p1yl1l; — 16p1,lir3 + 16p1,r7ils

8p3 r1r3cos(7y) + 16p1,rilsrscos(y) + 8p%y7“17’3003(’y) — 32py, lirirssin(y)
+16p1.l1m17m3008(7) + 8I2T17m308(7y) — 1611711313008 (7y) + 8111373008 (7)
+16p1,r1lsrssin(y)

8pi.rirssin(y) + 16pihrirssin(y) — 16piarilsrssin(y) + 8pi,rirssin(y)
+16py1,rilsrscos(y) + 8lirirssin(y) — 16lyr1lzrssin(y) + 8ril3rssin(y)
16p1.l375c08(7)? + 16011375c08(7)* — pi, — 4p3.l1 + 16py,laracos(y)sin(y)
—4p1ccp%yl1 — APl + 8pralirt + Ap1li 13 + 81y — 8p1arils — 8pialsrs
—P1y = 208D, — OPLLlE + 4p1urt + 207,05 + ApTyry + Alfry + 2005 + 4lir]
—8lyrily — 8lyl3rs + 4r7l3 — Is + 41305 — 2p7 1T + 4p7, 17 + 2p1, 13

+4pfy7“§ — I3 (A.7)

A.7 Coefficients des équations (3.50) et (3.51)

ou

A, = 2l

B; = 2rpcosd; + 2r;

C; = —2rjsind;

D; = —l;— By

E, = —-B, (A.8)
Gio= 4T+ w (A.9)



A.8 Coefficients des équations (3.59) et (3.60)

ou

A; = —2lppcosq;

Bi 2li2 sin q;

C; = —2r;cosq; — 21 cos (%) COSY; + 2149 sin (%) sin v,
E; = 2r;sing + 2 cos (%) siny; + 275 sin (é) COS Y
F; = piz —liicosq + lipcosg;

G, = Piy — l;18in q; + Lo sin g;

¢+5i+7T

A.9 Coefficients de ’équation (3.61)

I oal S SI Sv

=

_32pizpiyli21

—32piglinriiriz cos v + 32piyliririo siny;

—32pizliimiirio Siny; — 324y li17i17i cOS Y

—321;11i2r7y cosv;” + 8pilin + 16p3 15 + 8piully — 16pinliriy — 8pilinl;2®
+8piapy,lit + 16piary 12 — 16p3, 17 + 161:11;2r7 — 16pilinrs,
—321;11;2r3, cos y; siny; + 8pi,piylan + 16piapiy 7 + Sp?ylu + 8piy 3
—16piyliryy — 8piylinli2® — 16piyliriy + 16piyri 12

8p;,rirTiz €08 Yi + 16pigrinli2rin cOs y; + 8pi,riaTi c0SY;
—32piylinTinTig Sy + 16pslinrin i cos i + 815772 €0 Y,
—16li17“i1li27“7;2 COS 7; + 8rilli22ri2 COS 7; + 16piyrilli27ni2 sin Yi
8p7,rinTiz SN + 16l rinris siny; — 16pi,rinli2ris siny;

+8p?yri17’i2 siny; + 16piyrinli2ro cos y; + 8li21r¢17’l-2 sin~y;

(A.10)

(A.11)
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—16l;17310;272 siny; + 8r;11;2° 2 sin

16pi1212, cos v, + 161311212 cos ;% — pfm — 4p§’zli1

+16p;,li21% cos ; siny; — 4pmp?yli1 — 4pmlfl + 8pialinry + 4pmlﬂl<22
+8pmlm,2 8pmml 2 — 8pinli2riy — ph, — 205,05, — 6P 15 + Aplrd + 2p2,1i2°
+Ap7 ey + AT 4 205127 4 Al ey — 8larhli2 — 8linli2r + 4r; ;27 — 1,2

+41;2%7r7, — 2p2y1121 + 4ply 2+ 2p1yl 22 4 4pfy 2 -1 (A.12)

ol v; a été définit a la section précédente.

A.10 Coefficients des équations (3.69) et (3.70)

ou

Ai = —2121 COS (29(”)
Bi == 2l21 sin (29(11)
Ci = —27“% COS (QQM) — 27"3Z‘ COS (’}/kz + Qai)
Di = 27’21' sin (200”) + 27”3i sin (f}/kz + 9(1,;)
E; = —2r1;c0804; + lg; 08 (204;) + pai — l1; cos (20,4)
E = _lli sin (20(”) + lzi sin (20az> + Pyi — 27“11' sin (Qai) (Al?))
—o;+ 0+ T
Yii = ¢ 25 — bai — O
Yi2 = Qb_ai;_ﬁi_ﬂ- — Oui — Oy (A.14)

A.11 Coefficients de I’équation (3.61)

- 1619331‘[%1' + 16191211'[%1'
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iSO sy

104

32llzpylpzl
32pyir1ilt; — 32rairs; cos Viiliipyi — 32pgiliiTairsi Sin Y — 6411:pyiT 1D
327‘11;pml1¢ — 32pgil1im2i73i COS Vi + 3272473 SIN Viil1ipy; — 32T1ip§il1i + 32]732”7’1111@'
Sp;pmlli + 327913 SIN ViiPyiT1i + 16pill2 + 64ripml1,- + 327r1;l1;79i73; COS Yii
— 32713 PgiT2iT3i COS Vii + Spails; + 16p i — 16pml12r3l 16732, + 8p2.ly;
— 160213, + 1610;ppiry; — 16pgiliiry; — 16pyilfi — 1619511573, c0s (291;) — 8I5:pwilvi
8l1ipfﬂ- — 1610173, SIn (29ki) + 16l2i75,pyi — 3279i73; COS YriDyiT1i — SPyila;lis
+811pyip%; + 1603;pyiDai + 64pyirtilii — 3201ipairairs; Sin Ve — 1675;11:py;
—167"§il1ipyi + 327 13l147273; SIn Yy + 8l:i))ipyi - 32pyir%ip:pi
—1671l0ir5; — 1671pairs; + 1671301575, — 1671305755 4 8pLir1ipai + 8r1ils;lhs
_8T1il§ipm' + 167‘§il1ﬂ‘1¢ - 40p§,ﬂ“1z‘l1z‘ + 87‘11’273257;111‘ - 87”11‘2%@'5%@- + 16p4il1i72i73; COS Vii
—3279;73; SIN Vil 1pys + 16025735 SINYiiToipys + 1612;P0iT2i73i COS Vi
—1612i01i79i7'3i COS Vi + 812iT3; COS YVkilDsy; + 8Pa;T2iT'si COS Yri + 8lT;2i75; COS Y
+-813;72iT3; COS Yri + 3272735 COS YpiT; — 3201375 4 3202 . pai — Srysly; + 8112,
— 167131973, cos (27 )
—1673,pyiT1i + 3279473 SIn Ypiry; — 1619013794735 SIN Vg + Spyit 12
+1612;73; COS VriT2iPy; — 16l2ﬂ”§ﬂ“u sin (27k;) + 8rgirs; sin ’Ykipfﬂ + 1611ipyir1iPai
+16pgil1iroim3i Sin Yri — 8]9@,,7“1112Z 167“22pyzr12 + 812 79733 SN Ygg
+8p2,T2iT3: Sin Y + 8]93,17”11 + 815;72i73; SN Vi + 8pyzrhlh 1619;pyiT2i73; SIN Vi
+32pyirll
4[317‘21 + 4109517“2Z — Zp?ili + 2pzzlgl — 167‘11Z — p;‘;i — l;*i — l‘fi — 4pmlil)’i — 4p§ilh~
—6p2 13, — Do + Alsipuilii + 205,02, + 205,03, + 8puiliirs; — 1677, paily; — Slailyirs,
—8l2ipmr21 + 87“12[ + 167’317"12 + 4r3,pyl + 4122-7";. — 87"%@2 87“12pm — 24p§iri-
+4lir3z + 4103&7“3Z + 167"217"11 32r9iT3; SIN YgiPyiT1i — 321273 COS YiiT2iT 1
+8pailiry; — 20505 + 45Dl — ADpailys + AL 15, + 8lairdpy sin (2yk:)
+8l9iPiT5; €08 (2Vk;) + 8loilyira; cos (27ks) (A.15)

ol Y a été définit a la section précédente.

A.12 Coefficients des équations (3.145) et (3.146)

Ay = —2c08 [(aly, — 2 cos Balz cos a + 2sin (Byl3 sin «v



A.13

F =

By = 2cos [3l3sin a + 2sin fFyl3 cos a + 2 sin (o1,

Ci = —2co8[ors

Dy = 2sinfar

Ey = —cos[(aqs + cos [Bals cos a + cos Baly — o, — sin Pl sin «v

Fy = cosfal.sina — agy — sin Bags + sin ol cos a + sin Bal,, (A.16)

Coefficients des équations (3.147) et (3.148)

—2cos Blll
2sin ﬁlll

—2cos (3173 cos ty cOS — 2cos 11

+ 2in 31713 cos ty sin (%) sin (%)
+ 2sin (3173 cos ty cos (@> COS (ﬁl)

+ 2 cos 3113 sin ty cos (%) cos <%)

2 sin (3173 cos ty cos (é) sin (—1)

+
ﬁl) — 2 cos 3113 sin ty sin <

A~
CYRSS
~_
wn
=
CYRSS
~_

—2sin (3173 sin t sin

N—

DN
[V
= o]

+2 cos (3173 cos ty sin

Q
@)
»n

——~
S
~
o
3 )
wn
I~

— [ | o
~_
9.
)
Y VN
[y [\Dl
~__

®

- [\3|§ l\Dl
N——

+2 cos 3173 sin ty sin

v\/
&.
=

+2sin (3173 sin ty cos

2 cos 3113 sin ty cos

VRS
/\/\ ol N N

@
I\

wn
—_-

| S

@,

=

5/
/\/\[\ﬂ

+2 cos (3173 cos ty sin

%) sin (2 b

2 2 5
—2sin #1713 cos ty sin &) % — 2sin B3 sinty cos 5) COS %)
+2sin (G171 + 2 cos (113 cos ty cOS (%) (%)

—2sin Byr3 sints sin (%) sin (%)

—a1, + 2 cos Bl, cos® ty — cos Brqr + 2 cos B1ls sin acsin ty cos ty
—sin (yl3sin o — cos (1l, — 2sin (11, sinty costy

—2cos 115 cos a cos® ty + 2sin By 15 sin a cos® t,

+2sin (4113 cos asin ty cos ty + cos (B1ly + cos (113 cos

—ay, — sin Bil, — sin B1q1 — 2sin B1l3 cos a cos? to

+2sin (4113 sin acsin ty cos to + 2 cos (11, sin ty costy + sin F1l;

105



106

+ cos B1l5 sin ac — 2 cos fyl3 sin o cos? ty — 2 cos Byls cos asin ts cos ty

+2sin 31, cos® ts + sin By 15 cos a

A.14 Coefficients de ’équation (3.151)

H1:

—4F), — 24,

2B, — 4L,

D? —2F} — A2 — 6FE\A, + O} — 6E? + 2B, F

2B A, + 4B E, — 8F E, — 4F Ay

C? —6F? + D? —2E7 — B} —2E, A, + 6B, F,

—2F1A? — AF}E, — 2F?A, — AE} + 2B 1 A, + 2D3E, — 2D, B,Cy — 6E2 A,
+207Ey + 4B, F\E, +2D7 A,

2D A\Cy + 2F D3 —4F\E Ay + 2C3F, + 2B E? — 2B,C; + 6B, F} + 2B, F1 A
—4F? —4F\E? — 2BF,

C?E? +2DIE\A; — 2D E\B,Cy + DIE? — 2D, A1 B,C, + 2D, A F\Cy + FIC?
—2F} A + 2B FyEy Ay + 2B F} — B} A} — 2FPE A, + FE D} — 2B,C7 F,
—2F}E} + 2B\ E} — F{' + D}A} + BiC}? — BiF} - B}



Annexe B

Solutions du PGI des mécanismes

B.1 Solutions du PGI du mécanisme PXpPXp Xy

Le PGI du mécanisme PXrPXrXg a été résolu pour une position de 'effecteur de

5
Pe = . Pour cet exemple, il y a 21 solutions sur un maximum de 32. Les joints

Xpg sont représentés par deux cercles ayant un point de contact tangent. Les joints
prismatiques sont illustrés par des lignes pointillées. L’effecteur est représenté par un

point.
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Configuration (1,1,2) du manipulateur

Configuration (1,3,1) du manipulat
T

Configuration 1.3.1

Configuration (1,2,1) du manipulateur

Configuration 1.2.1

Configuration (1,3,2) du manipulateur

Configuration 1.3.2
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Configuration (1,4,2) du manipulateur

Configuration (2,1,1) du manipulateur
12 8- 1
7+ 4
101
6 4
5r 4
sl
4 1
6 3l 4
2 4
4r ’ N 7]
2 N
. N 1 .
’ N s N
2 N
2f y N 1 ¢ L4
, N
, N
4 N -1r 4
0 2 4 6 8 10 12 -2t L L L L L L L L L |

Configuration 1.4.2 Configuration 2.1.1

Configuration (2,2,2) du manipulateur Configuration (2,3,1) du manipulateur

Configuration 2.2.2 Configuration 2.3.1

Configuration (2,4,1) du manipulateur

Configuration (3,1,1) du manipulateur

Configuration 2.4.1 Configuration 3.1.1
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Configuration (3,1,2) du manipulateur

Configuration 3.1.2

Configuration (3,3,2) du manipulateur

Configuration 3.3.2

Configuration (3,4,2) du manipulateur

Configuration 3.4.2

Configuration (3,3,1) du manipulateur

Configuration 3.3.1

Configuration (3,4,1) du manipulateur

Configuration 3.4.1

Configuration (4,1,1) du manipulateur

Configuration 4.1.1
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Configuration (4,2,1) du manipulateur

Configuration (4,2,2) du manipulateur

Configuration 4.2.1 Configuration 4.2.2

Configuration (4,4,1) du manipulateur

Configuration (4,3,1) du manipulateur 12F

o @
(]

Configuration 4.4.1

Configuration (4.4.2) du manipulateur

Configuration 4.4.2

FiG. B.1 — Solutions au PGI du PXgrPXrXkg.
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B.2 Solutions du PGI du mécanisme RXpRXpXp

Le PGI du mécanisme RXrRXrXg a été résolu pour une position de 'effecteur de
Pe = 5| Pour cet exemple, il y a 32 solutions sur un maximum de 32. Les joints Xp

sont représentés par deux cercles ayant un point de contact tangent. Les joints rotoides

sont représentés également par des cercles. L’effecteur est représenté par un point.

Configuration (1,1,1) du manipula Configuration (1,2,1).du manipulateur

Configuration 1.1.1 Configuration 1.2.1

Configuration (1,3,1) du manipulateur

Configuration (1,4,1) du manipulateur
T T T T

Configuration 1.3.1 Configuration 1.4.1
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Configuration (1,5,1) du manipulateur

Configuration 1.5.1

Configuration (1,7,1) du mar

Configuration 2.1.1

Configuration (1,6,1) du manipulateur

Configuration (1,8,1),

Configuration 1.8.1

Configuration 2.2.1
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Configuration (2,3,1) du manipulateur Configuration (2,4,1) du manipulateur

Configuration 2.3.1 Configuration 2.4.1

i i 2,51 ipul:
Configuration (2,5,1) du manipulatour Configuration (2,6, 1) du manipulateur

Configuration 2.5.1

manipulateur

Configuration 2.7.1 Configuration 2.8.1
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Configuration (3,1,1,

Configuration (3,4,1) du
T T T

T T T T T T T T
8t 1 sf E
6 1 6 1
4+ i 4 1
2f 17 i
ol ]
ok ]
2t 4
2+ 4
4t 4
_af ]
s ]
-6} 4
-8} 4
-8t 4
. . . .
2 12 —4 12

Configuration 3.2.1 Configuration 3.3.1

Configuration (3,5,1) du
T T T

(3.6.1) du manipulateur

Configuration 3.5.1 Configuration 3.6.1



Configuration (3,7,1)

Configuration (4,2,1) du mar

Configuration 3.7.1 Configuration 4.2.1

Configuration (3,8,1, Configuration (4,1,1) du

sk 1
st
s 1
6L
4l 1
s
ok 1
1S
ok 1
ok
2t 1
2t
4+ R
4t
-6 1
6}
-8t L L 1 L
-2 12 -2

Configuration 3.8.1

Configuration 4.3.1 Configuration 4.4.1
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Configuration (4,6,1) du
T

Configuration (4,5,1) du
T T T T

8 { s
6 1 et
4t 1 af
2t 1 4
o ]

o
o} ]

2
4} 1

—4F
rys 1

6
-8 B

8} ‘
I 2 14 2

Configuration 4.5.1 Configuration 4.6.1

Configuration (4,8,1) du mar

Configuration 4.7.1 Configuration 4.8.1

Fia. B.2 — Solutions au PGI du RXrRXrXg.



B.3 Solutions du PGI du mécanisme 3-PXpXp

Le PGI du mécanisme PXpXpi a été résolu pour une position de l'effecteur de
Pe = 5| Les pattes du mécanismes sont indépendantes et ont un maximum de 8

solutions par patte. Il y a 128 combinaisons possibles. Pour cet exemple, il y a 128
solutions, mais seules 4 sont illustrées. Les joints X sont représentés par deux cercles

ayant un point de contact tangent. Les joint prismatiques sont illustrés par des lignes

pointillées. L’effecteur est représenté par un triangle.

Configuration (1,1,1) du manipulateur

Configuration 1.1.1

Configuration (3,3,3) du manipulateur

Configuration 3.3.3

Configuration (2,2,2) du manipulateur

Configuration 2.2.2

Configuration (4,4,4) du manipulateur

20F

L L L L L
-5 0 5 10 15

Configuration 4.4.4

FiG. B.3 — Solutions au PGI du mécanisme 3-PXrXg.
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B.4 Solutions du PGI du mécanisme 3-RXp Xp

Le PGI du mécanisme RXrXgr a été résolu pour une position de l'effecteur de
Pe = 5| Les pattes du mécanisme sont indépendantes et ont un maximum de 16

solutions par patte. Il y a 4096 combinaisons possibles. Pour cet exemple, il y a 4096
solutions, mais seules les 8 sont illustrées. Les joints Xpg sont représentés par deux
cercles ayant un point de contact tangent. Les joint rotoides sont représentés également

par des cercles. L’effecteur est représenté par un triangle.
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2) du manipulateur
T

T T
Configuration (1,1,1) du manipulateur
1l T T T T T T T T ]
151 q
121 1
101 4
5F 4
ok 4
51 4
. .
. . . . . . . . . -5 20
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
Configuration 1.1.1 Configuration 2.2.2
Configuration (3,;
20T T T T
Configuration (4,4,4) du manipulateur
156 ] W T T T T T T T T ]
12F 1
101 4
50 4
ol 4
_5F 4
. .
-10 15 . . . . . . . . .

Configuration 3.3.3 Configuration 4.4.4
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Configuration (6,6,
T

Configuration (5,5,5) du manipulateur

Configuration 6.6.6

du manipulateur
T

20—

Configuration (8,8,8) du manipulateur

5

Configuration 7.7.7 Configuration 8.8.8

Fi1G. B.4 — Solutions au PGI du mécanisme 3-RXgrXg.



B.5 Solutions du PGI du mécanisme 3-XpXrXp

Le PGI du mécanisme XrXrXgr a été résolu pour une position de l'effecteur de
Pe = ol Les pattes du mécanisme sont indépendantes et ont un maximum de 16

solutions par patte. Il y a 4096 combinaisons possibles. Pour cet exemple, il y a 4096
solutions, mais 16 sont présentées. Les joints Xy sont représentés par deux cercles
ayant un point de contact tangent. L’orientation de référence des joints Xpi a la base

est donnée par une ligne pointillée. L’effecteur est représenté par un triangle.

onfiguration (2,2,2,1) du manipulateur

Configuration 1.1.1.1 Configuration 2.2.2.1

Confi ion (3,3,3,1) du i Confi ion (4,4,4,1) du
T T T

Configuration 3.3.3.1 Configuration 4.4.4.1
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5,5,5,1) du manipulateur

Configuration 7.7.7.1

uration (6,6,6,1) du manipulateur

Configuration 6.6.6.1

Configuration (8,8, du manipulateur

Configuration 8.8.8.1
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Confi on (1,1,1,2) du ; Configuration (2,2,2,2) du manipulateur

Configuration 1.1.1.2 Configuration 2.2.2.2

Configuration (3,3,3,2) du manipulateur
T T

Configuration 3.3.3.2 Configuration 4.4.4.2
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5,5,5,2) du manipulateur
T

figuration (6,6,6,2) du manipulateur
T T T T T T

Configuration 5.5.5.2 Configuration 6.6.6.2

Config ion (8,8,8,2) du

Configuration 7.7.7.2 Configuration 8.8.8.2

F1G. B.5 — Solutions au PGI du mécanisme 3-Xgr XrXg.



