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Résumeé

Dans ce document, les lieux de singularité des manipulateurs paralleles spatiaux a
six degrés de liberté avec actionneurs prismatiques — communément appelés plate-
formes de Gough-Stewart — sont étudiés. Une représentation graphique de ces lieux
dans 'espace de travail du manipulateur étudié est également obtenue. Tel que men-
tionné dans la littérature, trois types de singularité peuvent survenir et on s’intéresse
ici aux singularités de type II, c’est-a-dire celles pour lesquelles le nombre de solu-
tions au probleme géométrique direct dégénere. La méthode utilisée ici est basée sur
I’expression analytique du déterminant de la matrice jacobienne du manipulateur en
question. Il est montré que pour une orientation donnée de la plate-forme, ’expression
des lieux de singularité dans I’espace cartésien est représentée par un polynome de degré
quatre ou de degré trois. Un algorithme de travail est alors introduit afin de rendre
systématiquement utilisable ce résultat en temps réel. Enfin, une comparaison avec une
approche géométrique — la géométrie de Grassmann — est investiguée et des exemples
illustrant I'intérét de cette étude pour 'optimisation et la conception de manipulateurs

paralleles sont présentés.

Boris Mayer St-Onge Clément Gosselin
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Introduction

Problématique

Les manipulateurs paralleles, dont fait partie la plate-forme de Gough-Stewart, sont
des mécanismes construits a partir de chaines cinématiques fermées. Ce type de struc-
ture leur confere des propriétés cinématiques enviables, comme une excellente rigidité,
une trés bonne précision et un rapport charge utile/masse du manipulateur trés élevé.
L’application la plus connue et la plus répandue de ce mécanisme est sans contredit les
simulateurs de vol utilisés pour ’entrainement des pilotes au sol. Cependant, plusieurs
aspects de la cinématique et de la dynamique de ces manipulateurs demeurent mal
connus. Nous nous intéressons ici a I'un d’eux, soit les lieux de singularité que 1’on
nomme également configurations singulieres. Il s’agit des postures pour lesquelles la
rigidité naturelle des mécanismes est perdue. Le mécanisme devient alors incontrolable.
Ces configurations sont déja connues pour la plate-forme de Gough-Stewart grace a une
approche géométrique, la géométrie de Grassmann. C’est ainsi que ’on connait toutes
les conditions géométriques qui conduisent a des configurations singulieres. Cependant,
I'utilisation de ces conditions ne se traduit pas, dans tous les cas, par des équations ana-
lytiques. Il est donc, en général, tres difficile de prévoir les configurations cartésiennes
pour lesquelles une singularité se produit. L’utilisation d’une approche analytique

s’avere ainsi nécessaire si on veut obtenir des expressions pour le lieu des configurations



singulieres dans I’espace cartésien. Une telle approche n’a jamais été envisagée mais

devient maintenant possible grace a la puissance des outils de calcul symbolique.

Structure du mémoire

Le mémoire est divisé en trois parties principales. La premiere, comportant les Chapi-
tres 1 et 2, introduit les notions de base traitant des manipulateurs paralleles et des con-
figurations singulieres. La deuxieéme partie englobe les Chapitres 3 a 5. A travers ceux-
ci, on présente successivement trois approches pour le développement du déterminant
de la matrice jacobienne du manipulateur: I’expansion directe, semi-directe et cascadée.
Les résultats ainsi obtenus sont exprimés sous forme de théoremes et un algorithme de
travail est introduit afin de les rendre utilisables en temps réel. Quant a la troisieme
partie, elle regroupe les Chapitres 6 a 8. C’est dans cette partie que I'on analyse les
différents résultats. On applique d’abord, dans le Chapitre 6, I’expression des lieux
de singularité a différents types d’architectures de la plate-forme de Gough-Stewart.
Par la suite une vérification analytique, a ’aide de la géométrie de Grassmann, et une
vérification numérique, a ’aide de la dextérité, sont présentées dans le Chapitre 7. En-
fin, la représentation graphique de ces lieux dans I’espace cartésien est réalisée sur deux
mécanismes connus dans le Chapitre 8. Ces représentations sont liées au développement
d’outils informatiques interactifs pour I'optimisation et la conception de mécanismes

paralleles.



Chapitre 1

Les manipulateurs paralleles

De tous les temps les humains, et principalement les ingénieurs, ont tenté de repro-
duire artificiellement les incroyables capacités du corps humain. On a qu’a penser,
entre autres choses, aux coeurs artificiels, a I'intelligence artificielle, et bien siir, aux
manipulateurs construits selon le caractere anthropomorphique du bras humain. C’est
ainsi qu’a I’heure actuelle, la premiere architecture qui vient a l'esprit des gens lors-
que on parle de manipulateurs est la caricature du bras humain (Figure 1.1). Dans
un langage plus scientifique, on nomme ce type d’architecture manipulateurs sériels
puisqu’ils sont construits par une suite de moteurs et de membres intermédiaires: les
moteurs ne produisent un mouvement que de I'articulation a laquelle ils sont associés.
Il va sans dire que le choix de cette architecture dans ’application de taches robotiques
se base sur des performances bien spécifiques, comme par exemple un grand espace
de travail. D’un autre coté, le fait que cette structure soit en porte-a-faux entraine

des imprécisions, une faible rigidité et un rapport charge utile/masse du manipulateur
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tres petit. En regardant les tableaux illustrant les différentes caractéristiques des ma-
nipulateurs industriels de type sériel (Merlet 1990), on constate principalement trois

choses:

e Un grand espace de travail. L’espace de travail de l'organe terminal est en fait
I'union de I'espace de travail de chacun des actionneurs!. L’espace de travail ainsi

obtenu est de loin supérieur a 1’espace obtenu par un seul actionneur.

e L’erreur de positionnement est additive. Puisque les actionneurs sont placés
un a la suite de l'autre, I'erreur associée au premier moteur se répercutera sur
I’ensemble des moteurs suivants. Ainsi, ’erreur de positionnement a ’organe ter-
minal sera la somme de chacune des erreurs aux différents actionneurs. C’est

pour cette raison qu’il est dit que ’erreur de positionnement est additive.

e Le rapport charge utile/masse du manipulateur est tres faible (~ 1/10). Puisque
les actionneurs sont en porte-a-faux, ’actionneur a la base doit supporter la charge
de tous les autres actionneurs. De plus, en tenant compte des différents bras de
levier, on se retrouve avec un manipulateur qui ne peut soulever que le dixieme

de son poids.

Les lacunes de ces manipulateurs conventionnels ont donc motivé les chercheurs a
trouver d’autres formes de mécanismes. Parmi les différentes architectures, une at-
tention particuliere a été portée sur les manipulateurs paralleles. Un manipulateur
parallele est représenté grossierement a la Figure 1.2. On voit que cette architecture
comporte des chaines cinématiques fermées, c’est-a-dire que plusieurs branches relient
leffecteur a la base. Les actionneurs travaillent maintenant en coopération: ils pro-
duisent chacun des mouvements de I’ensemble des articulations passives du mécanisme
contrairement au cas des manipulateurs sériels. De ce fait, les architectures formées de
chaines cinématiques fermées génerent des manipulateurs avec une excellente rigidité,
une trés bonne précision et un rapport charge utile/masse du manipulateur trés élevé.
Malheureusement, puisque chacune des branches relie la base a I’effecteur, ’espace de
travail est tres restreint. Ce type d’architecture est donc utilisé dans plusieurs appli-

cations ol les propriétés de rigidité, de précision et de rapport charge utile/masse du

Lactionneur est un synonyme de moteur



Figure 1.1: Exemple de manipulateur sériel.

manipulateur sont d’'une importance capitale alors qu’un espace de travail limité est

acceptable. Regardons de plus pres les caractéristiques des manipulateurs paralleles:

e Un petit espace de travail. L’espace de travail de 'organe terminal est en quelque
sorte l'intersection de I’espace de travail de chacun des actionneurs. L’espace de

travail ainsi obtenu est de loin inférieur a I’espace obtenu par un seul actionneur.

e L’erreur de positionnement est faible. Puisque les actionneurs sont placés en pa-
rallele, c’est-a-dire qu’ils travaillent en coopération, ’erreur ne sera pas additive.
En fait, tous les actionneurs travaillent pour positionner le méme point. L’erreur

de positionnement a l'organe terminal sera donc faible.

e Le rapport charge utile/masse du manipulateur est trés élevé. Les actionneurs
sont maintenant déportés a la base du manipulateur. Ainsi, le manipulateur
parallele pourra supporter des charges beaucoup plus élevées qu'un manipulateur
sériel puisqu’il n’a pas a supporter les différents moteurs et que le poids total est
réparti sur les différentes pattes. Le rapport charge utile/masse du manipulateur

est ainsi de beaucoup supérieur a un. Il peut facilement atteindre 50.



Effecteur

Figure 1.2: Manipulateur parallele a six degrés de liberté.

On se rend donc rapidement compte des principales différences entre les chaines
cinématiques ouvertes (manipulateurs sériels) et les chaines cinématiques fermées (ma-
nipulateurs paralléles) ainsi que les avantages que ces derniers posseédent. Le Tableau

1.1 ainsi que la Figure 1.3 illustrent bien ces principales différences.

1.1 Historique des manipulateurs paralleles

La premiére application connue des manipulateurs paralleles par les roboticiens est une
machine inventée par le britannique Gough, en 1947 (Gough 1956-57). La machine, qui
servait a tester des pneumatiques, est représentée a la Figure 1.4. On peut remarquer
que ce mécanisme, & chaines cinématiques fermées, est composé de six vérins a vis qui
relient la base fixe a la plate-forme mobile. La variation de la longueur de ces vérins
permet de positionner et d’orienter le plateau mobile sur lequel le pneu est installé pour
les différents tests. Une vingtaine d’années se sont ensuite écoulées avant ’apparition de
la deuxieme application. Avec ’expansion de I'industrie aéronautique et les coiits exor-
bitants pour I’entrainement en vol des pilotes, des simulateurs de vol étaient devenus
indispensables. C’est ainsi qu’un autre britannique, Stewart, proposa en 1965 sans

avoir entendu parler de celle de Gough, une architecture semblable pour I’entrainement



(a) Manipulateur sériel (b) Manipulateur paralléle

Figure 1.3: Comparaison entre 2 manipulateurs, un parallele et un sériel, qui permettent

de positionner et d’orienter un objet dans le plan.

Manipulateur sériel Manipulateur parallele

Degrés de liberté 3 3

Espace de travail grand petit

Rapport charge utile/ ~ 1/10 >1
masse du manip.

Erreur de positionnement additive faible

Rigidité variable excellente

Tableau 1.1: Comparaison entre les 2 manipulateurs de la Figure 1.3, un parallele et

un sériel, qui permettent de positionner et d’orienter un objet dans le plan.



Figure 1.4: Machine de Gough servant a tester des pneus.

des pilotes au sol (Stewart 1965). En fait, cette architecture n’était pas complétement,
parallele: il s’agissait d’un manipulateur hybride, c’est-a-dire d’architecture sérielle et
parallele. La contribution majeure de Stewart a donc été de proposer cette architec-
ture comme simulateur de vol puisque son architecture telle quelle n’a a peu pres pas
d’application connue. Les simulateurs de vol, appelés a tort plate-formes de Stewart,
sont fabriqués selon le principe de Gough et représentent 1’application la plus courante
de mécanisme parallele (Figure 1.5). Nous désignerons alors ce mécanisme comme la

plate-forme de Gough-Stewart.

Ce n’est cependant qu’a la fin des années 70 que Hunt (1978) introduisit le concept
de manipulateur parallele et proposa, dans son livre, d’utiliser ce type de mécanisme
en robotique. L’année suivante, McCallion et Pham (1979) utilisérent pour la premiére

fois les manipulateurs paralléles en robotique sur une station d’assemblage robotisée.



Figure 1.5: Simulateur de vol (courtoisie de CAE Electronique).



Depuis, le nombre de projets de recherche sur ce type d’architecture n’a cessé de
croitre et plusieurs prototypes ont vu le jour. Les applications dans lesquelles ce type
de structure est utilisé se sont également multipliées, quoique les simulateurs de vol
demeurent toujours et de loin I'application la plus connue et la plus répandue. La
Figure 1.6 illustre bien le potentiel que cette architecture posseéde par les diverses ap-
plications qui peuvent lui étre associées. En premier lieu (a), il s’agit d’un prototype
de poignet de robot qui a été développé au CERT (Centre d’Etudes et de Recherches
de Toulouse) par Reboulet (Reboulet et Robert 1988). Il s’agit d’un poignet actif & six
degrés de liberté, dont les actionneurs sont des vérins pneumatiques. Une version de
ce prototype est commercialisée par la société AICO en Europe. En (b), il s’agit d’un
mécanisme servant a positionner et a orienter une antenne dans ’espace (Merlet 1990).
Il est intéressant de remarquer la dimension des actionneurs par rapport a la grosseur
de l'objet & orienter. Enfin, en (¢), nous avons un appareil servant & faire du position-
nement et de Porientation en précision (1 pm et une seconde d’arc). Il a été développé
par la compagnie POLYTEC PI INC et est présentement commercialisé. Ce dernier
mécanisme peut, entre autres choses, étre utilisé dans des accélérateurs de particules.

Il sert a fixer avec précision la particule avant sa propulsion dans ’accélérateur.

Comme on peut le constater, les manipulateurs paralléles et principalement la plate-
forme de Gough-Stewart font partie des mécanismes actuellement utilisés en industrie
meéme s’ils sont inconnus de la majorité des gens. C’est pourquoi ils ont été étudiés par
plusieurs chercheurs au cours des dernieres années. Malheureusement, plusieurs aspects
de la cinématique et de la dynamique de ces manipulateurs demeurent mal connus;
nous allons donc nous intéresser a I'un d’eux, les lieux de singularité ou configurations

singulieres.
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(a) Poignet de robot (b) Orientation d’une antenne
(courtoisie du CERT) (Merlet 1990)

(¢) Positionnement en précision

(courtoisie de Polytec PI Inc.)

Figure 1.6: Exemples d’applications de la plate-forme de Gough-Stewart.
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Chapitre 2

Notion de configurations singulieres

Un des principaux avantages d’utiliser des manipulateurs robotisés en industrie est la
précision avec laquelle ils sont capables de travailler. I devient alors tout a fait inutile
d’utiliser ces manipulateurs si la précision qui les caractérise est perdue. C’est pourtant
une situation qui peut se produire en pratique. L’espace de travail de tout manipulateur
est nappé de courbes de précision que I’'on nomme dextérité. Lorsque cette dextérité at-
teint le seuil critique de zéro, on perd alors toute la précision pour laquelle le mécanisme
était utilisé. On nomme ces endroits lieux de singularité, ou configurations singuliéres.
On définit ces configurations comme des postures pour lesquelles la rigidité naturelle
des mécanismes est perdue. Il va sans dire que cette propriété a attiré I'attention de
plusieurs chercheurs et est d’une importance capitale dans un contexte d’analyse et

de design de manipulateurs paralleles. Pour bien comprendre ce que 'on entend par
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la notion de configurations singulieres — ou lieux de singularité — nous analyserons
tout d’abord le comportement des mécanismes d’un point de vue simplement physique.
Deux aspects seront alors traités: 1'effet des configurations singulieres au niveau des
vitesses et ensuite au niveau des forces. Mais avant de débuter, il est important de
définir ce que ’on entend par variables d’entrée et variables de sortie d’'un mécanisme.
Les variables d’entrée sont tout simplement celles qu’on associe aux membres actionnés
par 'utilisateur et utilisés pour controler le mécanisme. Il peut s’agir, entre autres,
d’articulations rotoides (moteurs rotatifs) ou bien d’articulations prismatiques (vérins
linéaires) comme c’est le cas pour la plate-forme de Gough-Stewart. Quant aux varia-
bles de sortie, ce sont celles qu’on associe a la partie du mécanisme que 1’on cherche a
controler, c’est-a-dire que 1’on cherche a positionner et a orienter. Ces variables sont

en général des coordonnées de position ou d’orientation d’un corps rigide.
Interprétation au niveau des vitesses

Les configurations singulieres se refletent de deux fagons au niveau des vitesses.
Premiérement, il est possible que le mécanisme se retrouve dans une position telle
que des vitesses (mouvements) aux variables d’entrée ne produisent plus de vitesses
(mouvements) aux variables de sortie. Le contrdle de notre mécanisme est alors perdu
puisque les variables d’entrée n’ont plus d’effet sur les variables de sortie. La deuxieme
facon d’étre en configuration singuliere est tout simplement l'inverse, c’est-a-dire que
le mécanisme soit dans une posture telle que les vitesses (mouvements) aux variables
de sortie ne produisent pas de vitesses aux variables d’entrée. Ainsi, dans ces postures,
I’'organe terminal de notre mécanisme est libre de bouger localement méme si tous les

membres actionnés sont fixes, ce qui veut dire qu’il est incontrolable.
Interprétation au niveau des forces

L’interprétation au niveau des forces est semblable a celle faite au niveau des vitesses
(Waldron et Hunt 1988). Premiérement, il est possible que le mécanisme se retrouve
dans une position telle que des forces — ou moments — aux variables d’entrée ne
produisent plus de forces — ou moments — aux variables de sortie. Ainsi, la force
appliquée aux membres actionnés sera reprise par les membrures. On risque alors
d’abimer le mécanisme. Et puis il y a I'inverse, c’est-a-dire que le mécanisme soit dans

une position telle que les forces — ou moments — aux variables de sortie ne produisent
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pas de forces — ou moments — aux variables d’entrée.

Ceci explique en grande partie 'importance de pouvoir déterminer les endroits dans
I’espace atteignable ou le mécanisme se trouve dans une configuration singuliere. Pour
ce faire, il serait avantageux de pouvoir quantifier cette notion et ’analyser d’un point de
vue mathématique. Les avantages d’une telle démarche sont multiples. Tout d’abord,
d’un point de vue de l'utilisation d’un mécanisme, elle nous permettra de pouvoir
identifier les zones ol le mécanisme est en configuration singuliere dans son espace
de travail. Il nous sera donc possible d’éviter ces postures indésirables en modifiant la
trajectoire du manipulateur. De plus, une expression analytique des lieux de singularité
sera un outil qui deviendra tres utile dans un contexte de design out I’on cherche a
maximiser les performances des mécanismes lors de la conception. IL’intégration de
cette représentation mathématique dans un outil informatisé de conception interactif
permettra 1’évaluation rapide d’une grande variété de géométries. Il sera ainsi possible

d’identifier les lieux de singularité des la conception et d’en minimiser I’'impact.

2.1 Relation Physique-Mathématique

Pour voir la relation existant entre 'interprétation physique et mathématique des con-
figurations singuliéres, regardons d’abord ’énoncé qui suit.
Enoncé 2.1 Soit le systeme de n équations linéaires a n inconnues suivant

Ax=Db (2.1)
1l existe un vecteur solution x non nul pour b = 0 tel que

Ax =0 (2.2)

st et seulement si la matrice A, qui est de dimensions nxn est singuliere. Dans ce cas,
le noyau de la matrice A n’est pas vide et il existe des vecteurs non nuls x pour lesquels
b sera égal a zéro. Ainsi, pour respecter ’équation (2.2), il faut que le déterminant de

la matrice A soit nul, c’est-a-dire

det(A) =0 (2.3)
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En supposant que les vecteurs x et b soient les vitesses — ou les forces et moments — as-
sociées aux variables d’entrée et de sortie, on vient de trouver la relation mathématique
qui exprime l’endroit out 'on retrouve les configurations singulieres. On doit donc
trouver un systeme d’équations linéaires qui relie les vitesses — ou les forces et mo-
ments — des variables cartésiennes aux variables articulaires. A partir de ce systeme
d’équations il sera alors possible d’établir une classification des singularités, ce dont

traite la prochaine section.

2.2 Classification des singularités

La relation entre les variables d’entrée et de sortie peut étre écrite sous la forme
F(0,x)=0 (2.4)

ou F est une fonction implicite de 0 et de x, 0 est le vecteur des coordonnées articulaires
(entrée) et x est le vecteur des coordonnées cartésiennes (sortie). Ces deux vecteurs
sont de dimension n, ou n est le nombre de degrés de liberté du manipulateur. La
dérivation de ’équation (2.4) par rapport au temps conduit a la relation suivante entre
les vitesses d’entrée et de sortie

Ax = B6 (2.5)
ol A et B sont de dimensions n X n et sont nommées matrices jacobiennes. En se
basant sur ces deux matrices, Gosselin et Angeles (1990) ont suggéré une classification
des singularités se retrouvant dans les chaines cinématiques fermées et trois types de
singularité ayant différentes interprétations physiques ont été trouvés. Ces singularités
se produisent respectivement lorsque i) la matrice B est singuliére, 4i) la matrice A est

singuliére et i7) les équations de positionnement dégénérent.

2.2.1 Singularités de type I

Le premier type de singularité se produit lorsque la condition suivante est vérifiée.
det(B) =0 (2.6)

Par I’analyse mathématique, on constate que la dimension du noyau de la matrice B

n’est pas zéro. Ainsi, en présence des singularités du premier type, on peut trouver des
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vecteurs 6 non nuls pour lesquels x sera égal a zéro. Par conséquent, physiquement on

remarque que:

e ceci correspond a des configurations pour lesquelles I'effecteur est fixe localement
méme quand les actionneurs sont en mouvement. Donc, certains vecteurs vitesses
X ne peuvent pas étre produits a la sortie avec des vecteurs vitesses @ finis a

I’entrée;

e en vertu de la dualité cinématique-statique (Waldron et Hunt 1988), le membre
de sortie peut résister a une ou plusieurs forces ou moments sans exercer aucun

couple — ou force — aux liaisons actionnées.

Généralement, ce type de singularité se produit a la limite de 1’espace de travail et
on dit que dans ces configurations le membre de sortie perd un ou plusieurs degrés
de liberté. Visuellement, le premier type de singularité correspond aux configurations

pour lesquelles le membre de sortie est & un point mort.

2.2.2 Singularités de type IT

Le second type de singularité se produit lorsque nous avons
det(A) =0 (2.7)

Puisque dans ce cas le noyau de la matrice A n’est pas vide, il existe des vecteurs x

non nuls pour lesquels @ sera égal a zéro. Par conséquent, physiquement on remarque

que:

e ceci correspond a des configurations pour lesquelles I'effecteur est mobile locale-
ment méme quand toutes les articulations normalement actionnées sont bloquées.
Donc, certains vecteurs vitesses @ ne peuvent pas étre produits a ’entrée avec des

vecteurs vitesses X finis a la sortie;

e en vertu de la dualité cinématique-statique (Waldron et Hunt 1988), le membre
de sortie ne peut pas résister a une ou plusieurs forces ou moments méme quand

tous les actionneurs sont bloqués.
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A Topposé du premier type, ce type de singularité demeure a l'intérieur de 1'espace de
travail et on dit que le membre de sortie gagne un ou plusieurs degrés de liberté. Vi-
suellement, le second type de singularité correspond aux configurations pour lesquelles

les membres d’entrée sont a un point mort.

2.2.3 Singularités de type III

Le troisieme type de singularité a une nature quelque peu différente des deux premiers
puisqu’il requiert des conditions spéciales des parametres architecturaux. On obtient
une singularité de type III lorsque pour ces conditions spécifiques des parametres ar-
chitecturaux, on peut atteindre des configurations ou la relation de position donnée a
I'équation (2.4) dégénere. Ceci correspond aux configurations pour lesquelles 'effecteur
peut subir un mouvement fini quand les actionneurs sont bloqués ou pour lesquelles
un mouvement fini des entrées ne produit pas de mouvement a la sortie. Il est im-
portant de noter que ce type de singularité peut étre éliminé lors de la conception du

manipulateur.

Cette classification des lieux de singularité, établie par Gosselin et Angeles a été par
la suite raffinée par Zlatanov et al. (1994) ou des interprétations physiques détaillées
sont fournies. Nous utiliserons cependant la classification ci-haut mentionnée et pour
bien la comprendre, les trois types de singularités seront illustrées par un exemple

simple de mécanisme a chaines cinématiques fermées.

2.3 Exemple simple: systeme bielle-manivelle

Un mécanisme RRRP (systéme bielle-manivelle) est représenté a la Figure 2.1(a). Cet
exemple est tiré de Gosselin et Angeles (1990). Il s’agit d’'un mécanisme & quatre barres
ne comportant qu'un seul degré de liberté. Il est composé de trois articulations rotoides

(en A, B et C) et d’une articulation prismatique (en C).

La variation de la variable d’entrée § — variable articulaire — permet de positionner
le corps glissant sur ’axe X. Son abscisse z est prise comme variable de sortie ou

variable cartésienne. On cherche maintenant une relation entre les variables articulaire
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et cartésienne. En appliquant la loi des cosinus & la Figure 2.1(a), on écrit
I5=10+2%—2zcosl (2.8)

que 'on réécrit sous la forme z = f(#) pour avoir la position de l'organe terminal en

fonction de la variable d’entrée, soit

=1 cosf+I\/1—r?sin®4 (2.9)

ol
l
r=—- (2.10)
ly
La dérivation de I’équation (2.9) par rapport au temps donne
. —r?sinfcosf -
T =—(lysinh) 0 £ loy———— 2.11
o) 0 b s (211)
Cette équation nous conduit alors au systeme d’équation voulu, soit
Ai = Bf (2.12)

avec

A = y/1—r2sin®0 (2.13)
B = —lsinf(\/1—r2sin®f 4 rcosb) (2.14)

Etudions maintenant les trois types de singularité. Le premier type de singularité se
produit lorsque la matrice B est singuliere, c’est-a-dire, pour un scalaire, lorsque B = 0.

D’apres 'équation (2.14), le scalaire B sera égal a zéro lorsque
—lysinf =0 (2.15)

ou bien lorsque
V1 —r2sin?f +rcosf =0 (2.16)

On peut écrire ces deux équations comme sinfl = 0 et » = 1. On voit tres bien ici que
r = 1 correspond a l; = [, donc a une singularité due aux parametres architecturaux
(type III). Les singularités de type I se produisent donc lorsque sinf = 0, soit § = 0

ou 7. Ainsi, ’équation (2.9) devient

Les positions ainsi obtenues correspondent a 1’alignement des deux membres sur 1’axe.
Une de ces positions est représentée a la Figure 2.1(b). On voit trés bien que ce type

de singularité correspond a une limite de I’espace de travail. On constate aussi que:
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e dans cette configuration, une vitesse a ’actionneur € ne produit pas de vitesse a
Ieffecteur, soit £ = 0. Le membre articulé peut subir un mouvement infinitésimal

méme si le membre glissant est fixe;

e on peut appliquer une force infinie sur le membre glissant dans la direction de x

sans qu’il n’y ait de moment d’induit a I'articulation actionnée.

Le second type de singularité se produit lorsque la matrice A est singuliere, c’est-a-

dire lorsque A = 0. D’apres 'équation (2.13), le scalaire A sera égal a zéro lorsque
sinfl = — (2.18)

La configuration ainsi obtenue est representée a la Figure 2.1(c). Contrairement aux
singularités de type I, on voit que la glissiere est a 'intérieur de I'espace de travail. On

constate aussi que:

e dans cette configuration, une vitesse a ’effecteur = ne produit pas de vitesse
a l'actionneur, soit # = 0. Le membre glissant peut subir un mouvement in-

finitésimal méme si le membre d’entrée est fixe;

e on peut appliquer un moment infini a ’articulation sans qu’il n’y ait de force

d’induite au membre glissant dans la direction de ’axe des x.

On voit que les singularités de ce type sont beaucoup plus importantes que les premieres
puisque 1’on ne peut plus controler le mécanisme: il devient alors impossible de transfé-
rer le couple de 'actionneur au membre glissant. Ainsi, dans une situation réelle, si le
mécanisme s'immobilise a cet endroit et que I'on décide de repartir, il existe un risque

d’abimer le mécanisme puisque le couple sera absorbé par les membrures.

Il ne reste plus que les singularités du troisieme type qui sont dues aux parametres

architecturaux. Dans notre cas, il s’agit de la condition
L’équation (2.9) devient alors

x =1lycosf + [ cosb (2.20)
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(c) Singularité de type IT (d) Singularité de type IIT
Figure 2.1: Exemple de configurations singulieres sur un mécanisme simple.
soit

x = { 0 (2.21)
211 cos b

Ainsi, si z vaut zéro comme il est présenté a la Figure 2.1(d), on perd tout controle sur

la position du membre glissant qui demeure toujours a la méme position peu importe

la valeur de I’angle 6. On se rend tres bien compte ici que ce type de singularité peut

étre éliminé lors de la conception du mécanisme. En effet, pour I’éviter il suffit de poser

I # o

2.4 Application aux architectures paralleles

Depuis la parution de Particle de Gosselin et Angeles (1990) ou la classification des sin-
gularités décrite plus haut a été établie, plusieurs travaux de recherche ont été effectués
sur la détermination d’expressions analytiques décrivant les lieux de singularité sur les

manipulateurs paralleles. Plus particulierement, les chercheurs se sont attardés aux
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manipulateurs paralleles a trois degrés de liberté. C’est ainsi que des expressions ana-
lytiques ont été obtenues pour le manipulateur sphérique a actionneurs prismatiques
(Sefrioui et Gosselin 1994), pour le manipulateur plan a actionneurs prismatiques (Se-
frioui et Gosselin 1993; Sefrioui et Gosselin 1995) et pour le manipulateur plan a ac-
tionneurs rotoides (Gosselin et Wang 1995). Cependant, étant donné la complexité de
la matrice jacobienne A, ces expressions sont beaucoup plus difficiles a obtenir pour
des mécanismes avec plus de trois degrés de liberté. Le déterminant de cette matrice

devient tres difficile & obtenir.

C’est ainsi que pour la plate-forme de Gough-Stewart, le déterminant de la matrice
jacobienne A — c’est-a-dire les singularités de type II — n’a jamais été développé.
Par contre, les singularités de type I — c’est-a-dire la limite de I’espace de travail —
et de type III ont déja été trouvées dans Gosselin et Angeles (1990). En fait, elles
conduisent a des expressions tres simples. Dans le présent ouvrage, on s’intéresse alors

uniquement aux singularités de type IL

Pour contourner la manipulation de la matrice jacobienne A, Merlet (1988, 1989) a
utilisé une méthode basée sur la géométrie de Grassmann pour caractériser les configu-
rations singulieres. Cette méthode repose sur le fait que chaque configuration singuliere
correspond a une condition géométrique bien spécifique. L’étude établit au total 13
conditions différentes pour lesquelles le mécanisme est en configuration singuliere. Par
exemple, on est en configuration singuliére lorsque les droites associées a quatre vérins
sont dans le méme plan ou bien que les droites associées a quatre vérins passent par
un point commun dans ’espace. Ces conditions ne sont cependant pas toutes valides
simultanément pour les différentes architectures de la plate-forme de Gough-Stewart.
C’est ainsi que pour un manipulateur dans lequel la base et la plate-forme sont trian-
gulaire (les points sont groupés deux a deux), il existe trois conditions géométriques

pour lesquelles le mécanisme est en configuration singuliére.

Jusqu’a maintenant, ces études représentent la seule percée dans la détermination
d’expressions analytiques pour la plate-forme de Gough-Stewart. Cependant, en utili-
sant la géométrie de Grassmann, il est facile de déterminer les conditions géométriques
produisant les configurations singulieres mais il est tres difficile de les exprimer mathé-
matiquement. C’est ainsi que pour ’architecture générale de la plate-forme de Gough-

Stewart, certaines équations provenant des conditions géométriques manquent encore.
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La méthode utilisée comblera cette lacune puisqu’une équation unique représentant

toutes les singularités sera introduite.

2.5 Pertinence et délimitation du projet

Ce chapitre nous a permis de constater que l'analyse des configurations singuliéres
lors de la planification de trajectoire de mécanismes est essentielle. De plus, dans un
contexte de conception, il est tres utile d’avoir une expression analytique des lieux de
singularité dans le but d’obtenir des mécanismes possédant des propriétés cinématiques
optimales. Ainsi, 'objectif de ce travail est double. Le premier consiste a obtenir une
expression analytique représentant les lieux de singularité de type II de la
plate-forme de Gough-Stewart. Tel que mentionné dans la section précédente, la seule
étude faite a ce sujet repose sur la géométrie de Grassmann et possede le désavantage
de ne pas avoir sous forme analytique toutes les formes de singularités dues aux con-
ditions géométriques. Quant au deuxieme objectif, il s’agit d’utiliser cette expression
et d’obtenir une représentation graphique des lieux de singularité dans ’espace
cartésien afin de les superposer graphiquement a ’espace de travail. Cet objectif est lié
au développement d’outils informatiques interactifs pour la conception et I’optimisation

de mécanismes paralléeles.
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Chapitre 3

Premiere approche: expansion

directe du déterminant

Ce chapitre marque le début de notre étude proprement dite. On se doit d’abord de
dériver les matrices jacobiennes A et B associées a la plate-forme de Gough-Stewart.
Un de ces manipulateurs est représenté schématiquement a la Figure 3.1. Il a été étudié
en détail par plusieurs chercheurs (Hunt 1983; Fichter 1986; Merlet 1987; Reboulet et
Berthomieu 1991) et son architecture mécanique est la suivante. Elle consiste en une
plate-forme mobile P, P, P3P, PsP; et en une base fixe B; By B3 B;B5Bg. Les points B;
et P, v =1,..,6, sont localisés de facon arbitraire en trois dimensions. La base et la
plate-forme sont donc de formes quelconques. Elles sont reliées par six vérins linéaires
de longueurs variables, respectivement p; a pg. La variation de ces longueurs permet de
positionner et d’orienter la plate-forme P, P, P3P, P5Ps dans I'espace. Les liaisons sur

la plate-forme, aux points P;, ¢ = 1,...,6, sont des liaisons sphériques et celles sur la
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Figure 3.1: Notation utilisée pour le manipulateur paralléle a six degrés de liberté.

base, aux points B;, © = 1, ..., 6, sont des liaisons de cardan, ce qui assure globalement

six degrés de liberté au mécanisme.

3.1 Modele géométrique

Pour dériver les matrices jacobiennes A et B associées a ce manipulateur, on doit a
priori trouver la relation qui existe entre les variables d’entrée et de sortie telle que
définie & I’équation (2.4). On utilise alors le probléme géométrique inverse qui est
formulé de la facon suivante: pour une certaine géométrie du manipulateur et pour
une position et une orientation de la plate-forme mobile P; P, P3P, Ps Py, c’est-a-dire des
variables cartésiennes données, calculer les longueurs des six vérins pi, p2, P3, P1, Ps

et pg, c’est-a-dire les variables articulaires.

Introduisons alors la notation utilisée pour établir les équations cinématiques (Fi-
gure 3.1). On définit d’abord un repeére R (Ozyz), fixé a la base du manipulateur, et un
repere mobile R’ (O'z'y ') 1ié au plateau. On note B; le point situé & la base du i@me
vérin. Les coordonnées de ce point dans le repere fixe sont données par (biz, biy, biz)-

On note également P; le point d’attache du me segment au plateau. Les coordonnées

24



de ce point dans le repére mobile lié au plateau sont données par (p;w,p;y,p;z). Par
ailleurs, les coordonnées cartésiennes de la plate-forme sont données par sa position et
son orientation. Sa position est définie par la position du point O exprimée dans le
repére R et notée (z,y,z). Son orientation est définie pour sa part par I'orientation
du repére R, attaché & la plate-forme, dans le repeére fixe R. Soit Q la matrice de
rotation et r le vecteur de translation permettant le passage du repére R’ au repére fixe
R. D’apres cette modélisation, les coordonnées de la position du point P; — le point
d’articulation du #me segment sur le plateau — exprimées dans le repere R et notées

(Piz Piy, Piz), sont données par
pi=r+Qp;,, i=1,..,6 (3.1)

ou bi = [piwapiyapiz]Ta r = [.’L‘,y,Z]T et pli = [p;map;yap;z]T' En écrivant ces équations

sous forme scalaire, on obtient

Pie = T+ quby+ Qb+ G3Pys i=1,..,6 (3.2)
Py = Y+ @b+ @by + @3y, i=1,...,6 (3.3)
Pir = 2+ qupi + qszp;y +qupy,, i=1,...,6 (3.4)

ol ¢;; désigne I’élément 4j (ime ligne, jeme colonne) de la matrice Q. Enfin, puisque

la longueur du me segment est la distance entre les points P; et B;, on peut écrire

p; = Pic — biz)” + (Piy — biy)* + (Piz — biz)?, i =1,...,6 (3.5)

ou sous forme vectorielle
pi=(Pi—bi) (pi—by), i=1,..6 (3.6)
avec b; = [biz, biy, biz]". Les équations (3.1) et (3.6) représentent donc la solution

explicite du probleme géométrique inverse puisque les coordonnées des actionneurs
(p1, P2, P3, P, P5 €6 pg) y sont obtenues & partir des coordonnées cartésiennes du plateau

(@, Y, 2, q11, 12, ---» ¢33) et des parametres dimensionnels du manipulateur (b, biy, bi,) et

(p;w,p;y,p;z), ons=1,..,6.

3.2 Matrices jacobiennes sous forme invariante

L’équation (3.6) est un systéme non-linéaire qui peut étre écrit sous la forme

F(6,x) =0 (3.7)

25



qui est la relation souhaitée entre les variables d’entrée, z,v, 2, 11, q12, ---, q33, €t les
variables de sortie p; a pg. On recherche maintenant les matrices jacobiennes A et B
reliant les vitesses angulaires, p; a pg, aux vitesses cartésiennes de la plate-forme, soit

le systeme d’équations

At=Bp (3.8)

avec
p = [plaanp3ap4ap5)p6]T (39)
t = [T, =[2,9,2 ws, wy,w.]" (3.10)

oll W = [wy, Wy, w,]T est le vecteur des vitesses angulaires de la plate-forme. Pour faire

intervenir la vitesse angulaire de la plate-forme, on utilise la relation

Q=90Q (3.11)
dans laquelle on a
0 —w, wy
D=1xw= W, 0 —wg (3.12)
—Wy Wy 0

On dérive alors les équations (3.1) et (3.6) par rapport au temps. On obtient ainsi

pipi = (pi—Db:)"Pi=(pi—b) (F+Qp,), i=1,..,6 (3.14)
Sachant que
Q=0Q (3.15)

I’équation (3.14) devient

pipi = (Pi—b) (E+0QQp,), i=1,..6 (3.16)
= (p; —b)Ti+ (p; —b)TQQp;, i=1,...,6 (3.17)

Le second terme du membre de droite de cette derniére équation peut s’écrire

(pi —b)'QQp; = (Pi—b;)-[wx (Qp)], i=1,..,6 (3.18)
= [(Qp;) x (pi — b)) w, i=1,..,6 (3.19)
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donc ’équation (3.17) devient
pipi = (Pi — b)) F+[(Qp;) x (pi —bi)]'w, i=1,..,6 (3.20)
En assemblant les équations on obtient le systeme matriciel que I'on désire, soit
At =Bp (3.21)

ol
aj
B = Diag[py,...,ps] et A=| : (3.22)
ag

ou a; est un vecteur de dimension six défini comme étant

a — (pi - bl) (3 23)
"L Q) x (pi —by) '

De facon détaillée, les éléments de la matrice jacobienne A sont

;1 = Pix — bia:a 1= 1, ceey 6 (324)
Qi = Piy — biy, 1= 1, ey 6 (325)
i3 = Piz — biz, 1= 1, ceey 6 (326)

ais = (Piz — biz)(q21Dig + Go2Diy + Q23D;,

Piy — biy) (@105 + G32P5, + G33P;,), =1,...,6 (3.27)

(

(
as = (Piz —

( )

(

(

) ) —

) )
biz) (G31P;g + G32D3 + G33P;,) —

) )

) )

) )

Pic — biz) (@21P;y + ¢22Dyy + @23P;;), i=1,...,6 (3.29)

Piz — bix) (@11P5 + Qi2byy, + qusDy,), i=1,...,6 (3.28)
aig = (Diy — biy (QIlp;’m + Cth;y + (]13p;z -
(

OU Diy, Piy €t pi, sont définis d’apreés les équations (3.2) & (3.4). Il ne nous reste
plus qu’a définir la matrice de rotation Q. Pour définir I'orientation d’un corps solide
dans I’espace, plusieurs représentations sont possibles. Parmi ces représentations, les
deux qui sont les plus intéressantes pour nous sont la représentation par les invariants

quadratiques et la représentation par les angles d’Euler.
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3.2.1 Formulation a I’aide des invariants quadratiques

L’expression générale de la matrice de rotation Q décrivant ’orientation d’un corps

rigide par rapport a un repere fixe est donnée par
Q =ee™ +cos p(1 — eeT) +sin ¢(1 x e) (3.30)

ou

e e est un vecteur unitaire porté par I’axe de rotation;
e ¢ est 'angle de rotation du solide autour de cet axe;

e 1 est la matrice identité de dimension 3.

1 X e est une matrice antisymétrique définie par
Ixe=| e, 0 —eg (3.31)

ou ey, ey et e, sont les composantes du vecteur unitaire e. Les invariants quadratiques
de la matrice de rotation Q sont définis par

s = sin(g)e, So = cos(g) (3.32)

avec

S = [81, S, 83]T (333)

Ces invariants sont connus sous le nom de parametres d’Euler (ne pas confondre avec
les angles d’Euler) pour la rotation (Hughes 1986). Ils sont groupés dans un vecteur n
de dimension quatre

n = [s, s0]" (3.34)

définissant la rotation. Les quatre composantes de i ne sont pas indépendantes et sont

reliées par la relation suivante
n.n=1 (3.35)
c’est-a-dire

si4si+si+si=1 (3.36)



Compte tenu des équations (3.30) et (3.32), ’expression de la matrice Q en fonction

des invariants quadratiques s’écrit
Q = (253 — 1)1 + 2ssT + 250(1 x s) (3.37)

qui peut s’écrire, compte tenu de 1'équation (3.32), sous la forme définitive suivante

g1 Q12 13
Q=1 ¢1 g2 @3 (3.38)
31 932 433
avec
g1 = 2s55+2s;—1 (3.39)
iz = 25152 — 25053 (3.40)
i3 = 25153+ 25052 (3.41)
g1 = 25152 + 25053 (3.42)
G2 = 2s5+42s5—1 (3.43)
Q23 = 25253 — 25051 (3.44)
Q31 = 25153 — 25052 (3.45)
Q32 = 28253 + 25051 (3.46)
@3 = 2s5+2s3—1 (3.47)

3.2.2 Formulation a I’aide des angles d’Euler

Les angles d’Euler peuvent étre utilisés pour définir la matrice Q. Leur principe repose
sur le fait qu'une rotation arbitraire par rapport a un point fixe nécessite trois degrés
de liberté. On décompose alors la rotation voulue en trois rotations successives. La

matrice de rotation peut donc étre écrite comme

Q=Q:1Q:Qs (3.48)

En utilisant cette formulation, il est possible d’obtenir 12 conventions. Nous utilisons
'une de celles-ci soit le triplet d’angle d’Euler ¢, 8 et 1) selon la convention (Q;, Qy, Q.)-

La matrice de rotation Q a alors une expression similaire a celle de 1’équation (3.38)
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mais avec
g1 = cosfcos¢costy — singsiny (3.49)
gi2 = —cosbcos@siny — sin ¢ cos) (3.50)
qi3 = sinfcos¢ (3.51)
o1 = cosBsin ¢ cos + cos psiny (3.52)
oo = —cosfsin¢siny + cos P cosp (3.53)
¢o3 = sinfsing (3.54)
g31 = —sinfcosy (3.55)
@32 = sinfsiny (3.56)
g3 = cost (3.57)

D’apres ces définitions, on ne peut pas a priori savoir quelle formulation est la plus
souhaitable. Les angles d’Euler ont ’avantage de représenter les vrais angles de rotation
alors que les termes de la matrice QQ des invariants quadratiques semblent un peu moins
complexes. Nous allons donc utiliser successivement les deux formulations lors de notre
étude. La matrice jacobienne A étant maintenant définie, on est prét a calculer son

déterminant.

3.3 Configurations singulieres

Comme il a été spécifié au Chapitre 2, on s’intéresse ici aux singularités de type II,

c’est-a-dire celles pour lesquelles la matrice jacobienne A est singuliére, soit lorsque
det(A) =0 (3.58)

oll A est définie d’apres les équations (3.22) et (3.24) a (3.29). La premiere approche
utilisée est ’expansion directe du déterminant. Celui-ci est obtenu directement a 1’aide
d’un logiciel de calcul symbolique, en 'occurrence Mathematica. Les termes de la
matrice jacobienne A sont alors programmsés dans le logiciel et le calcul du déterminant
est lancé. Malheureusement, aucune expression analytique du déterminant — donc
des lieux de singularité — n’est obtenue compte tenu de la complexité de la matrice

jacobienne et ce pour les deux types de formulation associés a la matrice Q. En fait, le
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temps maximum de calcul avait été fixé a une heure, ce qui nous semblait amplement
suffisant. Ce résultat, puisqu’il en est un, peut provenir de deux causes: du logiciel

Mathematica ou bien de la complexité des expressions.

Un des problemes qui surgit lors de I'utilisation d’un logiciel de calcul symbolique
comme Mathematica est que I’on ne connait pas la facon dont il calcule les déterminants.
Il est possible que 'algorithme qu’il utilise soit tres complexe et qu’il ne soit pas ap-
proprié pour des matrices de dimensions 6x6. Ce que l'on sait cependant, d’apres
différents tests, c’est qu’il est capable de trouver assez facilement le déterminant de
matrices de dimensions 3x3. On décompose ainsi le déterminant de la matrice 6x6
jusqu’aux déterminants de matrices 3x3. La méthode utilisée est décrite en détail au
Chapitre 5 et a I’Annexe A. Il s’agit de la décomposition du déterminant par I'utilisation
des cofacteurs de la premiere ligne. Le déterminant d’une matrice de dimensions 6x6
est ainsi scindé en 20 déterminants de matrices 3x3. L’implantation de cet algorithme
n’apporte malheureusement pas plus de résultat et aucune expression n’est obtenue. Le
probleme provient donc de la complexité de la matrice jacobienne. Comme les expres-
sions sont tres difficiles a manipuler, le temps nécessaire a leur traitement est vraiment
trop long. On devra donc, pour obtenir une expression du déterminant, recourir a
I'insertion de quelques données numériques dans la matrice jacobienne A. On pourra
ainsi avoir une idée de ’expression que ’on recherche. C’est ce qui est présenté a la

sous-section qui suit.

3.3.1 Simplifications numériques

On cherche maintenant a connaitre I'influence des éléments contenus dans la matrice
jacobienne A sur ’expansion de son déterminant. Nous allons donc insérer des données
numériques pour les parametres architecturaux, ’orientation de la plate-forme ainsi
que sa position. L’analyse du temps de calcul et des résultats nous permettra ainsi de

voir d’ou vient la complexité dans I'’expansion du déterminant.
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! ! !

i b biy biz Diz Piy Piz

1 9258 99.64 0.00 30.00 73.00 50.10
2 15258  50.36  7.00 98.22 -30.52 59.10
3 40.00 -130.00 -5.00 48.22 -62.48 45.10
4 -60.00 -160.00 3.00 -68.22 -82.48 42.10
5
6

-132.58 30.36  -8.00 -78.22 -10.52 54.10
-112.58 119.64 -4.00 -50.00 93.00 48.10

Tableau 3.1: Parametres géométriques d’un manipulateur quelconque.

3.3.1.1 Points fixes

En premier lieu, on fixe seulement les parametres géométriques du robot, soit les coor-
données (b;z, by, b;,) et (Diys p;y, p;,)- Les parametres utilisés se trouvent au Tableau 3.1.
La matrice jacobienne A dépend donc des coordonnées z, y, z ainsi que de 'orientation
de la plate-forme (¢, 8,1 ou bien sg, s1, $2, s3). On essaie alors d’obtenir une expression
analytique pour les lieux de singularité, mais sans succes. Les termes de la matrice jaco-
bienne sont encore trop complexes et ce peu importe la matrice de rotation Q choisie.

On doit ainsi insérer d’autres données numériques.

3.3.1.2 Points et orientation fixes

En plus de fixer les parametres géométriques, on fixe également ’orientation de la plate-
forme. Les seules inconnues sont donc les coordonnées cartésiennes z, y et z. Pour
déterminer 'orientation, on a le choix de spécifier les invariants quadratiques ou bien
les angles d’Euler. La méthode choisie n’a aucune importance puisque la matrice Q sera
maintenant numérique. On choisit ainsi les angles d’Euler qui sont fixés arbitrairement.
On prend

¢ =22°, 0=30°, o =48° (3.59)

En développant le déterminant de la matrice jacobienne A, on obtient un polynome
en z, y et z de degré 6 et les termes en z, y et z ont un degré maximum de 3. Cette

expression peut étre écrite sous la forme

A® + Agr® + Asz + Ay =0 (3.60)
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avec
Al = B1y2 + Bgy + B3 (361)
Ay = By’+ Bsy’+ Bgy + By (3.62)
A3 = Bgy3 + Bgy2 + Bloy + BH (363)
Ay = By’ + B3y’ + Buy + Bis (3.64)
et ou

B, = Ciz+ 0 (3.65)
By = (324 Cyz+Cs (3.66)
By = Cs2>+Crz+Cy (3.67)
By = Cyoz+Cyy (3.68)
Bs = Cp22+ Cpz+ O3 ( )
Bs = Cuz®+ Ci52® + Ciez + Ciy (3.70)
B, = (C152° + C192% + Copz + Coy ( )
By = (2" + Cosz + Coy (3.72)
By = Cy52° + Cos2® + Corz + Cog (3.73)
By = Co92® + C3p2% + C12 + Cyy (3.74)
By = C332° + 0342”4+ Cs52 + Csg (3.75)
By = Cy2° 4 Cazz + Cyg (3.76)
Biz = Cy2° +Cp2® 4+ Cppz +Cy3 (3.77)
By = Cuz’+ Ciz’ + Ciz + Cyy (3.78)
Bis = Cus2® 4 Cy2” + Cspz + Cs (3.79)

Les coefficients C;,7 = 1,2, ...,51, sont des constantes numériques qui dépendent des
parametres géométriques et de l’orientation. Pour le manipulateur et I'orientation
choisis, ces coefficients varient de 10’7 & 10726, On doit cependant interpréter avec
précaution ces résultats puisqu’ils sont le fruit d’une procédure numérique. Des erreurs
d’ordre numérique peuvent alors survenir, comme par exemple, la vraie valeur du coef-
ficient 10726. Est-ce zéro ou est-ce bien 10726? Néanmoins, ce qui nous intéresse ici
est que ’on est capable de trouver une expression des lieux de singularité en fixant les

parametres géométriques du manipulateur ainsi que son orientation.
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3.3.1.3 Points et positionnement fixes

Au lieu de fixer I'orientation de la plate-forme, on fixe maintenant le positionnement de
celle-ci, soit les coordonnées cartésiennes z, y et z. On obtiendra alors une expression
qui dépendra des angles 6, ¢ et 1 ou bien des invariants quadratiques si, So, s3 et sg.

La position de la plate-forme est fixée arbitrairement et est

z=10, y=-20, z2=3 (3.80)

On n’obtient malheureusement aucun résultat et ce pour les deux types de formu-
lation associés a la matrice Q. On en conclut que les termes provenant de la matrice
de rotation Q complexifient énormément le calcul du déterminant. Une autre facon de
s’en convaincre est de reprendre les données de la sous-section 3.3.1.2 mais en laissant
un des parametres d’orientation libre. Il est alors possible d’obtenir une expression
pour le déterminant de la matrice A. Méme si elle ne dépend que d’un seul parametre
d’orientation, I’équation ainsi obtenue est tres complexe et s’étend sur plusieurs pages.
Elle ne sera évidemment pas reproduite ici. L’utilisation de données numériques nous
permet maintenant d’affirmer que la complexité de la matrice jacobienne A provient

des éléments de la matrice de rotation Q.

3.4 Changement de repeére

Lors de la dérivation des équations géométriques a la section 3.1, on a considéré des
systemes de référence tout a fait arbitraires, c’est-a-dire qu’ils étaient situés en des
points quelconques de ’espace. On refait ici la méme étude mais en placant maintenant
les reperes utilisés sur des points d’articulations. Comme on le constatera, ce change-
ment de repere simplifiera 'expression de la matrice jacobienne A et par conséquent

son déterminant.

Introduisons d’abord la notation utilisée pour établir les équations cinématiques
(Figure 3.2). L’origine du systéme de coordonnées R est maintenant localisée sur I'une
des articulations fixes, désignée par By. De plus, ce systeme de coordonnées est orienté
de telle sorte que I'axe des = passe par une autre articulation fixe, désignée par Bj.

Finalement, on fait tourner le systeme d’axes autour de I'axe = de telle sorte que le
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Figure 3.2: Notation simplifiée pour le manipulateur paralléle a six degrés de liberté.

point Bs se retrouve dans le plan zy. Ainsi, certaines coordonnées de ces points seront

nulles et nous pouvons écrire, sans perte de généralité, que
biz =biy = b1, = by =bo, = b3, =0 (3.81)

De méme, I’origine du repére mobile R est localisée sur 1’une des articulations mobiles,
soit le point P;, Paxe des ' passe par une autre articulation mobile, soit P, et le point
P; se retrouve dans le plan ' y'. On peut donc écrire

D1z = ply =D, = p2y =D, =P3, = 0 (382)
En utilisant les simplifications données ci-dessus, les six équations de boucle du mani-
pulateur peuvent étre obtenues en exprimant les longueurs des membres p;, po, p3 ps,

ps et pe en fonction des coordonnées de la plate-forme mobile. On a donc

ol = P+ yt+2? 3.83

2

Py = 3.84

Pox — b2m)2 + p%y + pgz
3.85

;=

(3.83)

( (3.84)

ps = (3o —bso)” + (D3y — bsy)” + 13, (3.85)
( (3.86)

Dixz — bzz)2 + (pz'y - biy)2 + (piz - biz)Qa 1= 4: 2,6 3.86

On constate que les trois premieres équations du probleme géométrique inverse sont

différentes. De ce fait, les trois premieres lignes de la matrice jacobienne A seront
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modifiées. En utilisant les équations (3.83) & (3.86) et en suivant la méthode présentée

a la section 3.2, on obtient le systeme matriciel que ’on désire, soit
At=Bp (3.87)

avec les éléments suivants sur les trois premieres lignes de la matrice jacobienne A

an = T, Gz =Y, @13 =2, Q14 = a5 = a1 =0 (3.88)
A1 = Doy — bag, G20 = oy, Qo3 = DPo, (3.89)
ags = — (poy — be)CZ31plzz + p2zQ21p’2$ (3.90)
azs = (Poz — b2z)‘]31p;$ - p2z(]11p’2$ (3.91)
a2 = — (P2a — b2a)q21Py, + DoyQu1Dy, (3.92)
azy = pP3g— b3y, a3 = D3y — b3y, a33 = P3z (3-93)
ass = p3:(gaps, + QZ2P;,y) — (p3y — b3y)(Q31p;w + Q32p;;y) (3.94)
ass. = (P30 — bsa)(¢31Ps, + Q32p;,y) — Pa: (113, + (]12péy) (3.95)
aze = (p3y — b3y)(¢l11p’3$ + qup;}y) — (P3e — b3w)(Q21p;;$ + Q22p13y) (3.96)

Les équations a;; a a;g, avec 1 = 4,5, 6 sont exactement les mémes que précédemment,
soit les équations (3.24) a (3.29). On trouve les singularités de type II, c’est-a-dire
celles pour lesquelles la matrice jacobienne A est singuliere, de la méme facon que
précédemment, soit lorsque

det(A) =0 (3.97)

Malheureusement, méme avec les simplifications dues au changement de repéere les
termes de la jacobienne A sont trop complexes. L’obtention d’une expression analytique
pour les lieux de singularité n’est pas possible et ce pour les deux types de formulation
de la matrice Q. En outre, on ne refait pas I’étude avec les données numériques puisque
nous savons déja que la complexité des équations provient des éléments de la matrice

de rotation Q.

3.5 Conclusion

Ce chapitre nous a tout d’abord permis de dériver les équations du probléme géométri-

que inverse ainsi que les équations de vitesse de la plate-forme de Gough-Stewart. On a
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alors tenté d’obtenir une expression du déterminant de la matrice jacobienne A. Mal-
heureusement, aucun résultat n’a été obtenu et ce méme avec un modele cinématique
simplifié. Une étude a alors montré que la complexité dans le développement du
déterminant provient des éléments de la matrice de rotation Q. Une approche moins
directe permettant de contourner ce probleme sera alors introduite dans le prochain

chapitre.
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Chapitre 4

Deuxieme approche: expansion

semi-directe du déterminant

Le Chapitre 3 nous a permis de découvrir qu’il est impossible d’obtenir une expression
simple et directe des lieux de singularité. En fait, si cela avait été le cas, elle serait déja
connue puisque plusieurs chercheurs s’intéressent depuis longtemps a la cinématique des
mécanismes et en particulier aux configurations singulieres. Ainsi, pour arriver a notre
but il nous faudra dorénavant apporter des modifications — a priori des simplications
— a la matrice jacobienne A dans le but de faciliter la dérivation du déterminant. Un
autre point intéressant ressort du Chapitre 3: la complexité de la matrice jacobienne
A est causée en bonne partie par I’apparition des termes de la matrice de rotation Q.
Ainsi, on utilisera maintenant une approche semi-directe pour le calcul du déterminant
dans le sens ot 'on apportera des modifications tout d’abord a la matrice Q puis a la

matrice jacobienne A avant I’expansion de son déterminant.
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4.1 Modele de travail: matrice Q

Le premier modele de travail que I'on utilise est le suivant: on remplace les éléments
¢;; de la matrice de rotation Q définis aux équations (3.39) & (3.47) ou (3.49) & (3.57)
par des termes constants (coefficients). Ces modifications ne changent en rien notre
étude, puisque nos deux objectifs sont d’obtenir une expression analytique et puis de
représenter les lieux de singularité dans I’espace cartésien zyz. Ces deux objectifs seront
atteints puisque I'on inseére des coefficients uniquement dans les termes de rotation. On
se retrouve alors avec la matrice de rotation
q11 q12 413
Q=1 g1 g2 ¢ (4.1)
g31 432 (33
De ce fait, la matrice jacobienne A est moins complexe. Malheureusement, cette ten-
tative n’a pas plus réussi que les autres. Aucune expression analytique décrivant les

lieux de singularité n’est obtenue. La matrice A demeure trop complexe.

4.2 Modele de travail: matrice A

On continue ici la méme démarche que précédemment, c’est-a-dire que ’on insere des
coefficients, mais cette fois dans la matrice jacobienne A. On ne fait que regrouper
les éléments devant les variables cartésiennes qui restent, soit en x, y et z, sous forme
de coefficients G; a U;. On réécrit alors chacun des éléments a;; définis aux équations
(3.24) a (3.29) sous la forme

ap = Gi+zx, i=1,..,6

ap = Hi+y, 1=1,..,6

a3 = K;+z2, 1=1,..,6

as = Liy+Mz+ N;, 1=1,...,6

ais = Pr+Qiz+R;, i=1,...,6

aeg = Sic+Ty+U;, i=1,..6

avec, apres simplifications

Gi = Q11p;m + Cth;y + Q13p;z —biz, 1=1,...,6 (4.8)
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H;, = 921p;~z+CI22p;y+Cl23p;z—biy, 1=1,...,6 (4.9)
Ki = gupi, + Gbiy + G3Pi, —biz, i=1,...,6 (4.10)
Li = —(K;+b), i=1,..6 (4.11)
M, = Hi+by, i=1,..,6 (4.12)
N, = —byL;—byMi, i=1,..,6 (4.13)
P = —L, i=1,..6 (4.14)
Qi = —(Gi+by), i=1,..6 (4.15)
R, = biyLi—b,Q;, i=1,...6 (4.16)
S, = —M, i=1,..6 (4.17)
T, = —Q;, i=1,...6 (4.18)
U = biuMi+byQi i=1,..,6 (4.19)

On voit donc que les coefficients GG; a U; ne dépendent que des parametres architec-
turaux du manipulateur (coordonnées des points B; et P;) ainsi que de l'orientation de

celui-ci (éléments g;;).

4.2.1 Configurations singulieres

En utilisant la formulation définie ci-dessus, il est possible de développer le déterminant
de la matrice A pour obtenir une expression polynomiale en z, y et z qui représente
les lieux de singularité dans I’espace cartésien pour une orientation donnée de la plate-
forme. Le polynome ainsi obtenu est de degré 4 tandis que chacune des variables x, y
et z prise séparément a un degré maximal de 3. Cette expression peut étre écrite sous
la forme

A1$3 + AQJJQ + A3.’L‘ + A4 =0 (420)

ol les coefficients A;,¢ = 1,2, 3,4, sont des fonctions qui dépendent des coordonnées

cartésiennes y et z du robot et sont exprimés par

A1 = Biy+ By (4.21)
Ay = Bsy?+ By + Bs (4.22)
As = Bsy’ + Bry’ + Bsy + By (4.23)
Ay = Bioy®+ Buy® + By + Bis (4.24)
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ou les coefficients B;,7 = 1,2, ....,13, ne dépendent que de la coordonnée cartésienne z

du robot et sont a leur tour exprimés par

By
B,
B;
B,
B;
Bg
By
By

Gy

Coz 4+ Cs

Cy

Csz + Cg

C722 4 Cgz + Cy

Cho

Criz+ Cig

Ci32°> 4+ Cuaz + Cis

Ci62* 4+ C172° + C1z + Chg
Coz + Co

Cpo2® + Cozz + Cay

Co52° + Ca62” + Corz + Cog
Co92® 4+ C302° + C312 + Csp

Les coefficients C;,1 = 1,2,...,32, sont des constantes (dépendent des parametres

architecturaux ainsi que de l'orientation de la plate-forme). La grosseur de ces cons-

tantes est cependant problématique. Les plus petites constantes ont 240 lignes chacune

(720 termes), soit 4 pages, tandis que la constante la plus grande compte 2850 lignes

(8550 termes), soit 48 pages. En fait, la longueur totale du déterminant est de 26 582

lignes, soit environ 440 pages. Il est alors évident que ces coefficients sont beaucoup

trop grands et que leur traitement sera tres difficile. On refait alors la méme étude

mais en simplifiant notre modéle cinématique.

4.3 Changement de repere

On utilise maintenant la matrice jacobienne A définie & la section 3.4 (d’apres les

équations (3.88) a (3.96)), c’est-a-dire en plagant les reperes a certains points d’ancrage.
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4.3.1 Modele de travail: matrice Q

De la méme facon qu’a la section 4.1, on remplace les éléments g;; de la matrice de

rotation Q définis aux équations (3.39) a (3.47) ou (3.49) & (3.57) par des coefficients.

La matrice a alors la forme de 1’équation (4.1). On insére ces coefficients dans la matrice

jacobienne A puis on tente de développer son déterminant. Aucun résultat n’est obtenu

car la matrice est toujours trop complexe.

4.3.2 Modéele de travail: matrice A

On regroupe les éléments devant les variables cartésiennes x, y et z sous forme de

coefficients G; a U; comme a la section 4.2. Les éléments a;; sont réécrits sous la forme

a1

Q32

;3

(477

ais

Q46

Gi+$, 221,,6
Hi+y, i=1,..6
Ki+z i=1,..6

Sixk+Tiy+U;, i=1,..6

qui est la méme qu’aux équations (4.2) & (4.7), mais avec

G1:H1:K1: ..... :T1:

et puis,

Gy = Q11p’2$_b2m

Hy, = Qle’Q;c
K, = Q31p’2$
Ly, = —-K,
M, = H,
Ny, =0

P, = —L,

Q2 = —(Ga2+boy)
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Ry = boyls (4.53)

Sy = —M, (4.54)

I, = —Q (4.55)

Uy = boulMy (4.56)

et

Gs = qups, + Q12Psy — bas (4.57)
H; = q21p,£’)w+QZ2pI£}y_b3y (4.58)
K3 = q31ps, + G32Ds, (4.59)
Ly = —K; (4.60)
M; = Hjz+bsy (4.61)
Ny = —bgyLs (4.62)
P = —I (4.63)
Qs = —(G3+bs) (4.64)
Ry = b3, L3 (4.65)
Sy = —My (4.66)
I3 = —-Qs (4.67)
Us = byoMs + b3y Qs (4.68)

Les termes G; a U;, avec © = 4,5, 6 sont exactement les mémes que ceux présentés aux
équations (4.8) a (4.19).

4.3.2.1 Configurations singuliéres

En développant le déterminant de la matrice jacobienne A, on obtient également un
polynéome en z,y,z de degré 4 ou les termes en z, y et z ont un degré maximum
de 3. Cette expression peut étre écrite sous la méme forme que précédemment, soit
les équations (4.20), (4.21) & (4.24) ainsi que (4.25) a (4.37). Le type d’expression
obtenu pour représenter les singularités de type Il est donc le méme indépendamment
du modele cinématique utilisé. En fait, 'utilisation d’un systéme de coordonnées qui

simplifie la matrice jacobienne se répercute sur les coefficients C;,7 = 1,2, ..., 32. Les
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plus petites constantes ont maintenant 30 lignes chacune (120 termes), soit une demi-
page, tandis que la constante la plus grande compte 360 lignes (1080 termes), soit 6
pages. La longueur totale du déterminant est ainsi réduite a environ 55 pages, au lieu
des 440 que 'on avait précédemment. Malgré le fait que ceci représente une réduction
significative par rapport au cas général, ce résultat est toujours trop long et beaucoup
trop complexe spécialement dans un contexte d’analyse cinématique en temps réel ou

cette procédure doit étre repétée plusieurs fois.

4.4 Conclusion

En sachant que la complexité provenait de la matrice de rotation Q, notre deuxieme
approche a été d’apporter successivement des modifications a la matrice de rotation
Q et a la matrice jacobienne A avant de développer son déterminant. On a alors
regroupé sous forme de coefficients les termes devant les variables zyz dans la matrice
jacobienne A. Contrairement & notre premiere approche — l’expansion directe —
I’expansion semi-directe nous a permis d’obtenir une expression analytique pour la
représentation des singularités de type II. Le développement du déterminant de A
donne une équation polynomiale de degré 4 en zyz ou les termes z, y et z ont un degré
maximal de 3. La longueur de cette expression est de 450 pages pour le cas général
et de 55 pages pour le cas simplifié. Cependant, cette expression demeure beaucoup
trop longue pour I'utilisation d’outils informatiques interactifs. Une troisiéme approche

encore plus efficace est alors introduite dans le prochain chapitre.
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Chapitre 5

Troisieme approche: expansion

cascadée du déterminant

Le but de ce chapitre est de réduire la taille — et ainsi le temps de calcul — de
I’expression obtenue pour le déterminant de la matrice jacobienne A. Comme il a
été spécifié dans le Chapitre 3, 'utilisation d’un logiciel de calcul symbolique comme
Mathematica ne nous permet pas de controler ’algorithme qui est utilisé pour calculer
le déterminant. Ainsi, un algorithme sera développé spécialement pour nos besoins.
La méthode consiste & décomposer le déterminant par les cofacteurs de la premiere
ligne. L’avantage d’utiliser cette méthode est que I’expansion du déterminant est ainsi
divisée en plusieurs étapes, lesquelles permettent des simplifications intermédiaires.
Regardons plus en détail ce que nous entendons par décomposition selon les cofacteurs

de la premiere ligne.
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Définition 5.1 Le déterminant de la matrice carrée A, de dimensions nXn, peut étre
développé comme une combinaison des éléments de la 1éme ligne et des cofacteurs de

la ligne 1, c’est-a-dire
det(A) = auM;; + a;aM;e + ... + a5, My, (51)

ot les cofacteurs M;; sont le déterminant de la matrice A;; avec le signe approprié,
c’est-a-dire,

et ou la matrice A;; est formée en enlevant la iéme ligne et la jéme colonne de la

matrice A.

Cette définition exprime donc le déterminant de la matrice jacobienne A comme une
combinaison de déterminants de dimension (n — 1). Suivant ces équations, le détermi-
nant de la matrice jacobienne A de dimensions 6 x 6 développé en utilisant la premiere

ligne est alors écrit comme,

det(A) = ai1 det(AH) — 19 det(Alz) + a3 det(Alg) -
a14 det(A14) + a5 det(A15) — Q16 det(Aw) (53)

oll, par exemple, la matrice Aq; est obtenue en enlevant la premiere ligne et la premiere
colonne de la matrice A. Ainsi, six déterminants de dimensions 5 x5 doivent maintenant
étre calculés. Comme la dimension de ces matrices est encore trop grande, on applique
de nouveau la décomposition par les cofacteurs de la premiere ligne. Les matrices de
dimensions 5 x 5 sont ainsi décomposées en matrices de dimensions 4 x 4. Cette méthode
est en fait appliquée jusqu’a ce que des matrices de dimensions 3 X 3 soient obtenues
(pour les détails de cette décomposition, se référer a I’Annexe A). A ce niveau, il est
possible d’obtenir une expression pour le déterminant de ces matrices de dimensions
3x3. Cette expression est par la suite réécrite sous forme polynomiale en fonction de
x, y et z, comme on I’a fait précédemment avec la matrice jacobienne A. Prenons un

exemple pour mieux comprendre I'insertion de ces coefficients.
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5.1 Exemple d’insertion de coefficients

Comme exemple, soit la matrice 3 x 3 associée aux lignes 4, 5, et 6 et aux colonnes 3,
4 et 5. Elle est définie par

43 Q44 Q45 (K4 +2) (Lay+ Myz+ Ny) (Piz + Qaz + Ry)
A345 = as3 Q54 G55 = (K5 + z) (L5y + M5z + N5) (P5.T =+ Q5z + R5) (5.4)
ag3 Ges Qg5 (Ke+2) (Ley+ Mez+ Ng) (Pox + Qo2+ Rg)

Son déterminant, en insérant des coefficients devant les variables x, y et z, est alors

écrit comme

det(A345) = F1 + FQ.’E + ng + F4.Ty + F5Z + FG.TZ + F7yZ + Fgﬂ?yZ +
F922 + F10.Z'22 + F11y22 + F1223 (55)

avec les coefficients F;,7 = 1,...,12, suivants

F\ = —KgNsRy+ KsNgRy + KgNyRs — KyNgRs — Ks NyRg + K4 N5 Rg (5.6)
F, = —KgNsP,+ KsNgPy + KgNyPs — KyNgPs — K5 Ny P + K4N5FPg (5.7)
Fy = —K¢LsRy+ KsL¢Ry + KgLyRs — KyLgRs — KsLyRg + K, L5 R (5.8)
F, = —KglLsPy+ KsLgPy+ KgLyPs — KyLgPs — K5 Ly Ps + K,L5Ps (5.9)
Fs = —NsRy+ NgRy+ NyRs — NgRs — NyRg + NsRg — KgN5sQ4 + K5NeQ4 +
KeNyQs — KyNeQs — KsNyQg + KyN5Q — KeMs Ry + Ks Mg Ry +
K¢MyRs — KyMgRs — KsMyRg + KyMsRg (5.10)
Fs = —Ke¢MsPy+ KsMgPy — N5 Py + NgPy + KeMyPs — KyMgPs + Ny Ps —
Ne¢Ps — KsM,Ps + KyM5Ps — NyPs + N5 P (5.11)
F; = —KgLsQs+ KsLeQy + KgL4Qs5 — Ky LeQs — KsLyQo + K4 LsQs — Ls Ry +
LeRy + LyRs — LgRs — LiRs + L5 Rq (5.12)
Fy = —LsP,+ LePy+ LyuPs — LgPs — Ly, Ps + Ls Ps (5.13)
Fy = —KeMsQs+ KsMgQs — N5Q4 + NeQu + KeMyQs — KyMeQs + NaQs —
NeQs — KsMyQs + KiM5Qe — NiQs + NsQe — MsRy + MRy +
MRs — MgRs — MyRs + M5 Rq (5.14)
Flo = —MsP;+ MgP, + M,Ps — MgPs — M, Ps + MsPs (5.15)
Fii = —LsQs+ LeQs + LaQs — LeQs — LaQs + LsQs (5.16)
Fio = —MsQ4+ MgQu + MuQs — MeQs — MyQe + MsQs (5.17)
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L’expression du déterminant de la matrice Aszys est ainsi considérablement sim-
plifiée. On se retrouve avec une équation de deux lignes (équation (5.5)) alors que
I’expression au long comporte une vingtaine de lignes. On voit donc qu’en suivant la
procédure décrite ci-haut, ’expression du déterminant de la matrice jacobienne A de
dimensions 6x6 sera simplifiée considérablement puisque chaque coefficient F; est mul-
tiplié plusieurs fois dans le calcul de son déterminant. Regardons maintenant en quoi

consiste 'algorithme de travail.

5.2 Algorithme de travail

En partant d’'une matrice de dimensions 6 x 6, 6 matrices différentes de dimensions
5 x b sont trouvées (équation (5.3)). De ces 6 matrices, on en trouve 15 de dimensions
4 x 4 lesquelles conduisent a 20 matrices de dimensions 3 x 3. On peut ainsi représenter
I’algorithme par quatre étapes, soit la détermination des matrices de dimensions 3x3,
4x4, 5x5 et 6x6. A chacune de ces étapes, on insérera de nouveaux coefficients. Les
coefficients de la matrice 6x6 sont les termes C;. Les coefficients des matrices 5x5
seront donc D;, ceux des matrices 4x4 F; et finalement F; seront les coefficients des
matrices 3x3. Ainsi, 'expression de chacun des coefficients C; sera beaucoup plus
simple. En fait, elle dépendra des coefficients D;, E; et F;. Rappelons que dans le
chapitre précédent, les coefficients C; dépendaient des coefficients G; a U; et avaient

entre 4 et 79 pages. Regardons plus en détail chacune des quatre étapes.

Premiere étape: Développement du déterminant des 20 matrices de dimensions 3X 3.
En trouvant le déterminant d’'une matrice 3x3, on obtient un polynéme de degré 3
qui dépend des coefficients G; a U;, avec ¢ = 4,5,6. On insere alors des coefficients
F; a lintérieur des polynémes, comme illustré aux équations (5.5) a (5.17). Avec les
20 déterminants a trouver, on introduit 201 coefficients F;. Chaque coefficient a entre
6 et 18 termes et leur expression est donnée a I’Annexe B. Les 20 déterminants de

dimensions 3x3 sont donc tous écrits sous la forme de I’équation (5.5).

Deuxiéme étape: Développement du déterminant des 15 matrices de dimensions 4X 4.
On trouve maintenant les déterminants des 15 différentes matrices de dimensions 4x4.

Comme on a utilisé la décomposition par cofacteurs de la premiere ligne, ces différents
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déterminants dépendront de la troisieme ligne, soit des coefficients G5 a Us, et des
déterminants des matrices de dimensions 3x 3, soit les coefficients £} a Fyy;. On insere
alors les coefficients F; a l'intérieur des polynomes devant les variables x, y et z. 1l
en résulte que 243 de ces coefficients sont définis. Ils ont entre 4 et 11 termes et leur
expression est donnée a I’Annexe C. Les 15 déterminants de dimensions 4x4 sont donc

tous écrits sous la forme de ’équation (5.5) mais avec des coefficients E;.

Troisieme étape: Développement du déterminant des 6 matrices de dimensions 5x 5.
On est rendu aux matrices de dimensions 5x5 et la procédure demeure toujours la
méme. On trouve leur déterminant a ’aide de la deuxiéme ligne et des déterminants
des matrices 4x4. Le polynome obtenu dépend alors des coefficients G5 a Us et de E; a
F43. On insere ainsi 141 coefficients D; a ’'intérieur des polynomes. Ils ont entre 5 et
13 termes et leur expression est donnée a I’Annexe D. Les 6 déterminants de dimensions
5x5 sont donc tous écrits sous la forme de I’équation (5.5) mais avec des coefficients
D;.

Quatrieme étape: Développement du déterminant de la matrice 6X 6.

Il ne reste maintenant que le déterminant de la matrice de dimensions 6x6. On obtient
alors un polynéme qui dépend des coefficients Gy a4 U; et de Dy a Dy4; (déterminants
des matrices 5x5). On insere alors les coefficients C; a 'intérieur du polynéme. Ainsi,
32 coeflicients sont introduits et ils ont entre 6 et 15 termes. Leur expression est donnée

a I’Annexe E.

5.3 Résultats

En développant le déterminant de la matrice jacobienne A selon 1’algorithme présenté
a la section précédente, un polynome en z,y, z de degré 4 est obtenu. Les termes en z,
y et z pris séparément ont quant a eux un degré maximum de 3. Cette expression peut
étre écrite sous la forme

A1$3 + AQ.’IZ’Q + A3.’L‘ + A4 =0 (518)

ou les coefficients A;,7 = 1,2, 3,4, sont des fonctions qui dépendent des coordonnées

cartésiennes y et z du robot, et sont donnés par:
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AQ = Bgy2 + B4y + B5 (520)

Ay = Bgy’ + By’ + Bsy + By (5.21)

Ay = By’ + Buy’ + By + Bis (5.22)
ou les coefficients B;,7 = 1,2, ....,13, ne dépendent que de la coordonnée cartésienne z
du robot, et sont

B = 5.23

(5.23)

By = Cyz+C; (5.24)
By = C4 (5.25)
By = Csz+Cs (5.26)
Bs = (C72° 4 Csz+ Cy (5.27)
Bs = Cy (5.28)
B; = Chz+Cie (5.29)
By = Ci32° +Cuz+Cis (5.30)
By = Ci62° + C172° + Cigz + Cig (5.31)
By = COypz+ Oy (5.32)
By = Cyp2®+Cpuz+Cy (5.33)
By = Co52° + Cge2® + Corz + Oyg (5.34)
Bis = (a7’ + C32” + C312 4 Csy (5.35)

et ou les coefficients C;,7 = 1,2, ...,32, sont des constantes. Ainsi, le résultat est un
polynome de degré 4 fonction de x, y et z obtenu a partir d’une cascade de 617 coeffi-
cients (C;, D;, E; et F;). La longueur de chaque coefficient est acceptable (maximum
3 lignes) tandis que la longueur totale de tous les coefficients, donc du déterminant,
est de 13 pages. Souvenons-nous que la longueur était de 450 pages avant 1’expansion
cascadée (section 4.2.1). Cette réduction significative de la longueur est due au fait
qu’avec un algorithme maison, il est possible de simplifier les expressions a chaque
étape de I'expansion du déterminant. Il s’en suit une importante réduction du temps
de calcul, rendant maintenant possible 1'utilisation de programme interactif. En fait, le
calcul des coefficients C; du polynone nécessite 4810 multiplications et 4234 additions-
soustractions, ce qui est bien peu compte tenu des ordinateurs et des controleurs utilisés

aujourd’hui.
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5.4 Changement de repeére

De la méme facon que précédemment, on refait I’étude mais avec le modele cinématique
simplifié. L’algorithme de travail présenté a la section 5.2 est exactement le méme a
I’exception que l'on utilise maintenant les équations définies a la section 4.3.2 pour
I’expression de la matrice jacobienne A. En développant le déterminant de la matrice
A selon I'algorithme présenté précédemment, I’équation polynomiale reste naturelle-
ment la méme puisque 1’on avait démontré a la section 4.3.2.1 que le type d’expression
obtenu pour représenter les singularités de type II est le méme indépendamment du
modele cinématique utilisé. Les changements se répercutent au niveau des coefficients.
En fait, quelques coefficients C; et D; sont maintenant égaux a zéro. Par conséquent,
I'utilisation du cas simplifié n’est pas justifiée si on tient compte du peu de simplifica-

tions qu’il apporte. On utilisera donc le cas général pour le reste de notre étude.

5.5 Etude de I’expression polynomiale

Plusieurs points marquants ressortent de notre expression polynomiale. Le plus impor-
tant est sans contredit que ce polynome est minimal. Pour s’en assurer, chacun des
coefficients C; de ’expression finale a été développé au long, c’est-a-dire explosé jusqu’a
ce qu’il dépende des termes G; a U; de la matrice jacobienne A. Par cette méthode,
on est revenu aux expressions obtenues dans le Chapitre 4. A vrai dire, sans cette
vérification, le polynéme normalement obtenu par I’expansion cascadée est de degré
6 alors que les termes z, y et z ont un degré maximal de 4 (comme au Chapitre 3,
section 3.3.1.2). Ceci vient du fait qu’en insérant nos coefficients a chacune des étapes,
certaines simplifications analytiques n’étaient plus possibles. Le développement au long
des coefficients C; nous permet donc de retomber sur I’expression minimale, ¢’est-a-dire
de degré 4.

Un autre point tres important est que cette équation polynomiale est valide pour
n’importe quelle matrice jacobienne A que 'on peut écrire sous la forme
(Gl’f‘l') (H1+y) (K1+z) (L1y+M1z+N1) (P1CL‘+Q1Z—}—R1) (S1:C—|—T1y+U1)
A= : : : : : : (5.36)

as1 a62 a3 a64 ags ag6

o1



En effet, lors du développement du déterminant par I’expansion cascadée, nous
avons utilisé la matrice jacobienne telle que définie a 1’équation (5.36). L’expression
est donc toujours bonne peu importe la définition des termes G; a U;. Au meilleur
de notre connaisance, les seules architectures pour lesquelles cette équation s’applique
sont celles construites selon le mécanisme de la plate-forme de Gough-Stewart. Comme
nous n’avons pas fait d’étude exhaustive sur ce sujet, nous ne pouvons tirer de fortes
conclusions mais nous considérons que notre expression puisse servir éventuellement a

d’autres types de mécanismes.

Finalement, le dernier point sur lequel une attention est portée est le degré des
variables z, y et z. Avec un degré maximum de 3 en z, y et z, il sera possible de
déterminer de fagon analytique les racines du polynéme. En effet, il est bien connu
qu’'une expression polynomiale de degré 3 possede des racines analytiques. Cet avan-
tage est énorme. Tout d’abord il nous sera possible de représenter graphiquement les
différentes racines de ’équation du déterminant. Comme il a été spécifié au Chapitre 2,
la connaissance des lieux de singularité dans I'espace de travail est nécessaire pour ne
pas perdre la rigidité naturelle des mécanismes. D’autre part, le fait d’avoir les racines
analytiques nous indique clairement quelles sont les configurations singulieres. Dans
un esprit d’optimisation, il pourrait étre possible d’utiliser la dérivée de ces expressions
dans I’espoir de les minimiser ou bien de les utiliser comme fonction potentielle dans
un algorithme d’optimisation. Enfin, avec un degré de trois, nous sommes aussi en
mesure d’affirmer que nous posséderons en tout temps au moins une racine réelle, ce

qui suppose l'existence de configurations singulieres.

A T’aide de tous ces résultats, nous énoncons donc le théoréme suivant:

Théoreme 5.1 L’ensemble des lieur de singularité de type II de tout manipulateur
paralléle dont la matrice jacobienne A s’écrit sous la forme de ’équation (5.36) est
représenté par une équation polynomiale minimale en xyz de degré mazimal de 4, alors

que le degré maximal des variables x, y et z prises séparément est de 3.
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5.6 Conclusion

Ce chapitre nous a finalement permis d’obtenir une expression de grandeur raisonnable
pour la représentation des lieux de singularité de type II. Les deux premieres approches
— expansion directe et semi-directe du déterminant — n’ayant pas donné de résultats
satisfaisants, une troisieme approche — expansion cascadée du déterminant — a été
utilisée, soit le développement du déterminant selon les cofacteurs de la premiere ligne.
On se retrouve alors avec un polynéme en zyz de degré maximal de 4, alors que les
variables prises séparément ont un degré maximal de 3. Ce polynome a 13 pages et a
été obtenu & partir d’une cascade de 617 coefficients (C;, D;, F; et F;). Tel qu’exprimé
dans le théoreme 5.1, ce résultat est valide pour tout manipulateur parallele dont la
matrice jacobienne A peut étre écrite sous la forme de I’équation (5.36). Nous allons
donc nous intéresser aux différents types d’architecture — donc aux définitions des
coefficients GG; a U; — reliés a la plate-forme de Gough-Stewart et pour lesquels notre

expression s’applique. Le chapitre suivant présente ces différents types d’architecture.
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Chapitre 6

Application a différents types

d’architectures

On a vu au Chapitre 5 ainsi qu’au Chapitre 4 que les lieux de singularités étaient
représentés par un polynome de degré 4 en xyz. Par ailleurs, ce résultat était fonction
des coefficients GG; a U;. On veut donc savoir maintenant quel effet aura la définition
de ces coeflicients sur ’expression des lieux de singularité. On élargit ainsi notre étude
sur différents types d’architectures de manipulateurs paralleles spatiaux a six degrés
de liberté. Comme chaque mécanisme a une définition des coefficients G; a U; qui lui
est propre, ’expression représentant les lieux de singularité de type II risque d’étre
différente pour chacun d’eux. On veut voir de quelle facon 1’expression se modifiera
et surtout remarquer si le nombre de racines du polynéme (c’est-a-dire le degré des
variables z, y et z) changera. Le nombre de racines augmente évidemment le nombre

de configurations singuliéres. Il est certain que I’on ne peut pas garantir la diminution
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ou I’élimination des configurations singuliéres dans 1’espace de travail par le simple
fait que le nombres de racine soit plus petit, mais il est possible de garantir que le
nombre total de singularités sera moindre. Si le nombre de racines diminue, il y aura
diminution du nombre de configurations singulieres pour des valeurs fixes d’un certain

nombre de variables cartésiennes.

6.1 Plate-forme de Gough-Stewart

Le premier mécanisme que 1’on étudie est tout simplement ’architecture présentée au
Chapitre 3 pour établir nos équations cinématiques: la plate-forme de Gough-Stewart
sous sa forme la plus générale. Les points situés a la base et a la plate-forme sont
localisés de facon générale en trois dimensions. On utilise alors les définitions des coef-
ficients G; a U; établies aux équations (4.8) & (4.19). En les insérant dans I’expression
représentant les lieux de singularité (section 5.3), on se retrouve maintenant avec un
polynéme de degré 3, au lieu de 4 comme auparavant. Le degré des variables z, y
et z demeure cependant de 3. On a donc diminué le degré total du polynome mais
le nombre de racines demeure le méme, soit 3. Il en résulte que quelques coefficients
intermédiaires sont égaux a zéro (512 coefficients non nuls restent comparativement a
617), mais le nombre de racines du polynéme demeure le méme. Comme la réécriture
de 512 coefficients est trop honéreuse, on indique a I’Annexe F les coefficients qui sont
nuls. Ainsi, on pourra utiliser les coefficients définis aux Annexes B a E pour ce type de
plate-forme mais en enlevant les coefficients qui sont maintenant nuls. Nous énoncons

ainsi un deuxiéme théoréme.

Théoreme 6.1 L’ensemble des lieux de singularité de type II de la plate-forme de
Gough-Stewart d’architecture générale est représenté par une équation polynomiale mi-
nimale en xyz de degré maximal de 3, alors que le degré maximal des variables z, y et

z prises séparément est également de 3.
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6.2 Base coplanaire

On entend par base coplanaire une architecture pour laquelle tous les points sur la base
du mécanisme sont dans le méme plan, alors que ceux sur la plate-forme demeurent
localisés arbitrairement en trois dimensions. Il faut noter que tous les mécanismes
connus de 'auteur sont faits, en tout ou en partie, de cette architecture. En regardant
de nouveau tous les exemples d’applications présentés dans le Chapitre 1 (Figure 1.5
et 1.6), on se rend compte que les points sur la base sont toujours dans le méme plan
(souvent le plancher). Pour retrouver 1’équation des lieux de singularité, on utilise
encore les définitions des coefficients G; a U; établies aux équations (4.8) a (4.19), mais
cette fois avec

b, = by, =---=bs, (6.1)

Le résultat est plutot intéressant: 1’équation représentant les lieux de singularité pour
ce type d’architecture est encore un polynome de degré 3, mais les variables = et y ont
maintenant un degré maximal de 2 tandis que la variable z demeure de degré 3. Le
nombre de racines en z et y devient donc 2. La réduction du nombre de racines du
polynome représentant les lieux de singularité se traduit ainsi par une diminution des
configurations singulieres pour cette architecture. Un troisieme théoreme peut ainsi

étre énoncé.

Théoreme 6.2 L’ensemble des lieux de singularité de type II de la plate-forme de
Gough-Stewart dont les points sur la base sont coplanaires est représenté par une
équation polynomiale minimale en zyz de degré mazimal de 3, alors que le degré mazi-

mal des variables x, y et z prises séparément est respectivement de 2, 2 et 3.

6.3 Architecture du type SSM

Le terme SSM provient de la nomenclature employée dans les différents articles et
rapports traitant des manipulateurs paralléles (voir entre autres Merlet(1988, 1989,
1990)). 1l s’agit de 'acronyme des termes anglais Simplified Symmetric Manipulator. 11
est vrai que la traduction francaise de ce terme aurait pu étre faite, mais cet acronyme

est abondamment employé dans le domaine et ce méme en francais ou il est d’ores et
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/ Axe de Symétrie

Figure 6.1: Architecture du type SSM (vue du dessus).

déja tres bien accepté ainsi. Ce type d’architecture comporte deux caractéristiques,

soit que

e la base et la plate-forme sont toutes les deux coplanaires;

e la base et la plate-forme sont symétriques par rapport a un axe.

Un exemple de cette architecture est montré a la Figure 6.1. Il faut noter que ce
type d’architecture est présentement le plus utilisé dans le monde. La majorité des
simulateurs de vol sont construits de cette fagcon ainsi que de nombreux prototypes

servant a la recherche.

Pour retrouver le polynome qui nous intéresse, les valeurs suivantes sont utilisées

pour les différents points d’ancrages de la plate-forme et de la base.
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by = [bia, by, blz]T p’1 = [pllw’plly’pllz]T
by = [=biz, by, bi.]" Py = [—Pigs Prys P1]"
J B3 = [ba, by, bi)” D3 = [D3g> D3y P12]" | (6.2)
by = [bag, bay, bi.]" Py = [Py Pays P1]"
bs = [~baz, by, b1.]" Ps = [~Pag» Pays P1.]"
| be = [~bas, bay, bi.|" P = (D3, Pays P1a)”

L’utilisation de ces valeurs dans I’expression des lieux de singularité nous ramene sur
le polynome de degré maximal de 3, alors que les variables x, y et z ont respectivement
un degré maximal de 2, 2 et 3. Le résultat est donc identique a celui obtenu lorsque
les points sur la base sont coplanaires. On en conclut que le fait de mettre les points
sur la plate-forme coplanaires et de supposer que celle-ci et la base soient symétriques
ne simplifie pas I'expression des lieux de singularité. La seule différence entre cette
architecture et celle ou les points sur la base sont coplanaires est au niveau du nombre

de coefficients. Il est quelque peu inférieur pour le SSM (se référer a4 I’Annexe F).

6.4 Architecture du type TSSM

Cette appellation provient elle aussi d’un terme anglais, soit Triangular Simplified Sym-
metric Manipulator. Cette architecture comporte les trois caractéristiques suivantes:
e la base et la plate-forme sont toutes les deux coplanaires;
e la base est symétrique par rapport a un axe;
e la plate-forme est triangulaire et symétrique par rapport a4 un axe (isocele).
Un exemple de cette architecture est montré a la Figure 6.2. Il s’agit donc d’une

architecture du type SSM pour laquelle on lie les points situés sur la plate-forme deux

a deux.

Pour retrouver le polynéme qui nous intéresse on utilise, selon la Figure 6.2, les

valeurs suivantes pour les différents points d’ancrages de la plate-forme et de la base.
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Figure 6.2: Architecture du type TSSM (vue du dessus).

N\

[ by = [bis, bry, b1.]” P = [Pror Pry P1al"
by = [~big, biy, bi2]" Po = [P1gs Prys Pr1o]”
) bs= [b3z, bsy, brz]” D3 = [P3g> D3y P1o]" (6.3)
by = [bys, bay, bIZ]T pil = [pg’,z,pi")yapllz]T
bs = [~baz, by, b1.]" Ps = [~DPag, Pays D1.] "
| bs = [—bsq, bay, br]" D = [~Dsas Pays P12)” )

On se retrouve alors avec un polynome de degré maximal de 3, alors que les variables
x, y et z ont respectivement un degré maximal de 2, 2 et 3. Le résultat est donc
identique a celui obtenu lorsque les points sur la base sont coplanaires ainsi que pour
I’architecture du type SSM, a I'exception du nombre de coefficients qui est encore un

peu plus petit (se référer a I’Annexe F).
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Figure 6.3: Architecture du type MSSM (vue du dessus).

6.5 Architecture du type MSSM

La derniere architecture de cette famille est le Minimal Simplified Symmetric Manipu-

lator. Elle comporte les deux caractéristiques suivantes:

e la base et la plate-forme sont toutes les deux coplanaires;

e la base et la plate-forme sont triangulaires et symétriques par rapport a un axe

(triangles isoceles).

Un exemple de cette architecture est montré a la Figure 6.3. Il s’agit tout simple-
ment d’une architecture du type TSSM pour laquelle on lie les points situés sur la base
deux a deux. Il faut cependant noter que cette architecture est difficile a réaliser en
pratique si on tient compte des articulations mécaniques passives que I’on doit insérer
a la base et a la plate-forme du mécanisme. Son étude sera néanmoins effectuée ici car

nous allons nous référer ultérieurement & ces résultats.
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Architecture degré polynome degré de x,y,z nb coefficients
Forme de A (Chap. 5) 4 3,3,3 617
Gough-Stewart générale 3 3,3,3 512

Base coplanaire 3 2,2,3 465
SSM 3 2,2,3 447
TSSM 3 2,2,3 354
MSSM 3 2,2,3 359

Tableau 6.1: Application de I’équation représentant les lieux de singularité de type IT

sur différentes architectures.

Pour retrouver le polynéme qui nous intéresse, on utilise les valeurs suivantes pour

les différents points d’ancrages de la plate-forme et de la base.

N\

bl = [blwa blya blz]T p’1 = [pllzapllyapllz]T
b2 - [_blwa blya blz]T p12 = [pllzapllyapllz]T
< b3 = [_blxa blya blz]T p:‘& = [pi‘iwapi‘syapllz]T { (6 4)
b4 = [b417 b4y7 blZ]T p:} = [p;zﬁp:}y7p’]_z]T
b5 = [b4wa b4ya blz]T pi“, = [_p’:;m,pl?,yapllz]T
\ b6 = [blza blya blz]T p’6 = [_p;};capl?,yapllz]T )

On se retrouve alors avec un polynéme de degré maximal de 3, alors que les variables
x, y et z ont respectivement un degré maximal de 2, 2 et 3. Le résultat est donc
identique a celui obtenu lorsque les points sur la base sont coplanaires ainsi qu’avec les
architectures SSM et TSSM.

6.6 Conclusion

Ce chapitre nous a permis d’analyser D'effet des coefficients G; a U; sur ’équation
représentant les lieux de singularité de type II. On a d’abord remarqué que 1’équation
polynomiale devenait de degré 3 pour l'architecture générale de la plate-forme de

Gough-Stewart. Pour une base coplanaire, le degré des variables = et y est diminué
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a 2. Ce résultat est demeuré identique pour tous les autres types d’architecture sim-
plifiés qui ont été étudiés. En réalité, la différence entre ceux-ci était le nombre de
coefficients non nuls ainsi que le nombre d’opérations. Cependant, comme 1’équation
générale présentée au Chapitre 5 s’étudie déja tres bien en temps réel a l'aide d’outils
informatiques, nous n’accorderons pas d’importance a ces éléments. Le Tableau 6.1
synthétise ces différents résultats. A noter que le nombre de coefficients a été inséré

titre informatif.
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Chapitre 7

Comparaisons analytiques et

numériques

Le dernier chapitre nous a permis d’appliquer I’expression analytique des lieux de singu-
larité aux différents types d’architectures utilisés présentement en industrie ou dans le
domaine de la recherche. Le premier objectif que 1’on s’était fixé, c’est-a-dire d’obtenir
une expression analytique représentant les lieux de singularité de type /I, est maintenant
atteint. On connait donc tres bien les configurations cartésiennes pour lesquelles une
singularité se produit. On veut maintenant comparer notre expression avec les différents
travaux effectués précédemment par d’autres chercheurs. Analytiquement, on sait déja
que la seule étude qui a été faite sur la détermination des configurations singuliéres
est I'utilisation de la géométrie de Grassmann. Nous allons donc la présenter ici et la
comparer avec notre équation. Par ailleurs, des chercheurs se sont également intéressés

a la détermination de propriétés cinématiques, comme les lieux de singularité, mais de
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Figure 7.1: Coordonnées de Pliicker.

fagon numérique. C’est ainsi que le concept de dextérité, introduit brievement au début
du Chapitre 2, est utilisé pour représenter les courbes de précision des manipulateurs.
Comme les configurations singuliéres correspondent a une précision nulle, ce concept

nous sera tres utile pour vérifier notre équation.

7.1 Géométrie de Grassmann

Le Chapitre 3 nous a permis de constater que la matrice jacobienne A est assez com-
plexe et que ’expression de son déterminant n’est pas simple a obtenir. C’est ainsi que
Merlet (1988, 1989, 1990) a utilisé une méthode basée sur la géométrie de Grassmann
pour caractériser les configurations singulieres. Cette méthode repose sur le fait que
chaque configuration singuliere correspond a une condition géométrique bien spécifique.
Jusqu’a maintenant, ces études représentaient la seule percée dans la détermination
d’expressions analytiques pour la plate-forme de Gough-Stewart. Voici une bréve in-

troduction de cette géométrie.

Cette approche est basée sur la représentation des droites par les coordonnées de
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Pliicker. Introduisons alors brievement ces coordonnées. On considére deux points
sur une droite, soit M; et My, et un repere de référence R, qui a comme origine le
point O (Figure 7.1). Les vecteurs m; et my sont définis comme les vecteurs reliant
respectivement l'origine O aux points M; et M,. Considérons maintenant les deux

vecteurs tridimensionnels s et m définis par

S = Iy — 1y (71)

m = m; XMy =my XS=1m; X8 (7.2)

Si on assemble ces deux vecteurs dans un vecteur a six dimensions on obtient le vecteur

u des coordonnées de Pliicker de cette droite, soit
u=[s",m"" (7.3)

C’est, ainsi qu’en considérant les vecteurs des coordonnées de Pliicker associés a six
différentes droites, on peut définir une matrice P de dimensions 6 x6 constituée de ces
six vecteurs, c’est-a-dire

P = [ul,'IJQ,...,U(;] (74)

Il est alors possible de démontrer, a 1’aide des forces articulaires et externes ap-
pliquées sur la plate-forme de Gough-Stewart, que la matrice P est identique a la

transposée de la matrice jacobienne A du manipulateur, soit
P=A" (7.5)
que ’on peut également écrire sous la forme
A=P"=[u,u,,...,u" (7.6)

La matrice jacobienne A peut donc étre obtenue a ’aide des vecteurs de Pliicker. Les
vecteurs a; définis a 1’équation (3.23) sont alors équivalents aux vecteurs u; des coor-
données de Pliicker. Les vecteurs u; représentent ainsi chacune des six pattes du mani-
pulateur. Par ailleurs, on sait que I’on est en configuration singuliére lorsque la matrice
jacobienne A est singuliere, c’est-a-dire qu’elle n’est pas de rang plein. Il y a donc, selon
I'équation (7.6), une dépendance linéaire entre les différents vecteurs de Pliicker. Grass-
mann (Dandurand 1984; Veblen et Young 1910) a montré que la dépendance linéaire de

ces vecteurs induit des relations géométriques sur les droites associées a ces différents
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vecteurs. Donc, dans notre cas, il y aura des dépendances géométriques entre les six
pattes du manipulateur. C’est ainsi qu’en se basant sur la variété de droites étudiées
par Grassmann et en I’appliquant a la plate-forme de Gough-Stewart, 13 conditions
géométriques différentes conduisant a des configurations singuliéres ont été identifiées
par Merlet (1988). Parmi celles-ci, on retrouve des configurations singuliéres lorsque
les droites associées a quatre vérins sont dans le méme plan ou bien que les droites
associées a quatre vérins passent par un point commun dans I’espace. Choisissons alors

une architecture pour notre comparaison.

7.1.1 Etude du MSSM

Les différents types d’architectures étudiés par Merlet dans son rapport détaillé sur
I’application de la géométrie de Grassmann au cas des manipulateurs paralleles ont
tous été présentés au chapitre précédent, soit le SSM, le TSSM de méme que le
MSSM. Malheureusement, on ne pourra comparer notre équation avec tous ces types
d’architectures. En utilisant la géométrie de Grassmann, il est facile de déterminer les
conditions géométriques produisant les configurations singulieres mais il est tres difficile
de les exprimer mathématiquement. C’est ainsi que pour l'architecture du type SSM,
certaines équations provenant des conditions géométriques manquent encore. Le mani-
pulateur que I'on utilisera pour vérifier notre équation sera alors le MSSM — Minimal
Simplified Symmetric Manipulator — et ce pour deux raisons. La premiére est que 1’on
connailt toutes les équations mathématiques permettant de représenter les différentes
conditions géométriques pour ce type d’architecture. La deuxieme est qu’il a été possi-
ble de récupérer des programmes congus et vérifiés par Merlet (1988) pour la dérivation
de ces équations mathématiques. On suppose ainsi que les différents résultats présentés

ici, et provenant de la géométrie de Grassmann, sont exacts.

Pour le MSSM, trois conditions géométriques conduisant a des configurations sin-
gulieres ont été identifiées par Merlet (1988). De facon bréve, il s’agit des trois condi-

tions suivantes:

e Condition 3D: lorsque quatre pattes sont coplanaires;

e Condition 5A: lorsque dans chacun des trois plans formés par les droites 1-6, 2-3
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Figure 7.2: Notation utilisée pour I’architecture du type MSSM (vue du dessus).

et 4-5, il y a une droite D; qui est coplanaire avec le plan de base tel que les
trois droites D; s’intersectent en un point commun. On nomme cette condition

complexe non singulier;

e Condition 5B: lorsque toutes les pattes sont concourantes avec une droite de

I’espace.

Quant a D’architecture et la nomenclature du MSSM qui seront utilisées pour les
différents calculs, elles sont représentées a la Figure 7.2. Les parametres architecturaux

sont alors les suivants

,

by = [biz, 0,0]7 p; = [0, ), 0]"
by = [~b1z,0,0]T p, = [0,py,,0]”
) bs = [=b1, 0,0/ p%, = [p;a,z, 0,0" | (7.7)
by = [0, by, 0]" Py = [P3,,0,0]"
bs = [0, bay, 0]" Ps = [P, 0,0]"
| b = [b15,0,0]” Pg = [P35, 0,07

. . !
On remarque que l'on se retrouve avec seulement quatre inconnues, soit biz, bay, py,
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Figure 7.3: Condition géométrique 3D selon la géométrie de Grassmann.

! . 7’ 7 . . . 7 .
et ps,, au lieu de 36 pour le cas général ce qui simplifiera de beaucoup les équations.
Analysons maintenant chacune des trois conditions géométriques pour trouver les ex-
pressions mathématiques qui nous intéressent. Tous les développements qui suivent

proviennent de Merlet (1988).

7.1.1.1 Condition 3D, cas général: quatre pattes sont coplanaires

La premiere condition que ’on étudie se nomme, selon la classification de Merlet, 3D.
Elle correspond géométriquement a la localisation de quatre pattes dans le méme plan.
Trois quadruplets de droites peuvent satisfaire cette condition, soit les droites associées
aux vérins 1-2-3-6, 1-4-5-6 et 2-3-4-5. Prenons le premier groupe de quatre droites
comme exemple (Figure 7.3). Pour commencer, on doit d’abord définir les droites

associées aux différents vérins. On écrit alors:

ol les vecteurs p; et b; sont définis d’aprés le modele géométrique du Chapitre 3 et

sont

bi = [bizvbiyabiz]T; 1= 1,...,6 (79)
pi = r+Qp;, i=1,..6 (7.10)

68



ou b: = [pixapiyapiz]Ta r = [.fC,y,Z]T et p; = [p;xap;yvp;z]T' Pour ce qUi est de la
matrice de rotation Q, on utilise le triplet d’angles d’Euler 1, 8, ¢ selon la convention

Q:, Qz, Q:, soit

cospcos g —sintpcosfsing — costsing —sinypcosfcos¢d  sinsinf
Q= | sintcos¢d + costpcosfsing —sinsing + costpcosfcosd — cosipsind (7.11)

sin @ sin ¢ sin @ cos ¢ cosf

Pour vérifier que les vérins 1, 2, 3 et 6 sont coplanaires, on résout le systeme d’équations

suivant

(L x 1) -1, = 0 (7.12)
(11 X 12) . 16 =0 (713)

Il s’agit d’un systeme linéaire en y et en z que ’on peut écrire sous la forme

ar b vyl _ | &
sl

La solution de ce systéeme d’équations nous donne donc I’équation représentant les
configurations singulieres lorsque les pattes 1, 2, 3 et 6 sont coplanaires. Cette solution
s’écrit

y = —p;y cos ¢ cos 1) cos O + p;y sin ¢ sin 1) (7.15)

z = —p;-y cos ¢sin f (7.16)
Pour les deux autres quadruplets de droites pouvant satisfaire cette condition, les
équations sont décrites & ’Annexe G. On doit cependant porter une attention sur un
point. Puisque 1’on résout un systéme de deux équations & deux inconnues (équation
(7.14)), un cas particulier se produit lorsque le déterminant de ce systéme, c’est-a-dire

ai1by — agb; est nul. On doit donc procéder autrement pour identifier les équations

mathématiques représentant ce cas particulier.

7.1.1.2 Condition 3D, cas particulier: quatre pattes sont coplanaires

La résolution du systeme d’équations présenté ci-haut est singuliere lorsque

a162 - a2b1 =0 (717)
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qui donne dans notre cas ’équation suivante:
b} P}, P3, Sin Osiney = 0 (7.18)

On est donc dans le cas particulier lorsque sin @ = 0 ou bien siny = 0, soit # = 0,7 ou
1 = 0,7. On prend donc la valeur de z avec les valeurs correspondantes des angles 6

et 1 pour représenter mathématiquement cette condition. Avec ¢y = 0 on a

z =ytanf (7.19)
Avec ¢y =7 on a
z = —ytanf (7.20)
Et avec 0 =0ouf =m,on a
z2=0 (7.21)

Les équations (7.19) & (7.21) avec les valeurs correspondantes de v et 6 représentent
donc les équations analytiques exprimant cette condition géométrique. Pour les deux

autres quadruplets de pattes, les équations sont décrites a I’Annexe G.

7.1.1.3 Condition 5A: complexe non singulier

La caractérisation géométrique de ce complexe est que dans chacun des trois plans
formés par les droites 1-6, 2-3 et 4-5, il y a une droite D; qui est coplanaire avec le plan
de base tel que les trois droites D; s’intersectent en un point commun (La Figure 7.4
représente cette condition & ’exception du point de rencontre commun). En d’autres
mots, ce type de singularité se produit lorsque les droites des faisceaux (1,6), (2,3) et
(4,5) qui sont dans le plan de base intersectent le méme point. Si n;; indique la normale
au plan des droites 7, et m(Zy,, ym, 0) le vecteur position du point d’intersection, les

trois équations suivantes représentent cette condition géométrique, soit

d1 ‘Ng = (m - b1) ‘Ng = (722)
d3 gz = (m — b3) gz = (723)
d5 Iy = (m — b5) s yy = 0 (724)

ol les normales aux plans sont

neg = L xl (7.25)
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Figure 7.4: Condition géométrique 5A selon la géométrie de Grassmann.

Nog3 = 12 X 13

Ny = 14 X 15

On résout alors les deux équations (7.22) et (7.23) pour déterminer la valeur de z,, et y,,
du point d’intersection. On insere par la suite ces résultats dans 1’équation (7.24). Il en
résulte une équation de degré 3 en z, de 2 en x et de 2 en y, donc similaire a celle obtenue
a l’aide de la matrice jacobienne A (section 6.5) et qui représente mathématiquement

cette condition géométrique. Son expression au long est donnée a I’Annexe G.

7.1.1.4 Condition 5B, cas général: six pattes coupent une méme droite

Un exemple de ce type de configuration est illustré a la Figure 7.5. Il se produit lorsque
six pattes coupent une méme droite dans I’espace. Prenons une des trois configurations
possibles pour établir nos équations (Figure 7.5). On suppose ici que les segments 1,
2 et 3 soient coplanaires (zone grise). On prend alors une droite (nommée D), qui
passe par les articulations B; et P3. Cette droite coupe ainsi les segments 1,2,3,4 et

6. Il ne reste plus que le segment 5 a relier a cette droite. On identifie alors le point
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Figure 7.5: Condition géométrique 5B selon la géométrie de Grassmann.

M comme le point d’intersection de la droite 5 avec le plan 1-2-3. On voit ainsi tres
clairement qu’en effectuant une rotation du plateau mobile autour de ’aréte P, P, il est
possible de déplacer le point M sur la droite D. La droite D a alors un point commun
avec chacune des six droites associées aux segments. Ces conditions géométriques se
traduisent en deux équations mathématiques. Tout d’abord par le fait que les droites
1-2-3 sont coplanaires, ce qui s’exprime par

(L x1)-13=0 (7.28)
et puis par une relation supplémentaire qui exprime 'appartenance du point M a la
droite D, ou tout simplement qui indique que les deux droites 15 et puis D se croisent
en un point. La relation que I'on choisit est la suivante: si les deux droites ont un point

commun, elles forment alors un plan, et le produit scalaire d’un vecteur de ce plan avec

sa normale — le produit vectoriel des deux droites — doit donner zéro. On écrit
La relation montrant que les droites 15 et D se coupent est donc

(b5 — b1) . (d X 15) =0 (730)
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On utilise alors les équations (7.28) et (7.30) comme un systéeme de deux équations &

deux inconnues, soit y et z. La solution de ce systéme d’équations nous permet d’avoir

la relation mathématique décrivant les lieux de singularité ou les six droites associées

aux segments coupent une méme droite. Elle est:

avec

Ey

Es

Elx + E2
= — 7.31
y E, (7.31)
E4.T + E5
= —— 7.32
2 = T (7.32)

b4yp'1y cos ¢ cos 1 cos 0 sin ¢ — b4yp;$ cos ) cos fsin® ¢ —

biyPs, €OS @ sin Gsin ) — byypy, sin® ¢ sine (7.33)
—blmb4yp'1y coS ¢ cos Y cos B sin ¢ + blmb4yp;m cos 1) cos fsin? ¢ —

by Pag COS G COS P 8in ) + bysbay Py, cOS ¢ sin G sin g —

blwpllypgz cos 1 cos B sin ¢ sin Y + b1$b4yp’1y sin? ¢ sin 1) —

blmp'lyp;,m cos ¢sin? ¢ + b4yp'1yp'3$ cos 0 sin ¢ sin® ¢ (7.34)
b4yp'1y cos Y — b4yp'3z COS ¢ cos Y sin ¢ — b4yp'1y cos i sin? ¢ +

blmp'ly sin) — b4yp’1y cos ¢ cos 0 sin ¢ sin 1) + b4yp;,5c cos @ sin® ¢sin¢p (7.35)
b4yp'1y cos ¢ sin ¢ sin § — b4ypi% sin? ¢ sin @ (7.36)
—b13bayp),, €08 G sin ¢ sin O + byzbaypy, sin® ¢ sin f —

blzpllypgw sin ¢ sin 1) sin 6 (7.37)

Deux autres configurations de la plate-forme sont possibles pour obtenir cette con-

dition géométrique. Le premier cas est celui ou les droites 2, 3 et 4 sont coplanaires. La

droite D passe alors par les articulations B, et P, et touche ainsi aux segments 1,2,3,4

et 5. Il s’agit de trouver les conditions pour lesquelles les droites 2-3-4 sont coplanaires

ainsi que les conditions pour 'intersection de la droite lg et la droite D. Le deuxieme

cas est celui ol les droites 3, 4 et 5 sont coplanaires. La droite D passe alors par les

articulations By et Ps et touche ainsi aux segments 2,3,4,5 et 6. On doit ainsi trouver le

point d’intersection entre les droites 1; et D. Les expressions mathématiques exprimant

ces conditions géométriques sont données & I’Annexe G.
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7.1.1.5 Condition 5B, cas particulier: six pattes coupent une méme droite

Il ne nous reste que le cas particulier de la condition 5B. Comme c’était le cas pour
la condition 3D, il est possible que la résolution du systeme de deux équations a deux
inconnues — dans notre cas les équations (7.28) et (7.30) — soit singuliére. On est
donc dans le cas particulier de la condition 5B. En écrivant les deux équations sous la

forme matricielle

=g (7.38)

z
on obtient le cas particulier lorsque le déterminant de la matrice F est égal a zéro. En
reprenant ’exemple présenté a la section précédente, on trouve que ce cas particulier

se produit lorsque

_b4yp’1y cosy + b4yp;’;C oS ¢ cos 1 sin ¢ + b4yp’1y cos ¢ sin? ¢ — bup’ly sin ) +
b4yp’1y cOS ¢ €08 0 5in ¢ sin 1 — byyps, cos fsin® gpsin = 0 (7.39)

Comme il est impossible ici d’établir avec précision a quelle valeur de ¢, 6 ou
I’équation précédente est vérifiée, on isole la valeur de cosi et on la substitue dans

I'expression de la matrice de rotation Q (équation (7.11)). On prend alors

baypy, — bayPs, €O sin ¢ — byyp), sin® ¢
—b12Dy + bayp), €OS ¢ cos Osin ¢ — byyps, cos O sin® ¢

cos ) = sin ¢ (7.40)

Avec cette valeur, on trouve les expressions des variables x et z en solutionnant le
systeme d’équations (7.28) et (7.30). On se retrouve alors avec deux expressions assez

complexes que 1’on peut écrire sous la forme

Eey + E;

= = 7.41
- (7.41)
z = Eoy + Fro (7.42)

Ev

et ou les coefficients Eg & Ej; sont donnés & I’Annexe G. Les équations (7.41) et
(7.42) avec la valeur correspondante de cos représentent donc les équations analy-
tiques représentant cette condition géométrique. Pour les deux autres cas possibles, les

équations sont décrites a I’Annexe G.
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7.1.2 Comparaison

Puisque toutes les équations mathématiques provenant des différentes conditions géo-
métriques ont été dérivées, on peut maintenant établir une comparaison. Regardons
d’abord la condition 3D, c’est-a-dire lorsque quatre segments sont coplanaires. Les
équations décrivant ces singularités, pour les pattes 1-2-3-6, sont alors définies par les
équations (7.15) et (7.16), soit

y = —p;-y cos ¢ cos 1 cos B + p;-y sin ¢ sin ¢ (7.43)
z = —p;y cos ¢ sin 6 (7.44)

Des équations similaires de y et z ont été trouvées pour les deux autres quadruplets de
pattes (Annexe G), et par la suite pour les cas particuliers en spécifiant ’angle 6 ou

ainsi que z.

Lorsque 'on prend ces équations et qu’on les insere successivement dans 1’équation
des lieux de singularité obtenue a ’aide de la matrice jacobienne, on retrouve comme
résultat zéro, ce qui indique tres bien la validité de notre équation pour la condition
géométrique 3D. Il en est exactement de méme pour les trois cas possibles de la condition

géométrique HB: ils vérifient notre équation.

On arrive alors a la condition géométrique 5A. L’équation alors obtenue pour
représenter les lieux de singularité est un polynéme de degré 3 en z, et de 2 en x
et y. Le résultat est donc identique a 1’équation obtenue a ’aide de la matrice jaco-
bienne. D’ailleurs, chacun des 16 coefficients représentant cette équation, c¢’est-a-dire
les termes devant les variables zyz (Annexe G), sont identiques pour les deux équations.
11 faut se rappeler que I’équation polynomiale obtenue a I’aide de la matrice jacobienne
est unique et représente tous les cas géométriques de singularité possibles. De ce fait,
I’équation représentant la condition géométrique 5A représente aussi tous les cas de
singularité possibles. Cette condition géométrique englobe donc les conditions 3D ainsi
que 5B. On voit alors que toutes les équations mathématiques qui ont été obtenues pour
ces deux conditions géométriques ne sont plus nécessaires. En fait, elles représentent
des cas particuliers de 1’équation générale. L’utilisation de 1’équation obtenue a 'aide
de la matrice jacobienne s’avere beaucoup moins complexe que celles obtenues grace a

la géométrie de Grassmann.
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7.2 Indice de dextérité

Nous effectuons maintenant une comparaison numérique en utilisant le concept de
dextérité (Salisbury et Craig 1982). C’est un concept trés important en robotique. Il
permet de caractériser les capacités d’'un manipulateur a effectuer précisément des mou-
vements fins. En effet, étant donné une certaine précision des actionneurs, la précision
du mouvement obtenu a l'organe terminal dépendra des parametres géométriques du
manipulateur ainsi que de sa configuration. Nous établirons alors ’expression de la

dextérité a partir des équations de vitesse, c’est-a-dire

At =Bp (7.45)

Les matrices A et B caractérisent la transformation linéaire entre les vitesses carté-
siennes et articulaires et la dextérité sera par conséquent définie comme la qualité
de cette transformation linéaire. Lorsque la dextérité est nulle, c’est-a-dire lorsque la
transformation n’est plus de qualité, on est en configuration singuliere. On pourra ainsi
comparer I’équation obtenue pour I’expression des lieux de singularité avec les courbes
de dextérité. Par définition, la dextérité est définie comme I'inverse du conditionnement
d’une matrice J. On fait donc intervenir la notion de conditionnement utilisée en

analyse numérique.

Définition 7.1 On définit le conditionnement de la matrice J comme
K(3) = 11T~ (7.46)

ot ||J|| est la norme de la matrice J et s’écrit comme

13]| = \/tr(@WIT) (7.47)

et ot W est la matrice wl avec w = 1/n, n étant la dimension de la matrice J et 1 la

matrice identité de dimension nXxn.

En appliquant cette définition & la matrice jacobienne A de notre manipulateur, il
est possible d’obtenir des courbes représentant la dextérité du manipulateur associée a
cette matrice. C’est ce qui est présenté a la Figure 7.6. Le manipulateur choisi pour ces

représentations est celui présenté au Chapitre 3, c’est-a-dire d’architecture quelconque.
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Ses parametres géométriques se trouvent au Tableau 3.1. Quant a son orientation, on
prend les valeurs ¢ = —10°, § = —8° et 1 = 56° ou ¥, 0 et ¢ est un triplet d’angles
d’Euler selon la convention Q,Q,Q;. Deux différents exemples sont alors illustrés. Le
premier exemple (Figure 7.6(a)) représente une section dans un plan parallele au plan
xy lorsque z égale —52. Le second exemple (Figure 7.6(b)) représente une section dans
un plan parallele au plan zz lorsque y égale 84. On voit tres bien I’évolution de la
dextérité par le changement de densité du graphique. Plus la zone est foncée, meilleure
est la dextérité. A I’opposé, les parties blanches représentent une dextérité nulle. On
peut alors remarquer que la courbe représentant les lieux de singularité, c’est-a-dire

celle en trait noir, se superpose parfaitement a la dextérité comme on s’y attendait.

7.3 Conclusion

Ce chapitre nous a permis de comparer 1’expression polynomiale représentant les lieux
de singularité formulée dans ce mémoire avec la géométrie de Grassmann ainsi qu’avec
I'indice de dextérité. La présentation de la géométrie de Grassmann nous a permis de
constater que 1’on peut caractériser géométriquement tous les cas de dégénérescence
mais qu’il était tres difficile de les exprimer mathématiquement. De ce fait, la seule
architecture qu’il nous a été donné d’analyser est le MSSM. Il a alors été possible de
remarquer que toutes les équations provenant des conditions géométriques pour cette
architecture satisfaisaient 1’équation obtenue & I'aide de la matrice jacobienne. Il a
méme été démontré qu’une seule condition géométrique s’appliquait a cette architecture
alors que les équations provenant des trois conditions géométriques étaient utilisées.
De plus, certaines de ces expressions (voir par exemple le cas particulier 5B) sont
assez complexes et indiquent clairement que I’équation obtenue a 'aide de la matrice
jacobienne est beaucoup plus simple et conviviale a utiliser. Il ne nous reste plus qu’a
'utiliser pour représenter graphiquement les lieux de singularité et de la superposer a

I’espace de travail. C’est ce qui est présenté dans le prochain chapitre.
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-200 -100 0 100 200

(a) Plan parallele au plan zy

(b) Plan parallele au plan zz

Figure 7.6: Graphique de la dextérité montrant les lieux de singularité.
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Chapitre 8

Représentation graphique et

exemples d’applications

Ce dernier chapitre traite de la représentation graphique dans ’espace cartésien de
I’expression représentant les lieux de singularité ainsi que de son application sur deux
mécanismes connus. Comme on I’a déja mentionné, la superposition graphique des lieux
de singularité et de ’espace de travail est d'une grande utilité. Tout d’abord, d’un point
de vue de 'utilisation d’un mécanisme, elle nous permet de pouvoir identifier les zones
ol le mécanisme est en configuration singuliere dans son espace de travail. Il nous sera
donc possible d’éviter ces postures indésirables en modifiant la trajectoire. D’autre part,
I'intégration de cette représentation dans un outil informatisé de conception interactif
permet 1’évaluation rapide d’'une grande variété de géométries. Il sera ainsi possible

d’identifier les lieux de singularité deés la conception et d’en minimiser I'impact. On
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doit cependant noter que dans ce chapitre, on ne s’intéresse qu’a I’identification des con-
figurations singulieres dans ’espace de travail et non a la conception de manipulateurs

paralleles.

Pour visualiser les lieux de singularité et ’espace de travail, on utilise dans le présent
ouvrage un outil d’analyse interactif qui a été développé au Laboratoire de robotique
de 'Université Laval (Gosselin et al. 1992a; Gosselin et al. 1995). Il s’agit en fait d’un
logiciel de simulation pour différents types de mécanismes paralleles. Il permet de varier
a volonté les parametres géométriques et d’obtenir en temps réel ’espace atteignable,
les lieux de singularité et d’autres propriétés telles que la raideur et la dextérité. Les
résultats obtenus au Chapitre 5 ont donc été intégrés a ce logiciel pour visualiser les
lieux de singularité. Quant a l’espace de travail, il y est tracé a ’aide d’algorithmes
de représentation graphique présentés dans (Gosselin 1990) et (Gosselin et al. 1992b).
Les seules données nécessaires pour sa représentation sont les élongations maximales

(Pmaz) €t minimales (pi,) des actionneurs.

8.1 Simulateur de vol

Il va de soi que le premier mécanisme que ’on étudie est un simulateur de vol. La com-
pagnie canadienne CAE Electronique, basée a Ville St-Laurent, est un leader incontesté
dans le domaine des simulateurs de vol. Elle détient a elle seule pres de la moitié du
marché mondial dans ce domaine. Nous allons donc analyser une de leurs architectures.
En fait, CAE Electronique possede principalement quatre séries de simulateurs de vol.
La série 300 est la plus petite et est habituellement utilisée pour les hélicopteres et
pour les avions tres légers. Elle est la moins utilisée des quatre séries. Les séries 500
et 550 sont les séries standards qui sont utilisées par la majorité de leurs clients. C’est
d’ailleurs une de ces séries — la série 500 — que nous allons étudier. Quant a la série
750, elle est essentiellement comme la série 500 mais plus grosse de 50%. Elle est tres
populaire aupres des compagnies aériennes KLM et SWR. Elle nécessite cependant un
tres grand espace pour I’entreposage. C’est donc a partir de ces séries que les différents

simulateurs sont concus et adaptés aux conditions spécifiques des clients.
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! ! !

i biz biy biz Piz Diy Piz

1 -53.7093 -70.0272 0.00 -77.3 -3.75 -95.9782
2 -53.7093 70.0272 0.00 -77.3 3.75 -95.9782
3 -33.7907 81.5272 0.00 35.4024 68.8188 -95.9782
4 87.5 11.5 0.00 41.8976 65.0688 -95.9782
) 87.5 -11.5 0.00 41.8976 -65.0688 -95.9782
6 -33.7907 -81.5272 0.00 35.4024 -68.8188 -95.9782

Tableau 8.1: Parametres géométriques du simulateur de vol de CAE — Série 500

lOH ueurs en pouces).
(long

Tel que mentionné, I'architecture de la série 500 est choisie. Ses parametres géomé-
triques sont représentés au Tableau 8.1. Le logiciel utilisé au laboratoire permet alors
de visualiser ’architecture utilisée. C’est ce qui est illustré a la Figure 8.1. On constate
facilement que cette architecture est du type TSSM puisque i) la base et la plate-forme
sont toutes les deux coplanaires et puisque i) la base et la plate-forme sont symétriques

par rapport a un axe.

En utilisant les valeurs pn;, = 92 po. et ppme: = 146 po., on peut maintenant
visualiser I'espace de travail et les lieux de singularité de notre mécanisme en fixant
les parametres d’orientation. Pour les définir, on utilise le triplet d’angles d’Euler v,
f et ¢ d’apres la convention Q,Q,Q;. Deux exemples différents sont présentés. Le
premier exemple (Figure 8.2(a)) représente une section de I'espace de travail dans un
plan parallele au plan zz quand y = 11 po., ¢ = —12°, = —17° et ¢» = —3°. Le
second exemple (Figure 8.2(b)) représente lui aussi une section de P'espace de travail

dans un plan paralléle au plan zz mais avec y = 14 po., ¢ = —13°, 0 = 15° et ¢p = —3°.

On remarque dans ces deux figures que les courbes représentant les lieux de singu-
larité ne touchent pas a l’espace de travail du manipulateur. Ainsi, la planification de
trajectoire dans ces deux cas ne cause aucun probleme puisqu’il est impossible de passer
ou de s'immobiliser sur une configuration singuliere. Il ne faut toutefois pas généraliser.
Le nombre de combinaisons possibles pour fixer 'orientation est infini. Donc, on ne
peut garantir que les lieux de singularité ne croisent en aucun temps 1’espace de travail.

Néanmoins, on voit trés bien que pour une trajectoire connue, il est possible de vérifier
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(b) Vue de perspective

Figure 8.1: Simulateur de vol Série 500.
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Figure 8.2: Section de I'espace de travail obtenue pour le simulateur du Tableau 8.1 et

illustrant les lieux de singularité.
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AxeX: B x Oy Oz O Phi & Theta < Psi

AneY: O X By &z O Phi & Theta & Psi

AxeZ: O X OV Bz O Phi & Theta & Psi

80 180 pp;

180 .

180 pgi

Précision: |

Rotx Roty [[TTm| Zoom e

Figure 8.3: Représentation des lieux de singularité en trois dimensions.

si I’évitement des lieux de singularité est possible.

Quant a la Figure 8.3, elle représente I’ensemble des lieux de singularité dans un
espace & trois dimensions. L’orientation choisie est celle de la Figure 8.2(b), soit ¢ =
—13°, 0 = 15° et ¢y = —3°.

8.2 Prototype de recherche

Le deuxiéme mécanisme que I'on étudie est la main gauche de 'INRIA, laquelle est un
manipulateur paralléle a six degrés de liberté. On utilise ce prototype de recherche
parce que l'on connait bien ses caractéristiques géométriques (Merlet 1987). Elles
sont présentées au Tableau 8.2. L’architecture ainsi obtenue a l'aide du logiciel est

représentée a la Figure 8.4. On remarque ici aussi que ’architecture est du type TSSM.

On utilise une orientation qui est quelconque, soit ¢ = —2°, # = 30° et ¢ = —87°,
oll ¢, 0 et ¢ est un triplet d’angles d’Euler selon la convention Q,Q,Q; et les valeurs
suivantes pour 1’élongation des vérins: p,,q, = 504.5 mm et p,,;, = 454.5 mm. Deux

différents exemples sont alors illustrés. Le premier exemple (Figure 8.5(a)) représente



! ! !

i b biy biz Dix Piy Piz

1 9258  99.64 23.10 30.00 73.00 -37.10
2 13258 30.36 23.10 78.22 -10.52 -37.10
3 40.00 -130.00 23.10 4822 -62.48 -37.10
4 -40.00 -130.00 23.10 -48.22 -62.48 -37.10
5
6

-132.58 30.36  23.10 -78.22 -10.52 -37.10
-92.58  99.64 23.10 -30.00 73.00 -37.10

Tableau 8.2: Parametres géométriques du prototype de 'INRIA (longueurs en mm).

une section de ’espace de travail dans un plan paralléle au plan zy quand z est égal
a 512 mm. Le second exemple (Figure 8.5(b)) représente une section de I’espace de
travail dans un plan parallele au plan zz quand y est égal & 65 mm. Contrairement
au mécanisme étudié a la section précédente, on voit tres bien ici que les lieux de
singularité passent a travers I’espace de travail. On devra donc apporter une attention
particuliere a la trajectoire du manipulateur s’il doit se déplacer dans ’'une ou 'autre

des sections de I'espace de travail présentées a la Figure 8.5.

8.3 Conclusion

Les exemples donnés ci-haut illustrent bien comment les expressions pour les lieux de
singularité peuvent étre utilisées dans un contexte de planification de trajectoire. On
peut ainsi éviter des positions potentiellement dangereuses pour le mécanisme. D’autre
part, elles peuvent aussi étre utilisées dans un contexte d’analyse et de conception de
manipulateurs paralleles. Des outils interactifs basés sur les algorithmes présentés ici
sont d'un grand intérét puisqu’ils permettent au concepteur d’évaluer les propriétés de

certains designs comportant des propriétés cinématiques potentiellement élevées.
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Figure 8.4: Prototype de 'INRIA avec z = 512 mm.



(b)

Figure 8.5: Section de l'espace de travail pour le prototype de 'INRIA obtenue (a)
dans le plan zy, avec z = 512 mm et (b) dans le plan zz, avec y = —65 mm, illustrant

les lieux de singularité.
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Conclusion

En se reportant au début du mémoire, deux objectifs avaient été identifiés. Le premier
consistait a obtenir une expression analytique représentant les lieux de sin-
gularité de type II de la plate-forme de Gough-Stewart. Trois différentes approches
ont alors été étudiées, soit I’expansion directe, semi-directe et cascadée du déterminant.
Pour 'expansion directe, il a été démontré qu’elle n’était pas valable pour nous. En fait,
aucun résultat n’a été obtenu en utilisant cette approche et ce méme avec un modele
cinématique simplifié. Cependant, 'insertion de données numériques nous a permis
de constater que la complexité dans le développement du déterminant provenait des
éléments de la matrice de rotation Q. La réécriture de la matrice jacobienne A en

fonction des variables z, y et z a alors été effectuée.

Cette nouvelle approche, nommée semi-directe, nous a permis d’obtenir une équation
représentant I’expression du déterminant. Le résultat était un polynéme de degré 4 avec
un degré maximal de 3 en x, y et 2. Cependant, avec 450 pages pour le cas général et
55 pages pour le cas simplifié, cette expression demeurait beaucoup trop longue pour
I'utilisation d’outils informatiques interactifs. Une troisieme approche, I’expansion cas-

cadée, a alors été présentée.

Il s’agissait ici de découpler le développement du déterminant en plusieurs étapes.
On a alors utilisé les cofacteurs de la premiere ligne en insérant des coefficients a chacune

des étapes. Le polynome ainsi obtenu était toujours de degré 4 avec un degré maximal
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de 3 en z, y et z mais sa longueur était réduite a 13 pages par l'utilisation d’une
cascade de 617 coefficients (C;, D;, E; et F;). Tel qu’exprimé dans le théoréme 5.1, ce
résultat est valide pour tout manipulateur parallele dont la matrice jacobienne A peut
étre écrite sous la forme de 1’équation (5.36). Nous nous sommes donc intéressés aux
différents types d’architectures — donc aux définitions des coefficients G; a U; — reliés

a la plate-forme de Gough-Stewart et pour lesquels notre expression s’appliquait.

On a d’abord remarqué que I’équation polynomiale devenait de degré 3 pour ’archi-
tecture générale de la plate-forme de Gough-Stewart (théoréme 6.1). Puis, on a constaté
que pour une base coplanaire, le degré des variables z et y était diminué a 2 (théoréme
6.2). Ce résultat est demeuré identique pour tous les autres types d’architectures
simplifiées qui ont été étudiés (SSM, TSSM, MSSM). Ces différents résultats nous
permettent alors d’affirmer que le premier objectif que 1'on s’était fixé, c’est-a-dire
d’obtenir une expression analytique représentant les lieux de singularité de type II, a

été atteint.

Avant de réaliser le deuxieme objectif, soit d’obtenir une représentation graphi-
que des lieux de singularité, une comparaison avec les différents travaux effectués pré-
cédemment par d’autres chercheurs a été présentée. C’est ainsi qu’il a été démontré que
d’un point de vue analytique et numérique, I’expression représentant les lieux de singu-
larité formulée dans ce mémoire est véridique. La présentation de la géométrie de Grass-
mann nous a également permis de constater que I’on peut caractériser géométriquement
tous les cas de dégénérescence mais qu’il était tres difficile de les exprimer mathéma-
tiquement. De ce fait, la seule architecture qu’il nous a été donné d’analyser est le
MSSM. I a alors été possible de remarquer que toutes les équations provenant des con-
ditions géométriques pour cette architecture satisfaisaient 1’équation obtenue a 1’aide
de la matrice jacobienne. Il a méme été démontré qu’une seule condition géométrique
s’appliquait a cette architecture alors que les équations provenant des trois conditions
géométriques étaient utilisées. De plus, certaines de ces expressions étaient assez com-
plexes et indiquaient clairement que I’équation obtenue a I’aide de la matrice jacobienne

est beaucoup plus simple et conviviale a utiliser.

Enfin, la représentation graphique des lieux de singularité dans 1’espace cartésien
a été réalisée sur deux mécanismes connus, soit un simulateur de vol de la compa-

gnie CAE Electronique ainsi que sur un prototype de recherche, la main gauche de
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I'INRIA. Un outil informatique d’analyse interactif pour la conception et I’optimisation
de mécanismes paralleles a alors été utilisé pour représenter différentes sections de
I’espace de travail. Les différents exemples qui ont été présentés illustraient bien com-
ment les expressions pour les lieux de singularité peuvent étre utilisées dans un contexte
de planification de trajectoires. Elles nous permettent de pouvoir identifier les zones ou
le mécanisme est en configuration singuliere dans son espace de travail et ainsi éviter
ces postures indésirables en modifiant la trajectoire du manipulateur. D’autre part, ces
représentations peuvent aussi eétre utilisées dans un contexte d’analyse et de conception
de manipulateurs paralleles. L’intégration de cette représentation dans un outil infor-
matisé de conception interactif comme nous ’avons fait nous permet une évaluation
rapide d’une grande variété de géométries. Il est ainsi possible d’identifier les lieux de

singularité des la conception et d’en minimiser I'impact.

Pour le futur, les travaux de recherche touchant ’expression des lieux de singu-
larité de manipulateurs paralleles peuvent s’étendre sur deux champs. Premierement,
il serait souhaitable que la comparaison avec la géométrie de Grassmann puisse s’élargir
aux autres types d’architectures que nous avons étudiés. Il sera alors possible de
vérifier si notre équation s’avere plus simple que celles obtenues & partir des condi-
tions géométriques, comme ce fut le cas pour le MSSM. D’autre part, ’algorithme de
travail présenté au Chapitre 5 pourrait étre appliqué a d’autres types d’architectures
de la plate-forme de Gough-Stewart qui n’ont pas été couverts par le présent travail

ainsi qu’a d’autres types de manipulateur parallele a plusieurs degrés de liberté.

A noter que plusieurs résultats présentés ici ont été publiés dans (Mayer St-Onge

et Gosselin 1996).
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Annexe A

Détails de la décomposition par les

cofacteurs de la premiere ligne

Cette annexe présente en détail la décomposition de la matrice jacobienne A, de di-
mensions 6x6, par les cofacteurs de la premiere ligne jusqu’a ’obtention de matrices de
dimensions 3x3. Plusieurs résultats inscrits ici sont déja présentés dans le document

principal. Ils ont été insérés dans un souci de clarté.

La matrice jacobienne A associée a la plate-forme de Gough-Stewart est définie

d’apres les équations (4.2) a (4.19) qui sont

ail a2 a1z Q14 Q15 Qie
Gg1 Qg2 A3 Qs G5  Aee
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avec

et ou

TN L3O mzZ2ZE R EDQ

= Gi+z, 1=1,...,6
= H,+y, i=1,...,6
= K,+2z 11=1,...,6
= Ly+Mz+N;, 1=1,...,6
= Prx+Qiz+R;, i=1,...,6
= Six+Ty+U;, i=1,..6

Q1P + Q2P + Q13D;, — bizs i =1,...,6
G1Pig + G22Dyy + Qo3Di, — by, 1=1,...,6
G31P; + Qz;zp;-y + quapy, — bizy i=1,..,6
—(K;+b,), i=1,..,6

Hi+by, i=1,..,6

~biyL; — b, Mi, i=1,...,6

—Lj, i=1,...6

—(Gi+bip), i=1,...,6

bizL; — b;,Q;, 1=1,...,6

—M;, i=1,..6

—Qi, i=1,..,6

bieM; + by Qs i=1,...,6

~—~
r—tr—t»—lr—\r—tr—t»—lr—\?>?>

N O Ot AW N = O
N N N s S e S S S S SN SN

A A
%

A~~~ /N /N /N /N /N /N /N /N

—_
©

Le déterminant de la matrice globale est alors décomposé d’apres les cofacteurs de la

premiere ligne en 6 déterminants de dimensions 5x5, soit

det(A) = dai1 det(An) — 19 det(A12) + a3 det(Alg) -

Q14 det(A14) + a5 det(A15) — Q16 det(Aw)

(A.20)
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ou plus en détail

det(A) = ai1

+..._a16

22
a32
Q42
52

g2

23
a33
Q43
as3

Qg3

G21
asi
Q41
Gs1

g1

24
34
Q44
Q54

Ag4

22
a32
Q42
52

g2

Q35
a3s
Q45
as5

Qg5

Q23
ass
Q43
Q53

(g3

Q26
a3e
Q46
Q56

g6

(24
34
Q44
G54

Ag4

— Q12

Q25
ass
Q45
G55

(g5

a21
asi
a41
as1

Qg1

23
a33
43
as3

Qg3

24
34
Q44
Q54

Ag4

Q25
ass
Q45
as5

Qg5

Q26
36
Q46
Q56

g6

(A.21)

Ces 6 déterminants sont eux aussi décomposés selon les cofacteurs de la premiere ligne.

Les déterminants de ces six cofacteurs sont donc

det(All)

det(Alg)

det(Alg)

det(A14)

det(A15)

det(AlG)

N et N e N e N e N N N

+ agq det(Aggsg) —

(A.22)

(A.23)

(A.24)

(A.25)

(A.26)

(A.27)
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Par exemple, pour plus de détails, le déterminant de la matrice A, est

az3 G34 G35 0A36 asy I G34 G35 O3
det(All) = axp| : Q43 Q44 Q45 Q46 | — (23 | Q42 D Qu Q45 Q46
53 QG54 G55 0Gs6 as2 1 G54 G55 Gsp
Ae3 Qg4 Gg5 Geg Qg2 ©  Gps Ge5 Oeg

a3z Qaz3z 34 0Aass

+oc 6| Qg Q43 Gag Qg5 (A.28)

G52 Q53 Q54 055

Qg2 Qg3 Gps Qe

En partant des 6 déterminants de dimensions 5x5, le déterminant de 15 matrices de
dimensions 4 x4 doit maintenant étre développé. On utilise alors la décomposition selon
les cofacteurs de la premiere ligne pour se retrouver avec des déterminants de matrices

de dimensions 3x3. Les déterminants des 15 matrices sont donc

( ) = asadet(Asss) — ass det(Aass) + ags det(Aass) — ass det(Aass) ( )
( ) = asidet(Asss) — a3z det(Aiss) + azqa det(Aizs) — azs det(Aqzq) (A.30)
( ) = aszidet(Agss) — asp det(Aqgs) + azq det(Aqos) — ass det(Aqa4) ( )
( ) = a3 det(Agss) — azrdet(Aiss) + asz det(Aqas) — ags det(A23) (A.32)
( ) = aszidet(Agss) — asadet(Aq3q) + ass det(Aqios) — azq det(Aqas) ( )
( ) = a3 det(Agss) — ase det(A1ss) + ass det(Aqa6) — ase det(Aqas) ( )
( ) = a3z det(Agss) — asp det(Aqag) + azq det(Aqg6) — asg det(Aq24) ( )
det(A1956) = asz1det(Agss) — ase det(Aqsg) + ass det(Aqigg) — aze det(Aqas) (A.36)
( ) = aszdet(Asgs) — ass det(Agys) + azq det(Agss) — ase det(Agsy) ( )
( ) = asadet(Asss) — ass det(Aass) + ass det(Aasg) — ase det(Asgss) ( )
( ) = asadet(Ayss) — azqa det(Aogsg) + ass det(Agsg) — aze det(Aays) ( )
( ) = a3idet(Aszss) — azzdet(Aisp) + azq det(A13s) — aze det(Aq3q) (A.40)
( ) = a3 det(Asss) — ass det(Aqss) + ass det(Aqss) — ase det(Aqss) ( )
( ) = a3 det(Ayse) — asqa det(Aqsg) + ass det(Aqgp) ( ) ( )
( ) (Ase) (Asse) (Aszas) (Aszss) (A.43)

= aggdet(Ays6) — azs det(Asse) + ass det(Asqg
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Plus en détail, le déterminant de la matrice Az4s6 par exemple est

© Q44 Q45 Q46 43 : Q45 Q46
det(Assss) = ass| — a3 ) +
G54 G55 056 as3 QG55 056
Qs Qg5 (66 63 Qg5 g6
43 Q44 : Q46 43 Q44 Q45 :
ass . — a3e ] (A.44)
Gs53 Q54 - (56 53 Q54 QAp5 -
(g3 Q4 © Qee Gg3 Qesa Ups

Le déterminant de la matrice jacobienne A est maintenant divisé en 20 déterminants
de matrices de dimensions 3x3. A ce niveau, on développe le déterminant de chacune
des matrices et on y insere les coefficients F; devant les variables zyz de la fagon
suivante: en ordre croissant de degré devant, respectivement, les variables z, y et .
Par exemple soit la matrice 3 x 3 associée aux lignes 4, 5, et 6 et aux colonnes 3, 4 et

5. Elle est définie comme

@43 Q44 Q45 (Ks+2) (Lay+ Myz+ Ny)  (Pax + Qaz + Ry)
Azis = | as3 ass ass | = | (Ks+2) (Lsy+ Msz+ Ns) (Psz+ Qsz+ Rs) | (A.45)
a3 Qg4 Qg5 (Ko +2) (Ley+ Mgz+ Ng) (Psx + Qsz+ Rg)

En insérant des coefficients devant les variables =, y et z, son déterminant est alors

écrit comme

det(Asss) = Fy+ Fox + Fyy + Fyoy + Fsz + Fexz + Fryz + Fyayz +
F922 + F10.Z‘22 + Fuyz2 + F1223 (A46)

En suivant cette procédure, on insere

FiaFp dans le déterminant de la matrice Asys
Fi3 a Fos dans le déterminant de la matrice Ayus
Fy a 33 dans le déterminant de la matrice Ay
Fs, a F3 dans le déterminant de la matrice Aoy

Fyo a Fxo dans le déterminant de la matrice Ais
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Fys & Fxg dans le déterminant de la matrice A5
Fs9 a Fig dans le déterminant de la matrice Ay
Fsr a Iy dans le déterminant de la matrice Ao
Frs a Iy dans le déterminant de la matrice Aoy
Fgs a Fyq dans le déterminant de la matrice Ao
Fgr a Iy dans le déterminant de la matrice A
Fys & Figo dans le déterminant de la matrice A3
Fio1 & Fiis dans le déterminant de la matrice A
Fii4 a Fios dans le déterminant de la matrice A5
Fioe & Fia3 dans le déterminant de la matrice Aoz
Fisq a Flus dans le déterminant de la matrice Aoy
Fii6 & Fisg dans le déterminant de la matrice Ao
Fiso a Fi7q dans le déterminant de la matrice Az
Fio a Fig dans le déterminant de la matrice Az

Figs a Foop dans le déterminant de la matrice A

Les expressions des coefficients F; sont données a I’Annexe B. Les 20 déterminants des
matrices de dimensions 3x3 sont ainsi tous écrits sous la forme de I’équation (A.46).
On remonte maintenant aux matrices de dimensions 4x4. Par exemple, ’expression

du déterminant de la matrice Agyss (équation (A.43)) sera

det(A3456) = (K3 + Z) det(A456) — (L3y + M3Z + Ng) det(A356) +
(Pg.T + ng + R3) det(A346) - (5333 + T3y + Ug) det(A345)(A.47)

ou les déterminants des matrices de dimensions 3x3 dépendent des coefficients Fj;.
On développe alors le déterminant des matrices de dimensions 4x4 et on y insere les
coefficients E; de la méme facon que précédemment, c’est-a-dire par ordre croissant de

degré devant respectivement les variables z, y et x. Ainsi, on insere les coefficients

FE, a Ei5 dans le déterminant de la matrice Aosus
FEig a Es dans le déterminant de la matrice A3y
Fs1 a By dans le déterminant de la matrice Aqoys

Fz & Exg dans le déterminant de la matrice Aqoss
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FExs7 & Egs dans le déterminant de la matrice Aoz

FEge & Ery dans le déterminant de la matrice A o3

FEqs & Egg dans le déterminant de la matrice Ao
FEqg & Eipq dans le déterminant de la matrice A o5
FEios a Eiq9 dans le déterminant de la matrice Aoz
FEi5 a Fi36 dans le déterminant de la matrice Aoss
FEi37 a Eig dans le déterminant de la matrice Aouse
Figo & Ei7g dans le déterminant de la matrice A3
FEi79 & Eig3 dans le déterminant de la matrice A 356
Figs & Eoig dans le déterminant de la matrice A 56
FEsi9 & Fous dans le déterminant de la matrice Asuse

Les expressions des coefficients E; sont données & ’Annexe C. Les 15 déterminants
des matrices de dimensions 4x4 sont ainsi écrits sous la forme de 1'équation (A.46)
mais avec des coefficients F;. On s’attaque alors aux matrices de dimensions 5x5. Par

exemple, I'expression du déterminant de la matrice Ay (équation (A.22)) sera

det(An) = (H2 + y) det(A3456) — (K2 + Z) det(A2456) +
(Lgy —+ MQZ -+ NQ) det(A2356) — (PQ.T -+ QQZ + Rg) det(A2346) -+
(SQ.’L' + Tgy + U2) det(A2345) (A48)

ou les déterminants des matrices de dimensions 4x4 dépendent des coefficients Ej;.
On développe alors le déterminant des matrices de dimensions 5x5 et on y insere les
coefficients D; de la méme facon que précédemment, c¢’est-a-dire par ordre croissant de

degré devant respectivement les variables z, y et x. Ainsi, on insere les coefficients

D1 a Dy dans le déterminant de la matrice Ay
D3y & Dsg dans le déterminant de la matrice Ay
Dsg & Dgy dans le déterminant de la matrice A

Dgg a D15 dans le déterminant de la matrice Ay
Dios & D1o3 dans le déterminant de la matrice A

D14 & Digy

dans le déterminant de la matrice

Agg
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Les expressions des coefficients D; sont données a ’Annexe D. Les 6 déterminants des
matrices de dimensions 5x5 sont ainsi écrits sous la forme de I’équation (A.46) mais
avec des coefficients D;. Il ne reste plus que la matrice de dimensions 6x6. L’expression

de son déterminant (équation (A.20)) sera donc

det(A) = (Gi+x)det(Ay) — (Hy +y) det(Aqs) + (K + z) det(Ay3) —
(Liy + Mz 4+ Np)det(Ay) + (Pix + Q12 + Ry) det(Aqs) —
(Sl.T + le + Ul) det(AlG) (A49)

ou les déterminants des matrices de dimensions 5x5 dépendent des coefficients D;. On
développe alors le déterminant et on y insere les 32 coefficients C;. Leur expression est

donnée a ’Annexe E. [’équation ainsi obtenue est représentée a la section 5.3.
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Voici les

o=
Fy =
F3
Fy

Fy =
Fg =
Fq =

Fg =

Fg =

Annexe B

Coefficients F;

coefficients F;,1 = 1,2, ..., 201.

—KgNsR4 + KsN¢Ry + KgN4Rs — K4NeRs — Ks N4 Rg + K4N5Rg

—KgN5 Py + KsNePy + KeNaPs — K4NgPs — K5 N4Pg + K4 N5 Pg

—KeLsRy4 + KsLgR4 + KeLaRs — K4LegRs — KsLgRg + K4L5Rg

—KeLsPy + KsLePy + KeL4Ps — K4LeP5s — K5sL4Pg + K4 L5Ps

—N5R4 + NeRy4 + NyRs — N¢Rs — NyRg + NsRg — KgN5Q4 + K5 NeQ4 + KeN4Q5 — K4aNeQs5 — K5 N4Qe +
K4N5Qe — KeMsR4 + Ks MgR4 + KeMaRs — K4MgRs — KsM4Rg + K4 MsRg

—KgMs5Py + KsMePy — N5 Py + Ne Py + Ke My Ps — K4MgP5 + NyPs — NgP5 — Ks My Pg + K4M5Pg — NyPg +
N5 Pg

—KeL5Q4 + K5LeQa + KeL4Qp — K4LeQs5 — K5L4Qe + K4L5Qe — LsR4 + LgR4 + L4Rs — LgRs — LaReg +
LsRe

—LsPy + LegPy+ LyP5s — LeP5s — L4y Pg + L5 Pg

(B.1)
(B.2)
(B.3)
(B.4)

(B.5)

(B.6)

(B.7)
(B.8)

—KegM5Q4 + KsMeQa — N5Q4q + NeQ4 + KeMyQs — K4MeQs5 + NaQs — NeQs5 — K5 M4Qp + K4 M5Qe — NaQs +

N5Q¢ — MsR4 + MeR4 + MyRs — MgRs — MyRe + MsRg

—Mp5Py + MgPy + MyPs — MgPs — M4 Pg + MsPg

—L5Q4 + LeQ4a + LaQs — LeQs5 — LaQs + L5Qs

—M5Q4 + MeQ4 + MsQs5 — MeQs5 — MsQe + M5Q¢

—HgN5R4 + HsNg R4 + HeNyRs — HyNeRs — Hs N4 Rg + Hy N5 Rg

—HegN5Py + HsNegPy + HgNyPs — H4yNegPs — H5 N4 Pg + H4 N5 Pg
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(B.12)
(B.13)
(B.14)



Fip

Fig

Fy7

Fig

Fig

—HgLsR4 + HsLgR4 — Ns Ry + N¢R4 + HeLaRs — HyLgRs + NyRs — N¢Rs — H5L4Rg + H4L5Re —
N4Rg + NsRg (B.15)

—HgLsPy + HsLgPy — N5 Py + NoPy + HsL4Ps — HyLgP5 + NyP5 — N¢P5 — HsL4Pg + HyLsPg — Ny Pg +

N5Pg (B.16)
—LsR4 + LgRy + L4Rs — LgRs — LyRg + Ly Rg (B.17)
—L5Py + LePy + LyP5s — LeP5s — Ly Ps + L5 Ps (B.18)
—HgN5Q4 + HsNeQa + HeN4Qs — HaNgQs5 — HsN4Qg + H4N5Qe — HeMs R4 + HsMgR4 + He M4y R5 —

HyMgRs — Hs My Re + HyM5Re (B.19)
—HgM5Py + H5MgPy + HgM4Ps — Hy Mg Ps — Hs My Pg + Hy4MsPg (B.20)
—HgL5Q4 + H5LQa — N5Qu4 + N6Qa + HeL4Qs5 — HaL6Qs5 + NaQs — NeQs5 — H5L4Qe + HaL5Qe — NaQs +

N5Qe — MsR4 + MgR4 + M4Rs — MgR5 — MyRe + MsRg (B.21)
—M;5P4 + MgPy + My P5 — MgPs — M4 Pg + M5 Pg (B.22)
—L5Q4 + LeQa + LaQs5 — LeQs5 — LaQe + L5Qs (B.23)
—HeM5Q4 + HsMgQa + HeM4Qp — HaMgQs5 — H5M4Qg + HaM5Qg (B.24)
—M5Q4 + MgQa + MaQs — MgQ5 — MaQe + M5Qse (B.25)
—HgK5R4 + HsKgR4 + HeK4R5 — H4KgRs — Hs K4 Re + Ha K5 Rg (B.26)
—HgK5Ps + HsKgPy + HeK4P5 — HyKgP5 — HsK4Pg + HyK5Pg (B.27)
—KsR4 + KeRy + K4Rs — KeRs — K4Re + K5 Rg (B.28)
—K5P4 + KgPy + K4P5s — K¢ P5 — K4Pg + K5Pg (B.29)
—HegK5Q4 + HsKeQa + He K4Qp5 — H4KeQs5 — Hs K4Qe + H4K5Qe + Hs R4 — HeR4 — H4R5 + HeR5 +

H4Rg — HsRg (B.30)
H5Py — HgPy — HyP5 + HgP5 + HaPg — H5Ps (B.31)
—K5Q4 + KgQua + KaQs5 — KeQs5 — KaQe + K5Qs (B.32)
H5Q4 — HeQa — HaQs5 + HeQs5 + HaQe — H5Qsp (B.33)
—HgK5N4 + HsKgNay + HgK4Ns — HiKgN5 — H5 K4Ng + H4 K5 Ng (B.34)

—HgKsLy + HsKegLg + HsKqLs — HyKgLs — Hs K4 Lg + HyKsLe — KsNg + KgNy + K4N5 — KgN5 —
K4Ng + K5Ng (B.35)
—KpsLy + KgLy + K4Ls — KgLs — KaLg + Ks5Lg (B.36)

—HgKsMy + Hs Kg My + HsK4Ms — H4yKeMps — Hs K4Mg + H4 K5 Mg + Hs Ny — HgNy — H4N5 + Hg N5 +

H4Ng — H5Ng (B.37)
HsLy — HgLy — HyLs + HgLg + HyLg — HsLg — K5 My + KgMy + K4 M5 — KgMs — K4 Mg + Kg Mg (B.38)
HsMy — HgMy — HyMp5 + Hg M5 + HyMg — Hs Mg (B.39)
—GgN5R4 + GgNgR4 + GgNaRg — GaNgRg — G5 NaRg + G4 N5Rg (B.40)

—GeN5Py +G5NgPy + GgNaPs — G4NgP5 — G5 Ny Pg + G4N5Pg — NsRg + NgRa + NyRs — NgRs — NaRg +

NsRg (B.41)
—N5Ps + NePy + NyPs — NgPs — Ny Pg + N5 Pg (B.42)
—GgLsR4 + GsLgRa + GeLaRs — GaLgRs — GsLaRg + GaLsRg (B.43)

—GeLsPy +GsLgPy + GgLaPs — GaLgPs — G5L4Pg + GaLsPg — LsRa + LgRa + LaRs — LgRs — LaRg +

LsRg (B.44)
—LsPy + LePs + LaPs — LeP5s — LyPs + L5 Pg (B.45)
—GeN5Qa + G5 NgQa + GeNaQs5 — GaNegQp — G5 NaQg + GaN5Qs — G M5 R4 + GsMgR4 + Gg MaRs — GaMgR5 —
G5M4Rg + G4 M5 Re (B.46)
—GeM5Ps + Gs MgPy + G My Ps — GaMgP5 — G5 M4 Pg + G4 MPs — N5Qua + NeQa + NaQs — NeQ5 — NaQs +
N5Q¢ — MsR4 + MgR4 + M4aR5 — MgR5 — MyRg + M5 Rg (B.47)
— M5 P4 + MgPy + My P5 — MgPs — M4 Pg + M5 Pg (B.48)
—GeL5Qa +G5LeQa +GeLaQs — GaLeQs — G5L4Qs + GaL5Qs (B.49)
—L5Q4 + LeQa + LaQs — LeQs5 — LaQe + L5Qs (B.50)
—GeM5Qa + G5 MgQa + GeMaQs — GaMeQs — Gs MaQe + GaM5Qg (B.51)
—M5Q4 + MgQa + MaQs — MgQ5 — MaQe + M5Qs (B.52)
—GeKsRs + GsKgRs + GeK4Rs — G4 KgRs — G5 K4Rg + Ga K5 Rg (B.53)

—GeK5Ps + GsKePs + GeKaPs — G4KePs — G5 K4Pg + G4 K5Ps — Ksg R4 + KgR4 + K4Rs — KgR5 —
K4Rg + K5Rg (B.54)
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Fs5

Fse

—K5Py + KePy + K4Ps — KgP5s — K4Pg + K5Pg

—GeK5Q4 + G5KeQ4 + GeKaQs5 — GaKgQs — G5K4Q6 + G4 K5Qp + Gs R4 — GgR4 — G4R5 + GgRs +
G4Rg — G5 Re

G5Py — GePy — G4P5 + GePs + GaPs — G5 Ps — K5Q4 + KeQa + K4Q5 — KeQ5 — K4Qe + K5Qs
G5Q4 — GeQa — G4Q5 + GeQs5 + G4Qs — G5Q6

—GeK5N4 + G5 KeNy + Ge KaNs — G4 KeN5s — G5 K4Ng + G4 K5Ng

—K5Ny + KgNy + K4N5s — Kg N5 — K4Ng + K5 Ng

—GeKsLy + GsKeLa + GeKygLs — G4KeLs — GsKqLe + G4KsLg

—KsLq+ KeLg + KqLs — KgLs — K4Lg + K5Lg

—GeK5My + G5 KgMy + GeKaMs — G4 KgMs — Gs K4 Mg + G4 KsgMg + GsNga — GeNa — G4 N5 + Gg N5 +
G4Ng — GsNg

—KsMy + KgMy + K4Ms — Kg M5 — K4 Mg + K5 Mg

G5La — GgLa — GaLs + GeLs + GaLe — G5Lg

GsMy — GeMyg — G4Ms + GeMs + G4 Mg — G5 Mg

—GeHsR4 + GsHgRy + GeH4Rs — G4HegRs — Gs H4Rg + GaH5Rg

—GeHsPs + GsHgPs + GeHaPs — GaHgP5 — G5 HyPg + G4H5Pg — Hs R4 + HeR4 + H4R5 — HgR5 —
H4Rg + Hs Re

—HsPy + HePy + HyP5s — HeP5 — HyPg + H5Pg

G5R4 — GgR4 — G4R5 + GgRs + GaRg — G5 Rg

G5Py — GePsy — G4Ps + GePs + GaPg — G5 Pg

—GeH5Q4 + G5 HeQ4 + Ge H4Q5 — G4 HeQs5 — G5 H4 Qe + G4 H5Qs

—H5Q4 + HeQ4 + HaQs5 — HeQ5 — H4Q6 + H5Qs6

G5Q4 — GeQa — GaQs + GeQs5 + GaQe — G5Ws

—GeHsN4 + GsHegNy + Ge H4N5 — G4HeNs — GsH4Ng + G4 H5Ng

—HsN4 + Hg Ny + H4yN5 — HgNs — H4Ng + H5Ng

—GeHpLy + GsHeL4 + GeHaLs — G4HeLs — GsHaLg + GaHgLe + G5 Ny — GeNg — GaNs + Ge N5 +
G4Ng — G5Ng

—HsL4 + HeLg + H4Ls — HgLs — HyLg + HsLg

GsLy — GeLg — GaLs + GeLs + GaLe — GsLg

—GeHs My + GsHe My + Ge H4 M5 — G4 Hg My — Gs HyaMg + G4 Hs Mg

—HsMy + HgMy + HyMs — Hg My — HyMg + Hs Mg

GsMy4 — GeMy — G4Ms + GeMs + G4 Mg — G5 Mg

—GeH5K4 + GsHeKy + Ge H4Ks — G4He K5 — Gs H4 K¢ + G4 H5K¢g

—HsK4 + HeKq + Hy K5 — He K5 — H4Kg + H5Kg

G5K4 — GeK4 — G4 K5 + G K5 + GaKg — G5 K¢

—GsHy + GeHy + G4Hs — GeHs — G4 Hg + G5 Hg

—GeHpUys + GsHeUs + Ge HaUs — GaHgUs — GsHaUg + G4 H5Us

—GeHpSs + GsHeS4 + GeHaS5 — GaHeSs — G5 H4Se + GaH5S¢ — HsUs + HeUs + HaoUs — HeUs — HaUg +
HsUsg

—H5S4 + HeS4 + H4S5 — He S5 — HaSe + Hs Se

—GeHpTy + GsHeTy + Ge HaTs — G4 HeTs — GsHaTe + GaHpTe + GsUs — GeUs — GaUs + GeUs + GaUg —
Gs5Usg

G554 — GeS4 — GaSs + G S + GaSe — G5Se — H5Ty + HeTa + HyTs — HeTs — HyTe + HsTg

G5Ty — GeTs — G4T5 + GeTs + GaTg — G5T6

—GeKs5Us + G5 KeUs + GeK4Us — G4 KgUs — G5 K4Ug + G4 K5Usg

—GeK5Sa + G5KgS4 + GeKaSs — GaKgSs — G5KaSe + GaK5Sg — K5Us + KgUas + K4Us — KgUs — K4Ug +
K5Ug

— K554 + KgSq4 + K4S5 — KeS5 — K4Sg + K556

—GeK5Ty + G5 KeTa + Ge KaTs — G4 KeTs — G5 KaTg + GaK5Te

—K5Ty + KeTy + K4T5 — KeT5 — K4Te + K5T6

G5Uys — GgUs — G4Us + GeUs + GaUg — G5Us

G5S4 — GSa — G4S5 + G Ss + GaSe — G556

(B.55)

(B.56)
(B.57)
(B.58)
(B.59)
(B.60)
(B.61)
(B.62)

(B.63)
(B.64)
(B.65)
(B.66)
(B.67)

(B.68)
(B.69)
(B.70)
(B.71)
(B.72)
(B.73)
(B.74)
(B.75)
(B.76)

(B.77)
(B.78)
(B.79)
(B.80)
(B.81)
(B.82)
(B.83)
(B.84)
(B.85)
(B.86)
(B.87)

(B.88)
(B-89)

(B.90)
(B.91)
(B.92)
(B.93)

(B.94)
(B.95)
(B.96)
(B.97)
(B.98)
(B.99)
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Fio0
Fi01

Fio2

Fi03

Fio4

Fio5

Fio6
Fio7
Fio8
Fio9

Fi10

Fi11
Fi12
Fi13
Fi14

Fi15

Fi16

Fi17
Fi18
Fi19
Fia9
Fi21

Fio2

Fi23
Fiog
Fio5
F126
Fia7

Fiog

Fia99
Fi30
Fi31
Fig2
Fi33
Fi34
Fi3s

Fi36

Fig7

Fi3s

Fi3g

F1a0

G5Ty — GeTy — G4T5 + GeT5 + G4Te — G576 (B.100)
—GgNsUy + GsNgUy + GeNyUs — G4NgUs — GsNyUg + G4 N5Ug (B.101)
—GeN5S4 + G5 NeSa + GeNaSs — G4 NgSs — G5 NaSe + GaN5Se — NsUs + NeUs + NyUs — NgUs — NaUg +

N5Ug (B.102)
—N5S4 + NgS4 + NySs — NgSs — N4Sg + N5Se (B.103)
—GgN5Ty + G5NegTy + GegNaT5 — GaNegT5 — GsNaTe + GaN5Ts — GeLsUs + G5LeUs + GeLaUs — GaLgUs —
G5L4Ug + G4L5Ug (B.104)
—GeL5S4 + GsLeSq + GeLaSs — GaLeSs — GsL4aSe + GaLsSe — NsTy + NeTy + NaTs — NeTs5 — NaTg + N5Tp —

LsUs + LgUs + LaUs — LgUs — LaUg + LsUsg (B.105)
—L5S4 + LS4 + LaSs — LeSs — LaSe + L5Se (B.106)
—GgLsTy + G5LgTy + GgLaTs — GaLgTs — GsLaTg + G4LsTg (B.107)
—LgTy + LeT4 + LaTs — LgTs — LaTs + L5Ts (B.108)
—GeM5Us + G5 MgUs + GeMaUs — GaMgUs — G5 MyUg + G4 M5Usg (B.109)

—GeM5S4 + GsMeSy + GeM4Ss — GaMeSs — GsM4Sg + GaMpSe — MsUys + MgUyg + MaUs — MgUp —

M4Ug + MsUsg (B.110)
—M5Sy + MgSy + MySs — MgSs — MySg + MsSg (B.111)
—GgMsTy + G5 MgTy + GgMyTs — G4 MgTs — G5 MyTg + G4MsTg (B.112)
—M5Ty + MgTy + MsTs — MgTs — MyTg + M5Tg (B.113)
—GgRsU4 + G5RgUy + GgR4Us — G4ReUs — G5 RyUg + G4 RsUsg (B.114)

—GeR554 + GsReSa + Ge R4S — GaReSs — G5 RaSe + GaR5Se — GePsUs + GsPsUs — R5Us + ReUs +
GgPsUs — G4PgUs + RaUs — RgUs — G5 PaUg + G4 PsUg — RaUg + R5Usg (B.115)
—GeP5S4 + G5 PsSa — R554 + RgS4 + GeP4Ss — G4 PgSs + R4Ss5 — R¢ S5 — G5P4Se + G4 P5Sg — RaS¢ + R5S6 —

PsUq + PsUy + P4Us — PsUs — P4Ug + P5Usg (B.116)
—P5S4 + PgS4 + P4Ss — PgSs — P4S¢ + P5Sg (B.117)
—GgRgTs + G5RgTa + GgRaTs — GaReTs — G5RaTs + GaRsTs (B.118)

—GeP5Ts + G5PgTa — R5Ta + ReTs + GePaTs — GaPeT5 + RaTs — RgTs5 — G5PaTe + GaP5Te — RaTg + R5T (B.119)

—P5Ty + PgTy + PyTs — PeTs — P4Ts + P5Tg (B.120)
—G6QsUs + G5QeUs + GeQaUs — G4QeUs — G5QaUs + G4Q5Us (B.121)
—GeQ554 + G5QeS54 + GeQaSs — GaQeSs — G5QaSe + GaRs556 — QsUs + QeUs + QaUs — QeUs — QaUs +

Q5Us (B.122)
— Q554 + Q6S4 + Q4S5 — QS5 — QaSe + Q556 (B.123)
—G6Q5Ta + G5QeTs + GeQaTs — GaQeTs — G5Q4T6 + GaQs5T6 (B.124)
—Q5T1 +QeT4 + Q4Ts — QeTs — QaTe + Q576 (B.125)
—HgK5Uy + H5KgUy + HgK4Us — HyKgUs — HsK4Ug + H4K5Ug (B.126)
—HgK5S4 + H5 KgSa + HeK4S5 — HaKgSs — H5 K4S + HaK5S6 (B.127)

—HgK5Ty + H5KeTa + HeK4Ts — HyKgTs — HsK4Tg + H4K5Tg — KsUs + KeUs + K4Us — KgUs —

K4Ug + K5Ug (B.128)
—K5S4 + KgSy + K4S5 — KgSs — K456 + K5S¢ (B.129)
—K5Ty + KTy + K4Ts — KgTs — K4Tg + K5Tg (B.130)
HsUy — HgUy — HyUs + HgUs + HaUg — HsUg (B.131)
H5S4 — HgSq — HyS5 + HeSs5 + H4Sg — H5S6 (B.132)
HsTy — HgTy — HyTs + HgTs + HyTg — Hs T (B.133)
—HgN5Uyg + HsNgUy + HgN4Us — HyNgUs — H5N4Ug + H4N5Ug (B.134)
—HgN5Ss + H5NgSa + HgN4Ss5 — H4NgSs — H5N4Se + HaN5Se (B.135)

—HgN5Ty + HsNeTy + HgNyTs — HyNgTs — H5NyTe + H4N5Tg — HeLsUs + HsLgUg — N5Us + NeUy +

HgLaUs — HyLgUs + NyUs — NgUs — HsLaUg + HqLsUg — N4Ug + N5Usg (B.136)
—HgL5S4 + H5LgSq — N5S4 + NeSa + HeL4Ss — HyLgSs5 + N4Ss — N¢Ss — H5L4Se + H4L5Se — N4 Se +

N5Se (B.137)

—HgL5Ty + Hs LTy — N5Ts + Ne¢Ty + HeLaTs — HyLeTs + NaTs5 — NgTs — H5L4Te + H4L5Te — NaTg +

N5Tg — LsUs + LgUs + LaUs — LgUs — LaUg + L5Us (B.138)
—L5S4 + LeSa + LaSs — LeSs — LaSe + L5Se (B.139)
—L§Ty 4+ LgTy + LaTs — LgTs — LaTg + L5Ts (B.140)
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Fia1
Fia0

Fia3

Fia4
Fia5
Fia6

Fia7

Fia8

Fia9

Fi50

Fi51
Fi52
Fi53
Fi54
Fi55

Fi56

Fis7
Fi58
Fi59
Fie0

Fi61

Fig2
Fig3

Fiea

Fie5

Fie6

Fig7
Fies
Fig9
Fi7o
Fim1
Fy7o

Fi73

Fi7g
Fi75
Fi7e

Fi77

Fi7s

Fi7g

Fis0

—HgM5Uys + HsMgUs + HgM4Us — HiMeUs — H5 MaUg + HaM5Us (B.
—HegMpSy + HsMgSy + HgMySs — HyMgSs — Hs My Sg + HyM5Se (B.

—HeMsTy + HsMgTy + HeM4Ts — HyMeTs — HsMyTe + HaMsTe — MsUq + MgUyg + MqUs — MgUs —

M4Ug + MsUsg (B.
—MpSq + MeSq + MyS5 — MgSs — M4Se + M5Se (B.
—M5Ty + MgTy + MyT5 — MeT5 — MyTe + M5Te (B.
—HeR5Us + HsRgUyg + HgR4Us — HaRgUs — H5R4Ug + HaR5Us (B.

—HgR5S4 + HsRgS4 + HgR4S5 — HyReSs — H5R4Sg + H4R5Sg — HePsUs + H5PsUy + HeP4Us — H4PsUs —

H5P4Ug + H4PsUg (B.
—HeP5S4 + H5PgS4 + He P4 S5 — H4Ps S5 — H5P4S¢ + H4P5S6 (B.

—HgR5T4 + HsRgTy + HeR4Ts — H4ReTs — HsR4Te + H4R5Ts — R5Uys + ReUyq + R4Us — RgUs — RqUg +

R5Ug (B.

—R5S4 + R¢S4 + R4S5 — ReSs — R4S + R5S6 — HeP5Ts + H5PgTy + HgPsT5 — H4yPgTs — H5P4Tg + HyP5Tg —

P5Uyg + PeUq + P4Us — PgUs — P4Ug + P5Usg (B.
—P5S4 + PsS4 + P4Ss — PeSs — P4Se + P5S¢ (B.
—R5T4 + ReT4 + R4T5 — ReT5 — R4Te + R5T6 (B.
—P5Ty + PgTy + P4T5 — PeTs — PaTs + PsTe (B.
—HgQsUs + H5QeUs + HeQaUs — H4QeUs — H5QaUs + H4Q5Us (B.
—HgQ5S4 + H5QgS4 + HeQaS5 — HaQeSs — H5Q4S6 + HaQs5S56 (B.

—HeQsTs + HsQeTs + HeQaT5 — HaQeTs — H5QaTe + HaQ5Ts — QsUs + QeUs + Q4Us — QeUs — QaUs +

Q5Us (B.
—Q554 + QeS4 + Q4S5 — QeSs — QaSe + Q556 (B.
—Q5T4 + QeTs + Q4Ts — Q6Ts — QaTe + Q576 (B.
—KgN5Us + KsNgUs + KgNaUs — K4NgUs — KsN4Ug + K4 N5Usg (B.
—KeN5S4 + KsNeSs + KeN4Ss — K4 NS5 — K5N4Se + K4N5Se (B.

—KgN5Ty + KsNeTy + KgN4T5 — K4NgTs — K5N4Te + KaN5Tg — KeLsUs + K5LeUs + KgLaUs — K4LeUs —

KsL4Ug + K4LgUg (B.
—KeL5Ss + KsLeSs + KeL4S5 — K4 LeS5 — K5L4Se + K4L5Se (B.
—KgL5Ty + K5LeTs + KgLaT5 — KaLeT5 — K5LaTe + KaLsTg (B.

—KegMsUys + KsMgUyq — NsUsq + NgUs + Ke My Us — K4 MgUs + N4Us — NeUs — K5 M4Ug + K4 M5Ug —

N4Ug + N5Ug (B.

—KeM5Ss + KsgMgSs — N5Sq + NeSs + KgMySs — K4MgSs + NuSs — NeSp — Ks M4 Se + K4 M5Se —

N4Se + N5 Se (B.

—KgM5Ty + Ks MgTy — N5Ty + NeTy + KgMyTs — KaMgTs + NaTs5 — NeTs — Ks MyT + KaM5Te — N4Ts +

N5Tg — LsUs + LeUs + LaUs — LeUs — LaUg + L5Us (B.
—L5S4 + LeSa + LaSs — LeSs — LaSe + L5Se (B.
—L5Ty + LeTs + LaTs — LeT5 — LaTe + L5Te (B.
—M5Us + MgUs + MyUs — MgUs — MaUg + M5Ug (B.
—M5S4 + MgS4 + My S5 — MgSs — MySe + M5Se (B.
—M5Ty + MeTy + MyTs — MegTs — MyTe + M5Tg (B.
—KgR5Us + K5RgUs + KgR4Us — K4RgUs — K5 R4Ug + K4R5Us (B.
—KeR5S4 + K5RSa + KgR4Ss — K4RgS5 — K5R4S6 + KaR5Se — KgP5Us + K5PgUs + KgPaUs — K4 PgUs —
K5PsUg + K4 P5Us (B.
—KgP5S4 + K5PsSa + KePaSs — KaPgSs — K5P4Se + K4 P5Se (B.
—KgR5T4 + K5ReTs + KgR4T5 — KaReT5 — K5RaTe + KaR5Ts (B.
—KegP5Ty + K5 PsTy + KgPsTs — K4 PsTs — K5 P4Tg + K4 P5Te (B.
—KeQsUs + K5QeUs — R5Us + ReUs + KeQaUs — K4QeUs + RaUs — ReUs — K5QaUs + K4Q5Us —

R4Us + R5Us (B.
—KeQ554 + K5Q6S4 — R5S4 + ReS4a + KgQaSs — KaQeS5 + RaSs — ReSs — K5Q456 + KaQ5S56 — RaSe +
R5S¢ — PsUa + PgUy + P4Us — PgUs — P4Ug + P5Us (B.
—P5S4 + PsS4 + P4S5 — PeS5 — P4S¢ + P5S¢ (B.

—KeQ5Ts + K5QeTa — R5T4 + R¢Ts + K6QaT5 — K4QeTs5 + RaTs5 — R¢Ts — K5QaTe + KaQ5Ts — RaTs +

141)
142)

143)
144)
145)
146)

147)
148)

149)

150)
151)
152)
153)
154)
155)

156)
157)
158)
159)
160)

161)
162)
163)

164)

165)

166)
167)
168)
169)
170)
171)
172)

173)
174)
175)
176)

177)

178)
179)
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Fig1
Fig2
Fig3
Fi84
Fig5

Fig6

Fig7

Figg

Figg

Fi90
Fig1
Fig2

Fig93

Figq

Figs

Fig6

Fig7

Figg
Figg
Fa00

Fa01

R5Tg (B.180)
—P5Ty + PeTy + P4Ts — P15 — P4Ts + PsTe (B.181)
—Q5Us +QeUs + Q4Us — QeUs — QaUs + Q5Us (B.182)
—Q554 + QsS4 + Q4S5 — QeS5 — QaSe + Q556 (B.183)
—Q5T4 + QeTs + QaTs — QeTs — QaTe + Q576 (B.184)
—NgRsUs + NsRgUs + NgRaUs — NyRgUs — N5 R4aUg + N4R5Ug (B.185)

—NgR5S4 + N5ReS4 + NgR4S5 — NaRgS5 — N5 R4Sg + NaR5Se¢ — N¢P5Us + N5PgUy + NgPaUs — Ny PgUs —
N5P4Ug + N4P5Usg (B.186)
— NgP5S4 + N5PgSyq + Ng P4 S5 — N4PgSs — N5P4Sg + N4P5Sg (B.187)
—NgR5Ts + N5sRe¢Ts4 + NgR4Ts5 — NaRgT5 — NsRaTg + NaRpTg — LeR5Us + LsgReUs + LgRaUs — LaRgUs —
LsR4Ug + L4R5Ug (B.188)

—LgR5S4 + L5RgSa + LgR4S5 — L4RgS5 — L5 R4Se + LaR5Se — NeP5T4 + N5PgTy + NgPsTs — Ny PeT5 —

N5PyTg + NaP5Tg — LeP5Us + L5 PgUs + LePaUs — Ly PgUs — L5 PaUg + LaP5Usg (B.189)
—LeP5S4 + L5PgSq + LePsSs — LaPgSs5 — L5P4Se + LaP5Se (B.190)
—LgRsTy + LsReTy + LgR4Ts — L4RgTs — LsR4Ts + L4R5Te (B.191)
—LgP5Ts + LsPsTa + LgPaTs — LaPsTs — LsPsTg + LaP5Te (B.192)

—NeQsUs + N5QeUs — MgR5U4 + MsRgUs + NeQaUs — N4QeUs + MgR4Us — MyRgUs — N5QaUg + N4QsUg —

M5R4Ug + M4 R5Ug (B.193)
—NeQ5S4 + N5QeS4 — MgR5S4 + MsRgS4 + N¢QaSs — NaQeSs + MgR4S5 — MayReS5 — N5Q4S6 + NaQs5S5¢ —
MpsR4Sg + MyR5Sg — Mg PsUy + MsPgUy + MgPyUs — My PgUs — Mg PyUg + M4 PsUg (B.194)
—MgP5S4 + MsPgSs + MgPsSs — MyPgSs — M5P4Sg + M4 P5Se (B.195)
—NeQ5T4 + N5QeTs — MgR5T4 + MsReTa + NgQaTs — NaQgT5 + MgR4Ts — MyReTs — N5QaTs + NaQs5Te —
MsR4Te + MaR5Tg — LeQ5U4a + L5QeUsa + L6QaUs — LuQeUs — L5QaUs + L4Q5Us (B.196)
—LeQ5S4 + L5Q6S4 + LeQaSs — LaQeSs — L5QaSe + LaQ5Se — MgP5Ts + M5 PgTy + MgPsTs — MyPgTs —

M5 PyTg + MyP5Tg (B.197)
—LeQsTs + L5QeTy + LeQaTs — LyQeTs — L5Q4Te + L4Q5Te (B.198)
—MeQsUs + M5QeUs + MeQaUs — MyQeUs — M5Q4Ue + M4Q5Us (B.199)
—MgQ5S54 + M5QeS4 + MeQaS5 — MsQeS5 — M5QaSe + MaQ55S6 (B.200)

—MgQ5Ts + M5QeTa + MgQaTs — MaQeTs — M5Q4Ts + MsQ5Te (B.201)
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Annexe C

Coefficients F;

Voici les coefficients E;, 1 = 1,2, ..., 243.

Ey
Eg
E3
Ey
Es
Eg

Eq

F1Hz — F13K3 + Fag N3 — F34R3

FoH3 — F14K3 + Far N3 — F34P3

Fy + F3H3 — F15K3 + FagL3 + Fog N3 — F35R3

Fy + F4H3 — F16K3 + FoyLg + Fag N3 — F35P3

F3 — F17K3 + FagLg — F36R3

Fy — F18 K3 + FaogL3 — F36P3

—F13 + FsH3z — F19K3 + Fag M3 + F3oN3 — F34Q3 — F37R3
—F14 + FgH3 — FooK3 + Foy M3 + F31 N3 — F37P3

—F15+ Fs + FrHz — Fa1 K3 + F3oL3 + FagM3 + F3aN3 — F35Q3 — FagR3
—Fi6 + F6 + FgH3z — Fao K3 + F31L3 + FaogM3 — F3gP3
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Fi91 + F198 K3 — FigoL3 + F163Q3 + F1es Rg — F7T3

Fygo — F181L3 + FiesP3 — FgT3

Fi93 + F199 K3 — F177 M3 — F182 N3 + F164Q3 + Fig9 R3 — FoUs

F194 + F200K3 — Fi78 M3 — F183N3 + F169 P3 + F165Q3 + Fi70R3 — FgS3 — F10Us
Fi95 — F179 M3 + F170P3 — F10S3

Fig6 + F201 K3 — Figa L3 — FigoM3 — FigaN3 + F166Q3 + Fi71 Rg — FoT3 — F11U3
F197 — Fi1g3L3 — F181 M3 + F171P3 + F167Q3 — F11S3 — F107T3

Fy9g — F1gaLg + F168Q3 — F11T3

Fi199 — F182 M3 + F169Q3 — F12U3

Fooo — F183 M3 + F170Q3 — F12S3

Fo01 — F18a M3 + F171Q3 — F12T3

(C.227)
(C.228)
(C.229)
(C.230)
(C.231)
(C.232)
(C.233)
(C.234)
(C.235)
(C.236)
(C.237)
(C.238)
(C.239)
(C.240)
(C.241)
(C.242)
(C.243)
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Annexe D

Coefficients D,

Voici les coefficients D;,1 = 1,2, ..., 141.

D
Do
D3
Dy
Dsg
Dg

D7

Eg7oHz — E180K2 + E159N2 — E140R2 + E1U2

E271Hy — E181K2 + E160 N2 — E140P2 — E141R2 + E1S2 + EaUs

Eg72Hy — E182 K2 + E161 N2 — E141 P2 + E2S2

E270 + E273H2 — E183K2 + E159L2 + E162N2 — E142Ro + E1T2 + EgUs

E271 + Ea74Ha — E184 K2 + E160L2 + E163N2 — E142P2 — E143R2 + E3S2 + ExTa + E4Us

Eg72 + Ears Ha — E1g5 K2 + E161L2 + E164N2 — E143P2 + E4S2

Egr3 + Eo76H2 — E186 K2 + E162L2 + E165 N2 — E14aRa + E3T2 + E5Us

E274 + Ea77Ha — E187K2 + E163L2 + E166 N2 — E144P2 — E145R2 + E5S2 + E4Ta + EgU2

Eo75 — E188 K2 + E164L2a — E145P2 + EgS2

Eg76 — E189K2 + E165 L2 — E1a6R2 + E5T2

Eg77 — E190K2 + E166 L2 — E146 P2 + E6T2

—E180 + Eo7g8 Ho — E191 K2 + E159Ma + E167N2 — E140Q2 — E147R2 + E7U2

—FE181 + E2r9Ho — E192K2 + E160M2 + E168 N2 — E147P2 — E141Q2 — E148R2 + E7S2 + EgUs
—FE182 + EogoH2 — E193K2 + E161 M2 + E169 N2 — E148 P2 + EgSa

—E183 + Earg + E2g1Ha — E194 K2 + E167L2 + E162M2 + E170N2 — E142Q2 — E149 R + E7Ta + EgUs
—FE184 + Earg + E2g2Ho — E195 K2 + E168L2 + E163M2 + E171 N2 — E149P2 — E143Q2 — E150R2 +
E9S2 + EgTa + E10U2

—E185 + Eago + E2g3Ha — E196 K2 + E169L2 + E164 M2 + E172 N2 — E150P2 + E10S2
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—E186 + E281 + E2gaHa — E197 K2 + E170L2 + E165 M2 + E173 N2 — E144Q2 — E151R2 + E9T> + E11U2
—E186 + E2g1 + E2gaHo — E197K2 + E170L2 + E165 M2 + E173 N2 — E144Q2 — E151Ro + EgT> + E11U2
—E189 + E2g4 — E199K2 + E173L2 — E146Q2 — E153R2 + E11 T2

—FE191 + E2geHo — E200K2 + E167 M2 + E175 N2 — E147Q2 — E154Ro + E13U2

—FE192 + EogrHo — Eg01K2 + E16s M2 + E176 N2 — E154 P2 — E148Q2 — E155 R2 + E13S2 + E14U2

—E193 + E2gg Ha + E169 M2 — E155 P2 + E1452

—E194 + E286 + E2g9Ha — E202K2 + E175 L2 + E170 M2 + E177 N2 — E149Q2 — E156 R2 + E13T2 + E15U2
—FE195 + Eagr + E290Ha — E03K2 + E176 L2 + E171 M2 + E178 N2 — E156 P2 — E150Q2 — E157Ra +
E15S2 + E14T2 + E16U2

—E197 + E289 + E291Ha — E204K2 + E177L2 + E173Ma + E179 N2 — E151Q2 — E158 R2 + E15T2 + E17U2
—E200 + E202Ha + E175 M2 — E154Q2 + E18U2

—E3201 + E293H2 + E176 M2 — E155Q2 + E18S2

—Eg02 + E292 + E294Ho + E177 M2 — E156Q2 + E18T2 + E19U2

E270G2 — E245 K2 + Eg26 Na — Ego5 Ra + E2oUs

Ea70 + E271G2 — Eo46 Ko + E207No — Eoos P2 — Egpe R2 + E20S2 + E21U2

E271 + E272G2 — E247Ko + E22gNo — Eoge P2 — E207R2 + E21S2 + E22U2

Eo72 — E248 K2 + Eg29No — Ego7 P2 + E22S2

Eo73Go — E249Ko + Easg Lo + Eogo N2 — EoogR2 + E20T2 + E23Us

E273 + E274G2 — E250K2 + E2a7La + E231 N2 — Egog P2 — E209R2 + E23Sa + E21T2 + E24U2

Eg74 + E275G2 — Egs1 K2 + E2agLa + E232 N2 — Eopg P2 — Eg10R2 + E24S2 + E22T2 + Ea5Us

Eors — Eos2Ko + E229Lo — Ea10P2 + E2552

E276G2 — E253K2 + EagoLa — E211Ro + E23T2

Eo76 + E277G2 — Eosa Ko + E231La — Eg11 P2 — Eg12R2 + Eo4To

Eo77 — Eos5 Ko + Eogo Lo — Eg12P2 + Eo5Th

—FEo4p + E278G2 — Ea56K2 + Eo26 Mo + E233 No — E205Q2 — E213R2 + E26Uz

—E246 + E278 + Eo79G2 — Eo57 K2 + Eoo7 M2 + EogaNo — E213P2 — Egp6Q2 — E214R2 + E26S2 + Eo7Ua
—E247 + E279 + EogoG2 — Eosg K2 + EoogMa + Eogs No — E214 P2 — Eoo7Q2 — E215R2 + E27S2 + EogUs
—E248 + E280 — E259K2 + Ea29Ms + Fo36 N2 — E215P2 + E2gS2

—E249 + E281G2 — E260K2 + E233 Lo + E230 M2 + E237No — E208Q2 — E216R2 + Eg6T2 + E29U2

—FEg50 + E281 + E282G2 — Eo1Ka + Eo34La + Eag1 Mg + EozggNo — Eg16P2 — Eoo9Q2 — Ea17Ra +
EogSo + E27T> + EgoUa

—FEgp1 + Ea2g2 + E283G2 — Eoe2Ka + EogsLa + Eaogo Mg + Eogg N2 — Eg17P2 — E210Q2 — Ea18R2 +
E3pSa + E28T> + E31Usz

—FE253 + F284 G2 — F263K2 + Eag7 Lo — E211Q2 — E219Ra + EogTh

—E254 + E2ga + Eog5 G2 — E264K2 + EoggLa — E219P2 — E212Q2 — E220R2 + E3T2

—E256 + E2ge G2 — E265 K2 + Eazgg Mo + Eogo N2 — E213Q2 — E221R2 + E3aUs

—Eos7 + Eoge + E287G2 — E2s6 K2 + Foga Mo + E241No — Eo01 P2 — E214Q2 — Eg22Ro + E32S2 + E33Uz
—E258 + Eog7 + EoggGa — E267K2 + Eogs M2 + Eg4aNo — E222 Py — E215Q2 — E223Ro + E3352 + E34Ua

—E260 + E2ggGo — E268 K2 + EosoLa + E237 Mg + Eo43No — E216Q2 — Eo24 Ro + EgoTo + E35Us2

(D.
(D.
(D.
(D.
(D.
(D.
(D.

(D.
(D.
(D.
(D.
(D.

(D
(D
(D
(D
(D
(D
(D
(D
(D
(D
(D
(D
(D
(D
(D
(D

(D

(D
(D
(D
(D
(D
(D
(D

—E261 + Eagg + FogoG2 — E269 K2 + Foa1 Ly + Eogg Mo + EogaNo — Eo94 Py — E217Q2 — E2o5Ra + E3552 +

E33T> + EggU2

—E263 + E291G2 + E243Llo — E219Q2 + EzsTs

—E265 + E292G2 + E240 M2 — E221Q2 + E37U2

—Eog6 + E292 + E293G2 + E241 M2 — E222Q2 + Eg7S2 + E3ggUs

—E268 + E294G2 + E243 M2 — E224Q2 + E37T>

E180G2 — E245H2 + E121 N2 — E192R2 + E39Ua

E180 + E181G2 — E246H2 + E122 N2 — E102P2 — E103R2 + E39S2 + E40U2
Ei181 + E182G2 — Eoa7Ha + E123N2 — E103P2 — E104R2 + E40S2 + E41U2
E182 — EougHo + E124 N2 — E104 P2 + E41 52

—E245 + E183G2 — E249Ho + E121L2 + E125 N2 — E105R2 + E39T2 + E42U2
E183 — Eo46 + E184G2 — Eas0H2 + E122L2 + E126 N2 — E105P2 — E106R2 + E42S52 + E40T2 + E43U2

E184 — Foa7 + E185G2 — Eas1Ha + E123L2 + E127No — E106 P2 — E107R2 + E43S2 + E41Ta + E44Us

(D
(D
(D
(D
(D
(D
(D
(D
(D
(D
(D
(D

18)
19)
20)
21)
22)
23)
24)

25)
26)
27)
28)

20)

.30)
.31)
.32)
.33)
.34)
.35)
.36)
.37)
.38)
.39)
.40)
.41)
.42)
.43)
.44)
45)

.46)

.47)
.48)
.49)
.50)
.51)
.52)
.53)

.54)
.55)
.56)
.57)
.58)
.59)
.60)
.61)
.62)
.63)
.64)
.65)
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D1o2
D103
D1oa
D1os
D106
D1o7
D1os
D1og
D110
D111
D112

D113

E185 — E24g — E2s2Ho + E124L2 + E128N2 — E107P2 + E44 52

—E249 + E186G2 — E2s3Ha + E125La + E129 Na — E108Ra + E42T2 + E45Ua

E186 — E250 + E187G2 — E254H2 + E126L2 + E130 N2 — E108P2 — E109R2 + E45S52 + E43T2 + E46U2
E187 — E251 + E188G2 — Eoss Ha + E127L2 + E131 N2 — E109P2 — E110R2 + E46S2 + E44T2 + E47U2
—Eg253 + E189G2 + E129L2 — E111Ra + E45T2

E189 — E254 + E190G2 + E130L2 — E111 P2 — E112R2 + E46T2

E191G2 — E256H2 + E121 M2 + E132N2 — E102Q2 — E113R2 + E4gU2

E191 + E192G2 — Eas7Ha + E120 M2 + E133No — E113P2 — E103Q2 — F114R2 + E48S2 + E49U2
Ei192 + E193G2 — EosgHa + E123 Mo + E134 No — E114P2 — E104Q2 — E115R2 + E49S2 + E5oU2
E193 — E2s9H2 + E124 M2 — E115P2 + E50S2

—Ea56 + E194Ga — E2eoHa + E132La + E125 M2 + E135 N2 — E105Q2 — E116 R2 + E4gT2 + E51U2
E194 — Eos7 + E195G2 — Eog1Ha + E133L2 + E126 Ma + E136 N2 — E116 P2 — E106Q2 — E117R2 +
E51S82 + E4gTo + E52U2

E195 — E258 + E196G2 — Eos2Ha + E134L2 + E127 M2 + E137 N2 — E117P2 — E107Q2 — E118Ra +
E52S2 + E5oT2 + Es3Us2

—Egg0 + E197G2 — E263Ha + E135L2 + E129 M2 + E138 N2 — E108Q2 — E119R2 + E51T2 + E54U2
E197 — E261 + E108G2 — Eoa Ha + E136 L2 + E130 M2 + E139 N2 — E119P2 — E109Q2 — E120R2 +
E54S2 + EsaTo + EssUa

—E263 + E199G2 + E13gL2 — E111Q2 + E54 T2

E200G2 — E265Ha + E132 M2 — E113Q2 + EseU2

Eap0 + E201G2 — E2geHa + E133 M2 — E114Q2 + E56S52 + Es7U2

Eg01 — E2¢7H2 + E13a M2 — E115Q2 + E57S52

—E265 + E202G2 — E26sHa + E135 M2 — E116Q2 + Es6T2 + EsgU2

E202 — E266 + E203G2 — E269H2 + E136 M2 — E117Q2 + E58S2 + Es7T2 + E59U2

—E268 + E204G2 + E138 M2 — E119Q2 + E58T2

E159Ga — Egg6Ha + E121 Ko — EggRa + EgoUa2

E159 + E160G2 — E227Ha + E1220 Ko — Egg Py — EggRa + Eg0S2 + Eg1U2

E160 + E161G2 — E22g8Ha + E123 K2 — Egg P2 — EgoR2 + Eg1S2 + Ee2U2

Ei61 — Eo29Ha + E124 Ko — Ego P2 + Eg2S52

—E226 + E162G2 — E230H2 + E125 Ko — Eg1 R2 + EgoT2 + Eg3U2

Ei162 — E227 + E163G2 — Ea31Ha + E126 K2 — Eg91 P2 — EgaRa + Eg3S2 + Eg1T2 + EeaUa

E163 — E228 + E164G2 — Eo32Ha + E127K2 — Ega Py — Eg3Ra + E64S2 + Eg2T2 + EesUz

—E230 + E165G2 + E129 K2 — EgaRo + Eg3T2

E165 — E231 + E166G2 + E130 K2 — F94 P2 — Egs R + Ee4 T2

E121 + E167G2 — E233Ha + E132 K2 — EggQ2 — EgeR2 + Eee U2

Ei122 + E167 + E168G2 — E234Ho + E133K2 — Ege P2 — EggQ2 — Eg7R2 + EeeS2 + Ee7U2

E123 + E168 + E169G2 — E23s Ho + E134 Ko — Eg7 Py — EgoQ2 — EggRo + Ee7S2 + EegUs2

E125 — E233 + E170G2 — E237Hz + E135 K2 — E91Q2 — EggRa + EeeT2 + EggU2

E126 + E170 — E234 + E171 G2 — Ea23gHo + E136 Ko — Egg P2 — Eg92Q2 — E100R2 + EgoS2 +
Eg7T2 + E7qU2

E129 — E237 + E173G2 + E138 K2 — E94Q2 — E101R2 + EegT2

Ei132 + E175G2 — Eo4oHa — EgeQ2 + E71U2

Ei133 + E175 + E176 G2 — E241Ha — Eg7Q2 + E71S2 + E72U2

Ei135 — E240 + E177G2 — E2a3Ha — Eg9Q2 + E71T2 + E73U2

E140G2 — Egoo5Ha + E102K2 — EggNa + E74Us

E140 + E141G2 — EgoeHa + E103K2 — EggNo + E74S2 + E75U2

E141 — Ego7H2 + E104 K2 — EgoN2 + E7552

—E305 + E142G2 — Eg08H2 + E105 K2 — Egg L2 — Eg1 N2 + E74T2 + E76U2

E142 — E206 + E143G2 — E209H2 + E106 K2 — EggLa — EgaNa + E76S2 + E75T2 + E77U2

E143 — E2o7 — E210H2 + E107K2 — EgoL2 — Egg N2 + E77S2

—E208 + E144G2 — E211Ha + E108 K2 — Eg1 Ly — EgaNa + E76T2 + E7gUs2

E144 — E209 + E145G2 — E212Ha + E109 K2 — EgaLo — Egs No + E7gSs + E77Ta + E7gUsa

(D.66)
(D.67)
(D.68)
(D.69)
(D.70)
(D.71)
(D.72)
(D.73)
(D.74)
(D.75)
(D.76)

(D.77)

(D.78)
(D.79)

(D.80)
(D.81)
(D.82)
(D.83)
(D.84)
(D.85)
(D.86)
(D.87)
(D.88)
(D.89)
(D.90)
(D.o1)
(D.92)
(D.93)
(D.94)
(D.95)
(D.96)
(D.97)
(D.98)
(D.99)
(D.100)

(D.101)
(D.102)
(D.103)
(D.104)
(D.105)
(D.106)
(D.107)
(D.108)
(D.109)
(D.110)
(D.111)
(D.112)
(D.113)
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D114
D115
D116
D117
Di1s

D119

D120
D121
D122
D123
D124
D125
D126
D127
D12g
D129
D130
D131
D132
D133
D134
D135
D136
D137
Di3s
D139
D1a4o

D141

—E211 + E146G2 + E111 K2 — EgaLa + E78T»

E102 + E147G2 — E213Ha + E113K2 — EggMa — Egg N2 + EgoUa

E103 + E147 + E148G2 — E214Ho + E114 Ko — EggMa — Eg7Na + EgoSa + Eg1Us2

E104 + E148 — E215H2 + E115 K2 — EgoMa — EggNa + Eg1S2

E105 — E213 + E149G2 — E216Ha + E116 K2 — EgeLa — Eg1 My — EggNa + EgoT2 + EgalUs
E106 + E149 — E214 + E150G2 — E217H2 + E117K2 — Egy Ly — EgoMa — E190N2 + Eg2S2 +
Eg1T2 + Eg3Us

E108 — E216 + E151G2 — E219Ha + E119K2 — EggLg — Egqa Mg — E101 N2 + EgaTa + Ega Uz
E113 + E154G2 — Eg21Hg — Egg Mo + EgsUs2

E114 + E154 + E155G2 — Eo22Ho — Eg7 M2 + EgsS2 + EggUs2

E116 — E221 + E156G2 — Eo24 Ha — Egg Mg + EgsTa + EgrUs2

E1Ga — EgoH2 + E3gKa — EgoN2 + E74Ro

E1+ E2Gg — Eg1 Ha + E40K2 — Eg1 N2 + E74P2 + E75R2

Eg — EggHp + E41 K2 — EgaNa + ErsPo

—E90 + E3Go — EgogHg + E4q2K2 — EgoL2 — Egg N2 + E7gR2

—E21 + E3 + E4G2 — EoqHa + E43Ko — Eg1La — Ega N2 + E76 P2 + E77 R2

—Esx + E4 — EasHo + E44 Ko — EgaLy — Egs N2 + E77 P2

—E23 + E5G2 + E45 Ko — Egz Lo + E7gRo

—FEo4 + E5 + EgG2 + E46K2 — EgaLo + E7g P2 + E79Ro

Egg + E7Ga — EzgHa + E48 K2 — EgoM2 — Ege N2 + E74Q2 + EgoR2

E40 + E7 + EgGo — EorHo + E49Ko — Eg1 M3 — Eg7 N2 + Ego P2 + E75Q2 + Eg1 Ro

E41 + Eg — EogHo + E59Kg — Ega Mo — Egg N2 + Eg1 P2

—E26 + E42 + EgGo — E2gHgy + E51 Ko — Ege L2 — EgzMa — EggN2 + E76Q2 + EgaR2
—E27 + E43 + Eg + E10G2 — E3oHa + E52Ko — Eg7La — Ega Mg — E7gNa + Ego Py + E77Q2 + Eg3Ra
—Eg9 + E45 + E11G2 + E5a K2 — EgoLa + E78Q2 + EgaR2

Eug + E13G2 — E32Ha + Ese K2 — Ege M2 — E71 N2 + EgoQ2 + Egs R2

E13 + Eag + E14G2 — E33Ha + E57 Ko — EgyMa — E7aNa + Egs P2 + Eg1Q2 + Egg Ra
—Eg2 + E51 + E15G2 — EgsHa + Esg K2 — E71La — EggMa — E73 N2 + EgaQo + Eg7Ra

Ege + E18G2 — EgrHa — E71 M2 + Eg5Q2

114)
.115)
.116)
117)
.118)

.119)
.120)
.121)
.122)
.123)
.124)
.125)
.126)
.127)
.128)
.129)
.130)
.131)
.132)
.133)
.134)
.135)
.136)
.137)
.138)
.139)
.140)
.141)
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Annexe E

Coefficients ()

Voici I'expression des coefficients C;,2 = 1,2, ..., 32.

1
Ca
Cs3
Cy
Cs

Cs

C7

—Dyo + D — DaaHy + Dgo K1 — D112L1 — D116N1 + D144 P1 — D174 51

Di4 + D76 — Ds1Hy + D91 Ky — D112M1 — D123N1 + Dis2P1 — D1goS1

D3 — D4oHy + D76K1 — D112N1 + D141 P1 — D17151

—Du3 + Dg + D9G1 — Da7rHy + DggK1 — D11sL1 — D119N1 + D14gP1 + D1a7R1 — D176S51 —

D174T1 — D177U1

(E.1)
(E.2)
(E.3)

(E.4)

Die — Dso + D79 + D17G1 — DsaHy + Doa K1 — Di22Ly — D115 M1 — D126 N1 + D154 P1 + D144Q1 + Diss Ry —

D1g251 — D1goT1 — D1g3Us

—Dgg + Ds + DgG1 — DagH1 + D79gK1 — D111L1 — D115N1 + D143 P1 + D14aR1 — D17351 —
D171T1 — D174Uy

D24 + Dgo + D25G1 — De1H1 + D103K1 — Di22M1 — D133 N1 + Di1g2P1 + D152Q1 + D1z R1 —
D188 S1 — D1goUs

D13 + D75 + D14G1 — DsoH1 + Dgo K1 — D111 M1 — D122N1 + D151 P1 + D141Q1 + D1s2R1 —
Dj79S1 — D1goUs

D3 + D3G1 — D3gH1 + D75 K1 — D111 N1 + D149 P1 + D14a1R1 — D170S1 — D17 Us

D10 — D46 + D11G1 + Dge K1 — D118L1 + D148 P1 + D149 R1 — D176Th

D1g — D53 + Dg2 + D19G1 — D7 H1 + D97 K1 — Di25L1 — D11gM1 — D129 N1 + Dise P1 + D146Q1 +
D157R1 — D184 S1 — D1g2Th — D1g5U1

—Dy4s + D7 + DgGy1 — D4agHy + Dga K1 — Di14Ly1 — D118N1 + D145 P1 + D14 R1 — D17551 —

118

(E.5)

(E.6)

(®.7)

(E.8)

(E.9)

(E.10)

(B.11)



Di173T1 — D176 U

Dog — Do + Dg3 + D27G1 — DeaH1 + D1os K1 — D132 L1 — D125 My — D135 N1 + D16aP1 + D154Q1 +
DiesR1 — D190 S1 — D18sTh — D1g1U1

D15 — D49 + D7g + D16G1 — DsgH1 + D93 K1 — D121L1 — D114M1 — D125 N1 + D153 P1 + D143Q1 +
D154 R1 — D181S1 — D179T1 — D1g82aUy

—D3gg + D4 + D5G1 — D4agHy + D7gK1 — D11oL1 — D114N1 + D142 P1 + D143R1 — D17251 —
Di170T1 — D173U1

Djio2 + D32 + D33G1 — DggHy — D132 M1 + D162Q1 — D195S1 — D196U1

D23 + Dgg + D24G1 — Do H1 + D102K1 — D121 M1 — D132 N1 + D161 P1 + D151Q1 + D1s2R1 —
Di18751 — D1gsUs

Dig + D74 + D13G1 — DgoH1 + Dgg Ky — D110M1 — D121 N1 + D150 P1 + D140Q1 + D151 R1 —
D17851 — D179U1

D1 + D2G1 — D3gHy + D74 K1 — D11oN1 + D139 P1 + D1aoR1 — D169S1 — D170Us

—Dse + Dgs + D21G1 + Dgg K1 — D12gL1 + D148Q1 + DisgR1 — D1ga Ty

—Dus + D10G1 + Dgs K1 — D117L1 + D14gR1 — D175Th

—De3 + Dgg + D2gG1 — DeeH1 + D107K1 — D13aL1 — D12g M1 — D137 N1 + D156Q1 + D167 R1 —
D19goT1 — D1g3Us

—Ds2 + Dg1 + D18§G1 — DsgH1 + Dge K1 — D124L1 — D117M1 — D12gN1 + D145Q1 + D1ise R1 —
D1g1T1 — D1gaUs

—D41 + D7G1 — DysHy + Dg1 K1 — D113L1 — D117N1 + DiasR1 — D172T1 — D175U1

D104 — Deg + D34G1 — D71 H1 — D134aM1 + D164Q1 — D195Th — D1g7U1

—Ds9 + Dg2 + D26G1 — DezgH1 + D10aK1 — D131L1 — D124 M1 — D134 N1 + D153Q1 + D1gaR1 —
Di187T1 — D1goUs

—Dy4g + D77 + D15G1 — Ds2H1 + D92 K1 — D13oL1 — D113M1 — D124 N1 + D142Q1 + D153 R1 —
D178T1 — D1g1Ux

—D37 + D4G1 — D41 Hy + D77K1 — D1g9gL1 — D113N1 + D1a2R1 — D169T1 — D172U1

D101 + D32G1 — DegH1 — D131 M1 + D161Q1 — D1gsUn

Dgg + D23G1 — DsgH1 + D191 K1 — D12o0M1 — D131 N1 + D150Q1 + D1e1 R1 — Dig7Us

D73 + D12G1 — DagHy + Dgg Ky — D1gg M1 — D120N1 + D139Q1 + DisoR1 — Di7gUs

D1Gy — D37 Hy + D73K1 — D1gg N1 + D13gR1 — D1ggUs

(E.12)

(E.13)

(E.14)

(E.15)
(E.16)

(B.17)

(E.18)
(E.19)
(E.20)
(B.21)

(E.22)

(E.23)
(E.24)
(B.25)

(E.26)

(B.27)
(E.28)
(B.29)
(E.30)
(E.31)
(B.32)
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Annexe F

Liste des coefficients nuls pour

différents types d’architecture

F.1 Plate-forme de Gough-Stewart

Voici la liste des 105 coefficients présentés aux Annexes B a E qui sont nuls pour

I’architecture générale de la plate-forme de Gough-Stewart.

Coeflicients F; — Fy, Fg, Fig, Fi5, F111, Fio4, Flos, Flao

F144, F158a Fl?'Oa F184a FlQOa F192, F195, F197, F198a F2OOa F201
Coefficients Ez — Eﬁ, Egl, E36, Egg, Egg, E104, Eug, E136

E145: E1477 E1507 E1537 E1557 E156: E1587 E1607 E1617 E1727 E177; E193
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Eao1, Eoos, Eas, Eo11, Eo12, E213, Eoig, o7, Ea1g, Eosa, Faog, Eozo
Es4, Easr, Fasg, Faso, Bz, Foys
Coeflicients D; — Dy, D11, D17, D19, Dagy, Do3, Dos, Dog, Dog
Doy, D37, Dyo, Dag, Daz, Dag, D5z, D3y, Dss, D57, Dsg, Deg, Deg, D71
Drs, Drg, Dgo, Dg1, Dga, Dgs, Dg7, D102, Dios, D117, D122, D12g, D131
COGfﬁCiGHtS Cz — 01, CQ, 04, 05, 07, 010, 011, 013, 016, 020, 022, 025

F.2 Base coplanaire

Voici la liste des 152 coefficients présentés aux Annexes B a E qui sont nuls pour

I’architecture dont les points sur la base sont coplanaires.

Coeflicients F; — Fy, Fy, Fig, Fog, F6, Fu5, Fs5, Foa, Fi11, Flog
F1257 F142) F144) F1587 F170) F184) F1907 F192: F1957 F197) F198: F2007 F201
Coeflicients EZ — E4, E5, Eﬁ, El(), E11, Elg, EQ(), Egl, E24, E26
E36a E38a E507 E527 EGO, E617 E867 E104a EllOa E1117 E1187 E1257 E127
E133a E1365 E145a E147a E1505 E153: E155, E156a E158a ElGO, Elﬁl: E167
E1697 E1727 E1777 E182) E185) E193: EQO].) E2047 E208a E211) E212: E213
E216; E217; E2187 E2247 E2267 E2321 E234a E237a E239a E24Oa E2421 E243
Coefficients Dz — D67 Dg, Dg, DlO; DH, D17, Dlg, DQ(), D23, D25
D267 D287 D297 D337 D367 D377 D397 D40: -D44: D477 D497 D527 D547 D557 D57
D58) D66) D697 D717 D757 D787 D807 DS].: D84: DSG) D87) Dgla D947 DQG
DIOQ: D105a Dllla D113a D114a D117a D122a D1265 D1283 D129a D1303 D131
D134>D136aD137
Coefficients C; — C4,C5, Cs,Cy, Cs, Cg, C7, Crg, C11, Cia
C’137 0167 020: CZla 022) 025
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F.3 Architecture du type SSM

Voici la liste des 170 coefficients présentés aux Annexes B a E qui sont nuls pour

I’architecture du type SSM.

Coeflicients F; — Fy, Fg, Fig, Fog, Fsg, Fus, Fs5, Foa, F111, Flo4
F125) Fl42; F144a F158) Fl70; F184a F1907 F192: F1957 F197) F198; F2007 F201

Coefficients EZ — E4, E5, Eﬁ, El(), E11, E13, E14, E15, Elg, EQO
E21, E24, E267 E367 E38a E417 E467 E50> E527 EGOa Eﬁla E637 E687 ESOa E86
ESS, E93, ElOla E104a EllOa Elll: E115, Ellﬁa E118a Ellga E1225 E125
E1277 E1307 E1327 El33a El35; E136: El45; E147) E150a E153) E155: E156
E1585 E1605 E1615 E167a E169, E172: E177, E182a E185a E193a EQOI; E204
E2087 E2117 E2127 E2137 E216a E217; E218a E224, E226a E232, E234; E237
E2397 E2407 E2427 E243

Coeflicients D; — Dg, Dg, Dy, D1g, D11, D17, D19, Doy, D3, Dos
Dag, Dog, Dog, D33, D3g, D37, D39, Dyg, Dus, Dyz, Dag, Dsg, D54, Dss, Dsy
D58a D66a D69; DTla D75a D78; D80; D81: D84: D865 D87a D91a D94; D96
DIOZ; -D1057 -D1117 D1137 D1147 D1177 D1227 D1267 D1287 D1297 D1307 D131
D134;D136)D137

Coefficients Cz — Cl, 02, 03, 04, 05, 06, 07, 010, 011, 012
013; 016; CZO: 021, 022, 025

F.4 Architecture du type TSSM

Voici la liste des 263 coefficients présentés aux Annexes B a E qui sont nuls pour

I’architecture du type TSSM.

Coefficients F; —  Fy, Fg, Fio, Fi1, Fia, Fis, Fao, Fos, Fos, Fog



Coefficients F; —

Coefficients D; —

Coeflicients C; —

F3o, F36, Fus, Fus, Fso, F52, Fss, Fo2, Fea, Fos, For, Fios, F1os, F111
F113a F117a F120, F123a F124a F125, F1295 F130: F1395 F140) F142: F144
Fius, Fis1, Fis3, Fis7, Fiss, Fieo, Fie3, Fie7, F1es, F170, F171, F17a
Fize, Fi7g, Fig1, F1s3, Figa, F190, F192, Fi9s, F1g7, Figs, Fao0, F201
E4, Es, Eg, Evo, Evi, Ers, B, Evs, Erg, By

Es1, Bos, Fas, Eog, Fog, E3o, Ess, Ese, Esg, Ea1, Fag, By, Ess, Ear, Eso
Ess, Ess, Eeo, E61, Eie3, Fes, Ero, Er1, Erg, Ego, Fga, Es3, Egs, Fgg
Esg, Fo3, Egs, Egs, Fog, E101, E103, E104, F108, E109, E110, F111
Evi5, Evie, Eiis, Evig, Er22, Eroa, Evos, Eiog, Erar, B30, Eisg, Eiss
Ei3s, Bz, Erar, Erag, Bvaa, Evas, Evae, Evar, Eiso, Evse, Eiss, Eisa
E1s5, E1s6, E1ss, Eisg, Fieo, Fi61, Fi64, Fie6, F167, F16s, F169, E172
Er74, Evrs, Evrr, Eigg, Bigi, Biga, Biga, Figs, Figs, Figo, Fig2, Figs
E97, Erg9, Ea00, Eoo1, E203, Eaos, Eoor, Eaos, Ea10, Eoi1, E212, Eois
Eoi5, Eore, Eoi7, Eo1s, Eoot, Eoss, Eogu, Egos, Eoog, Eogg, Eozi, Faso
Ea33, Eaza, Ease, Fasr, Fass, Fasg, a0, a1, s, Fous

D6a D85 D95 DlOa Dll, Dl?, D195 DZO) D23) D25
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D26) D28) D297 D337 D36) D377 D397 D40: D44: D47a D49a D52a D547 D567 D57

D58a D66a D69; DTI; D75a D78; D80; D81a D84a D86; D87; D91a D94; D96
D102; D105, Dlll; D113, D114, D117> D122, D126> D1287 D129a D130> D131
D134: D136a D137

01, 027 CS, 047 05; 067 C?; 010, C111, C’12

013; 016; 0201 C121, 022, 025

F.5 Architecture du type MSSM

Voici la liste des 259 coefficients présentés aux Annexes B a E qui sont nuls pour
I’architecture du type MSSM.
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Coefficients E — F4, Fg, Fl(), F11, F12, Flg, FQQ, F23, F25, F29
F327 F36a F45; F48> F507 F52a F55a F62a F64a F957 F97a F106a F108a Flll
F113a F117a F120, F123a F124a F125, F1295 F130: F1395 F140) F142: F144
F1457 F1517 F1537 F1577 F1587 F1627 F1637 F167: F1687 F1707 Fl?l; F174
F176a F17Qa F181, F183a F184a F190, FlQZa F195: F197a F198a F200: F201

Coeflicients Ez — E4, E5, EG, El(), EH, E13, E14, E15, Elg, E20
Es1, Eoq, Eog, Eos, Esg, Eso, Ess, Ese, Es, Ea1, Eu, Eaa, Ese, Euz, Eso
E527 E557 E607 E617 E637 E687 E707 E71: ESO; E827 E837 E867 E887 E89
E93, E96, E985 El()la ElOSa E104a ElOSa EIOQ, EllOa Ellla E115) E116
E1187 E1197 E1227 E124a E125a E126; E127a E130a E132a E133a E135) E136
Era9, Evaa, Evas,y Evae, Erar, Evso, Evse, Evss, Evsa, Eiss, Eise, Eiss
E1597 E1607 E1617 E1647 E166a E167> E168a E169a E172a E174a E175> E177
El?Sa ElSla ElSZa E184a E185a E188: E190a E192a E193a E197a EZOO: E201
E2037 E2047 E2077 EQOS) E210) E211: E2125 E213) E215, E216) E217; E218
E221; E223; E224; E2257 E2267 E2297 E231, E232, E233a E234a E2367 E237
E2387 E2397 E2407 E2417 E242a E243

Coefficients D’L — D6a D85 D95 DlOa Dll, Dl?, D195 DZO) D23) D25
D26) D28) D297 D337 D36) D377 D397 D40: D44: D47) D49) D52a D547 D557 D57
D58a DGG, DGQ, D7la D75a D785 DSO? DSI: D84: D865 D87a D91a D94a D96
DIOQ; D105a D1117 D113a D114a D1177 D122a D1267 D1287 D129a D1307 D131
Di34, D13g, D13z

Coefficients CZ — Cla 027 03) 047 05: 067 C7a C’10) Oll) C’12
C'13’ C(165 020: CQI, 022, 025



Annexe G

Géomeétrie de Grassmann

Cette annexe présente la suite des calculs et résultats introduits aux sections 7.1.1.1
a 7.1.1.5. 1l s’agit de la dérivation des équations mathématiques représentant les

différentes conditions géométriques.

G.1 Condition 3d, cas général

Cette condition correspond géométriquement a la situation dans laquelle quatre vérins
sont dans le méme plan. Trois quadruplets de droites peuvent satisfaire cette condi-
tion, soit les droites associées aux vérins 1-2-3-6, 1-4-5-6 et 2-3-4-5. Les équations du

quadruplet 1-2-3-6 ont été dérivées a la section 7.1.1.1. Voici celles des deux autres.
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Droites 1-4-5-6 coplanaires

Pour vérifier que les vérins 1, 4, 5 et 6 sont coplanaires, on résout le systeme

d’équations suivant

(Is x 1g) -1, = 0 (G.1)
(Is x 1g) - L, = 0 (G.2)

La solution de ce systeme d’équations nous donne donc I’équation représentant les
configurations singulieres lorsque les jambes 1, 4, 5 et 6 sont coplanaires. Cette situation
s’écrit

_ bay(biy —x) + p'3$[(b1z €08 1) — by sinep) cos @ sin ¢ + (by, sin ) + by, cos 1) cos @] (G.3)
B blw ’

z = p’3z sin ¢ sin 0 (G.4)

Droites 2-3-4-5 coplanaires

Pour vérifier que les vérins 2, 3, 4 et 5 sont coplanaires, on résout le systeme

d’équations suivant

(Isx 1) 1, =0 (G.5)
Iy x 14)-1;=0 (G.6)

La solution de ce systeme d’équations nous donne donc I’équation représentant les
configurations singulieres lorsque les jambes 2, 3, 4 et 5 sont coplanaires. Cette situation
s’écrit
y = bay(biz + ) — p'3z[(b1m €08 1) + bay sin 1)) cos @ sin ¢ + (by, sin ) — byy cos ) cos @] G.7)
B blm )
z = —p'3$ sin ¢ sin @ (G.8)

G.2 Condition 3d, cas particulier

Cette condition géométrique correspond aussi a l'alignement de quatre vérins dans le
méme plan, mais se réfere au cas particulier, ¢’est-a-dire lorsque la résolution du systeme
d’équations est singuliere. Les équations du quadruplet 1-2-3-6 ont été dérivées a la

section 7.1.1.2. Voici celles des deux autres.
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Droites 1-4-5-6 coplanaires
La résolution du systeme d’équations (G.1) et (G.2) selon y et z est singuliere lorsque
b12P1yP3g (bay COSY + big sin ) sin @ = 0 (G.9)

On est donc dans le cas particulier lorsque sin = 0 ou bien bgy cos ) + by; sin1) = 0,
blm

soit # = 0,7 ou cosy = siny. Avec # =0 ou ) =m, on a
z2=0 (G.10)

Avec cosy) = % sin 1) et en se servant de
Y

b2
020 Ay G.11
sin” 1) B+ biy ( )
on obtient .
L (biabay — byyo ; bizy) sin 1) tan 6 (G.12)
4y

Les équations (G.10) et (G.12) avec les valeurs correspondantes de cos ¢ et  représen-

tent donc les équations mathématiques représentant cette condition géométrique.
Droites 2-3-4-5 coplanaires
La résolution du systeme d’équations (G.5) et (G.6) selon y et z est singuliere lorsque
blwpllyp;w(—bzly cos ) + by sinyp)sinf = 0 (G.13)

On est donc dans le cas particulier lorsque sin @ = 0 ou bien —by, cos ) + by, sinty = 0,

soit §# = 0,7 ou cosv = blwsmiﬁ Avecd=0ouf =m,ona
z2=0 (G.14)

Avec cosp = 2% sin et en se servant de
Yy

b
sin? g — e + T (G.15)
on obtient .
, _ (huabay — bay + bigy) sinp tan (G.16)

bay
Les équations (G.14) et (G.16) avec les valeurs correspondantes de cos 1) et 6 représen-

tent donc les équations mathématiques représentant cette condition géométrique.
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G.3 Condition 5a

Cette condition géométrique se produit lorsque dans chacun des trois plans formés par

les vérins 1-6, 2-3 et 4-5, il y a une droite D; qui est coplanaire avec le plan de base tel

que les trois droites D; s’intersectent en un point commun. L’équation représentant les

lieux de singularité pour cette condition géométrique a été obtenue a la section 7.1.1.3.

Il s’agit d’un polynome de degré 3, avec un degré maximal de 3 en z et de 2 en z et y.

Elle peut étre écrite sous la forme

avec

Cs
Cs
Cy

Cs

Cr

Cy
Cio

Ciz%z + Cox® + Caayz +
C’4xy + C5SL'Z2 + CGLL'Z + C7.T +
Csy’z + Coy® + Croyz® + Criyz +

Croy + C132° + C1u2? + Ci52 + Ci =0 (G.17)
—b4yp'1yp’3m2 sin ¢ sin ¢ sin” @ (G.18)
—b4yp'1y2pi%2 cos ¢ sin ¢ sin 1 sin® @ (G.19)
b4yp'1yp;,w2 cos ¢ sin ¢ sin” § — blwpllyQp;z cos ¢ sin ¢ sin” @ (G.20)
l)4yp'1yzp;m2 cos ¢ cos 1 sin ¢ sin® § — blﬂolwp'?,m3 sin? ¢ sin ¢ sin® @ (G.21)
_b4yp'1yp;,m2 cos fsin ¢ sin § + 1343,]9'13/1)'?”32 coS ¢ cos 1 sin 1 sin 6 +
blxpllyQp;w €08 ¢ cos 1 cos @ sin 1 sin 6 — blmpllyQpém sin ¢ sin® ¢ sin 6 —
b4yp'1yp;,w2 cos fsin ¢ sin” ¢ sin 0 (G.22)

12002 . . 120 2 . .
—baypyy D3, €OS ¢ cosfsing sin? ) + bayP1y D3, COSYSiny sin? 6 —
122 . . . ror 3 . . .
bayp1y D3, COSY sin? ¢ sin ¢ sin® @ + b1sPy, D3, COS Y cosl sin’ ¢ sin ¢ sin”® 0 +
11 3 . . 3
b1zP1yP3; COS Psin @ sin? 1) sin?  —

1)41,11711?/21)2”2 cos ¢ cos 6 sin ¢ sin® 1 sin? 6 G.23
G.24

G.25

r 20 3 . . .
bizp1y D3y SINQ sin? ¢ sin® 6
12
.2
b1zP1y P3g COS G cOS P sin® O

(
(
(
(G.26

)

)

)
b1wpllyp;$3 cos ¢ sin® ¢ sin® 4 )
—b4yp’1yp’3$2 cos ¢ sinf — Zbuplljpgm cos ¢ cos 0 sin 0 +

12 ’ r 2
b1zP1y D3 COSY SIn @ Sin 1 sin O + baypy,ps, €SP cosfsin gsinysinf +
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012

013

014

Cis

Cie

G4

b4yp'1yp;;gﬁ2 cos ¢ sin® 1 sin @ + blwpllyzp;m cos ¢ cos f sin” ¢ sin 6 (G.27)

20 2, r 2 .
—baypyy D3y sin® 6§ — b12bayD1,, D3, COS P COSY sin® 6 +

b4yjt)’1y2p;,$2 sin® ¢ sin? 6 — 2b1mp’1yp’3w3 cos 0 sin® ¢sin? 6 —

bprllyp;; sin ¢ sin ¢ sin? § — bmp'lyp;,x3 oS ¢ cos 1 sin ¢ sin 1 sin? § +
b4:yplly2p;,,%2 cos ¢ cos 1 cos 0 sin ¢ sin ) sin® § + b4y1t)'1?/2p'?m2 sin® 1) sin? § —
b4yp'1y2p'3$2 sin? ¢ sin” ¢ sin” 6 + blmpllyp;f cos 0 sin® ¢ sin® 1) sin” f (G.28)
—blwb4yp'1yp;$3 cos ¢ sin” ¢ sin® O — l)fw;o'lyQ;plgw2 cos ¢ sin ¢ sin 1y sin® O —
blet)'lyngx3 cos ¢ sin ¢ sin ) sin® 4 (G.29)
blmpllyngm cos ¢ cos Y + b4yp’1yp;,z2 cos ¢ cos 1 cos f —

l)4yp'1yp;m2 sin ¢ sin ¢ — l)mo,l;p;,;C cos fsin ¢ sin 1) —

blwplljp;w cos ¢ cos Y sin® 0 + b4yp’1yp;,z2 sin ¢ sin 1 sin® 0 (G.30)
b1$b4yp’1y2p;x cos ¢ cos fsinf + 1)4‘1/1)'1?,2119':)“2 cos Y cos fsin 6 +

blmpllyplg,%3 cos 1 sin® ¢ sin @ — b4yp’1y?p;w2 cos 1) cos O sin® ¢ sin O —

b4ygo'1y2p;$2 cos ¢ sin ¢ sinsin f — blw1)4(1,10,11121);,:C cos 1 sin ¢ sin ¢ sin f +
blxpllyp'?,gc3 cos ¢ cos f sin ¢ sin ¢ sin 6 + b%xpllyp;; cos 1) cos f sin ¢ sin v sin 0 +
b%xpllyp;; cos ¢sin? ¢ sin @ — blmb4yp'1y2p;$ cos ¢ cos 0 sin ¢ sin  —

blmpllyplg,%3 cos 1 sin? ¢ sin® 0 + 1341/])’1?/210'3;52 cos ¢ sin ¢ sin 1 sin® 0 (G.31)
blwb4yp'1yp'3w3 cos @ sin? ¢ sin? 6 + bf$b4yp'1yp;$2 sin ¢ sin ¢ sin? @ +

blxb4yp'1yp;,$3 cos ¢ cos 1 sin ¢ sin 1 sin® § + blmpllyngx3 cos fsin ¢ sin 1y sin® 0 +
bprlljp;m? cos ¢ cos 1) cos @ sin ¢ sin ¢ sin? § + bprllfp;,: sin? ¢ sin? § —
bprllyZp;wZ sin? ¢ sin? ¢ sin? § — blwb4yp'1yp'3w3 cos fsin? psin®ysin?f  (G.32)
bfmb4yp'1y2p;ﬂ2 cos ¢ sin ¢ sin ¢ sin® 6 +

biobuypr, Pay COSsin sin ¢ sin® 0 (G.33)

Condition 5b, cas général

Cette condition correspond géométriquement a 'intersection de toutes les jambes avec

une droite de I'espace. Trois cas sont possibles. Le premier a été présenté a la section

7.1.1.4. Voici les deux autres.
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Droites 2-3-4 coplanaires

Le premier cas est celui ol les droites 2, 3 et 4 sont coplanaires. La droite D passe
alors par les articulations B, et P, et touche ainsi aux segments 1,2,3,4 et 5. Il s’agit
de trouver les conditions pour que les droites 2-3-4 soient coplanaires ainsi que les

conditions pour 'intersection de la droite lg et de la droite D. Le systeme d’équations

est alors
(12 X 13) . 14 =0 (G34)
(b6 — b4) . (d X 16) =0 (G35)
ol
d= P2 — b4 (G36)
Sa résolution donne les expressions
E E
y = Lot + Pig (G.37)
Ey4
E E
z = 215 + Pag (G.38)
Eqr

avec

FEy = biypllyp;,z cos Y + blzb4yp’1y2 cospcosf — blzb4yp'1y2 cos 1 cos 0 sin? ¢ —
b1$b4yp;w2 cos 1) cos O sin® ¢ — blwb4yp'1y2 cos ¢ sin ¢ siny —
blmb4yp;ﬂ2 cos ¢ sin ¢ sin ) (G.39)
FE3 = l):‘iy;t);j}o;ﬂC sin ¢ — bmbiyplly2 COS ¢ cos Y sin ¢ — blzbiypéj COS ¢ cos Y sin ¢ +
blwb4yp'1yp;z2 cos fsin ¢ + bfwb4ypllyp;’$ sin 1 — blwbiyplly2 cos fsinp —
b%mpllyZp;z cos ¢ cos ) cos B sin ) — biyp'lfp;hc coS ¢ cos 1 cos B sin ) +

2 2
blzbiyply cos fsin? ¢ sin ¢ + blggbiyp?,z cos fsin® ¢ sin v +

D2,01, Dy Sin @sin® ¢ + b3, p), Py, sin g sin® ¢ (G.40)
E., = bh,c(—bzlyplly2 COS ¢ COs 1) sin ¢ — b4yp'3w2 cos ¢ cos Y sin ¢ + blxpllyp;m sin ) —

b4yp'1y2 cos @ sin v + b4yp'1y2 cos 0sin? ¢sin ) + b4yp;$2 cos 0 sin? ¢ sin 1) (G.41)
Ei; = —b4yp’1y2 sin § + b4yp’1y2 sin® ¢ sin 0 + b4yp;,w2 sin’ ¢ sin @ (G.42)
FEg = l)4ypllypgm2 cos Y sin ¢ sin 6 + blwplljp;m cos ¢ sin ) sin 6 (G.43)
E; = b4yp'1y2 cos ¢ cos Y sin ¢ + b4yplgac2 COS ¢ cos Y sin ¢ — blxpllypgw siny +

b4yp,1y2 cosfsin) — b4yp'1y2 cos 0 sin? ¢ sin ¢ — 1)43,102_;“,62 cos fsin? ¢sin vy (G.44)
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Les équations (G.37) & (G.44) représentent donc les équations mathématiques représen-

tant cette condition géométrique.

Droites 3-4-5 coplanaires

Le deuxieme cas est celui ou les droites 3, 4 et 5 sont coplanaires. La droite D passe

alors par les articulations B, et P5 et touche ainsi aux segments 2,3,4,5 et 6. Il s’agit

de trouver les conditions qui assurent que les droites 3-4-5 sont coplanaires et que la

droite 1; intersecte la droite D. Le systeme d’équations est alors

ou

Sa résolution donne les expressions

avec

E18

Ey

E21
E22

(13 X 14) . 15 =0 (G45)

(b1 — bg) . (d X 11) =0 (G46)

y = Eit + Bro (G.48)
E

, = Dnrt B (G.49)
E

b4yp,1y coSs ¢ cos 1 cos B sin ¢p — b4yp;w cos 1) cos 0 sin? ¢ —

b4yp;w cos ¢ sin ¢ sin 1) + b4yp'1y sin ¢ sin 1) (G.50)
—b1$b4yp'1y €oS ¢ cos Y cos A sin ¢ — blwb4yp;,$ cos 1) cos 0 sin® ¢ —

b4yp,1yp'3$ coS ¢ cos Y sin Y — blxb4ypl3m cos ¢ sin ¢ sin ) +

blwpllypgm cos 1 cos B sin ¢ siny + blwb4yp'1y sin? ¢ sin ¢ +

blwpllyp;z cos ¢sin? ¢ + b4yp'1yp'3I cos f sin ¢ sin” v (G.51)
—b4yp'1y cos ) — b4yp;$ COS ¢ cos Y sin ¢ + b4yp'1y cos ) sin® ¢ +

blxplly sin vy + b4yp'1y cos ¢ cos B sin ¢ sin Y + b4yp'3$ cos 0 sin? ¢ sin ¥(G.52)
b4yp,1y cos ¢ sin ¢ sinf — b4yp;w sin? ¢ sin @ (G.53)
—blwb4yp'1y cos ¢ sin ¢ sin 6 — b1zb4yp’3,z sin? ¢ sin 6 +

blmp;yp;,z sin ¢ sin v sin @ (G.5b4)

Les équations (G.48) a (G.54) représentent donc les équations mathématiques représen-

tant cette condition géométrique.
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G.5 Condition 5b, cas particulier

Cette condition géométrique correspond aussi a l'intersection de toutes les pattes avec
une droite de I'espace, mais se réfere au cas particulier, ¢’est-a-dire lorsque la résolution

du systeme d’équations est singuliere. Trois cas sont possibles.
Droites 1-2-3 coplanaires

Les équations de ce premier cas ont été dérivées a la section 7.1.1.5, a I’exception de
I’expression des coefficients F; avec i = 6,7, ..., 11. La résolution du systéme d’équations

était écrite sous la forme

E6y + E7
— DT (G.55)
Eg
Egy + Exo
;= YT (G.56)
Ell
avec les coeflicients suivants
E¢ = Fio+ Fi1sin¢+ Fiasin®¢ + Fizsin® ¢ + Fiasin? ¢ + Fi5sin® ¢ + Figsin® ¢ (G.57)
E7 = Fy+ Fa1sin¢ + Faa sin2¢+F23 sin3¢—|—F24 sin4¢—|— Fsy sin5¢—|—F26 Sin6¢ (G.58)
Es = F3g+ Fs1sin¢+ F3ysin® ¢ + Fassin® ¢ + Fagsin? ¢ 4+ Fassin® ¢ + Fag sin® ¢ (G.59)
E9 = Fy0+ Fa18in¢ + Fya sin? @ + Fus sin3 0] (G.GO)
Ei9 = Fso+ Fsising+ Fsasin® ¢ (G.61)
Ei1 = Fso+ Fe1sing + Feasin? ¢ + Fgasin® ¢ (G.62)
et
r 3 r 3
Fio = bizbi,py, —bi,p1y (G.63)
9 ! 2 9 1 3 3 ! 3
Fii = —2bigbyypyy, P3, c08¢ + 3b7,baypy, cosdcosd — by, py, cosdcosd (G.64)
9 ! 3 9 ! r 2 2 12 3 ! 2 1
Fi2 = —8bigbiyp1y, +b1abayp1yPa, — 3bigbaypry D3, cos b+ 3b4,p1y Pay cosd+ (G.65)
3
3b1,03,py, sin? @ (G.66)
. 2 1 3 ' 1 2
Fi3 = 8b1zbiyp1y D3 COS @ + 3biyp1y cos ¢ cosd — 3b§1yp1yp3m cos ¢ cosf — (G.67)
o 1 21 . 9 3 3 . 9
6b12b3,P1, P3g COS psin” § — by, p,, cos¢cosfsin® g (G.68)
9 13 9 1 1 2 3 ! 2 3 ! 3
Fia = 4biabiypy, — 4bi1abiypiyps, — 9iyp1y P, cOSO + byyps, cosf — (G.69)
9 13 . 9 9 1 12, 4 3 1 2 . 2
3b15b3yp1, sin® 0 + 3bigby,p1,p3, sin 6 + 3by,pq, P3, cossin®d (G.70)
3 ! 3 3 ! 12 3 ! 3 . 2
Fis = —2by,p;, cosdcosd+6by,py,ps, cosdcosd +by,py, cos¢cosbsin®f — (G.71)
2
3biyp'1yp;m cos ¢ cos fsin? 6 (G.72)
3 ! 2 3 ! 3 3 ! 2 . 9 3 ! 3 . 9
Fig = 6byypyy P, cosd — 2by,ps, cosf — 3by,py, P3, cosdsin® O + by, pg, cosfsin” 6 (G.73)
1 31 1 31
Fpo = —b3,p1, P3, COSPsing + biybi,py, P3, coS psing (G.74)
3 12 92 ;9 ! 3 9 ! 2 2
Fn = bigbaypry p3, cos¢ +bi by, py, cosécosd —bizbyypyy P, siny + (G.75)
r 31 . 13 .
4b%mb4yp1y D3, cos B sinep — biyply D3, €Os Osin (G.76)



Fao

Fag

Fay

Fas

Fas
F3o
F3;
F3o

Fs3

Fsy4
Fss
Fse
Fuo
Fa
Fys
Fus
Fso
Fs;
Fso
Fso
Fe1

Fo2

3 r 3 3 ! 3 9 ;0 I 21 9 1 31 .
blmb4yp1y - blmb4yp1y - 4b1mb4yp1y P3g COSO — 5b1$b4yp1y P3g COS @siny —
2 r2 7 2 . 3 ! 2, 2 )
3b7,bayp1y P3p COSPcosfsiny + 2b3,p,, p3, cos¢cosfsiny +
3 ! 3, 9 .9 9 1 3 . .9
blzb4yp1y sin” ¢ sin 9+4b1xb4yp1y D3, COS ¢psinpsin® §
3 ! 2 9 ,9 ! 3 9 .9 ! 12
4b12b4yP1y D3y cOS P — 3b1, b3y Py, cCOSPcosf + by by, Py P3, COSPcosh +
9 ! 27 2 2 1 31 . 3 ! 31 .
Tb12b3yP1y P3p SINY — 3b1,baypyy, Ps, COSOsiny + by, py,, Ps, cOsfsiny —
3 ! 1 3 . 3 ! 2 . 9 9 ! 2 2 . 9
b4y P1yP3s cos9sm¢—4b1mb4yp1y D3y COS ¢psin 9—6b1mb4yp1y P3, sinysin® g —
3 ! 3 . . 9
byyP1y P3g COSPsintsin” §
3 ! 3 . 4 3 ! 12 9 ,9 ! 2
3b12byypy, Sin® ¢ — 5bizbyyp1,p3, +6b1,b3,D1, P30SO+
9 ! 3 . 9 1 1 3 . 3 ! 2 2 .
2b1zb4yp1y D3z cos¢sm¢f2b1zb4yp1yp3$ cos¢sm¢f4b4yp1y D3, COS@cosfsinty —
3 ! 3, 9 3 !/ r2 9 9 7 3 1 . . 9
3b12byypq, sin” 8 + 5bixbyyp1yP3, sin® 0 — 2b1zby,py, P3, COSPsiny sin” 6 +
5 ! 1 3 . . 2 3 !/ 2 2 . . 9
2b12byyP1yP3, COS Psinysin 0+2b4yply D3, C€OS @ cosfsinysin” g
3 ! 2 3 ! 3 9 ! 2 2
—6b1zbiy D1y P3g COS P + 2b12byyp3, COS QP — 4b1zbyypy, P3, SinY —
1 31 1 13 12
2b2yp1y D3z cosﬁ?sin'tp—|—2b2ypl?,,p3m cosBsin1/J+6b1$biyply D3y cos¢sin29—
3 r 3 . 9 9 121 2 . o 3 31 . . 9
2b12b4yp3, cOS@sin” 0 + 4b12byy Py, P3, Sinysin® 0+ by, py, Ps, cosfsinysin” 6 —
3 ! r 3 . . 9
b3yP1yP3, COSPsintsin” g
3 ! 3 3 ! 1 2 3 ! 3 ., 9 3 ! r2 2
—2b12byyp1y + 6b1byyP1yP3, + 2b10byy Py, sin® @ — 6bioby,p1,P3, sin” o
0
2 12 9 ! 3
b1,b4yP1y D3y €OS P + brzbyypy, cosgcos 4
2 r 3 3 ! 3 9 ! 2 3 ! 3, 9
blmb‘lyply _b4yp1y _4b11b4yp1y P3z COSB+b4yp1y sin” 9
3,/ 2 1 2 ! 3 9 7 12
4b4yp1y D3z cos¢—3b1$b4yp1y cosq&cose—i—i’)blmb%plypgm cos¢cosf —
3 ! 2 .9
4b3,p1y P3g cOS@sin® g
3631, — Bb3, PuyPas. -+ Bb1ab2, 05, iy 080 — 363 py,  sin? 0 + 563 p) py,” sin? 0
4yp1y 4yp1yp3m + lz 4yp1y P3y COS 4yp1y sin + 4yp1yp3m sin
3 ! 2 3 ! 3 3 ! 2 . 9 3 ! 3 . 9
—6by,P1y P3y COS P + 2b3, p3, COS P + 6byy Py, D3, COSPSIn” O — 2by, ps, cos¢sin®
1 3 ! 1 2 1 3 ] 12
—2b%,p1, sin® ¢ + 6b3, p1,p3, sin® ¢+ 263, py,” sin® psin® 0 — 663, p1,ps, sin® psin® 6
2
fbmplly cos ¢ sin
1 1 . 1 2 .
b1zP1yP3, Sin 0 + baypy, cosfsinb
72b4yp’1yp;m cos ¢ cos fsin §
1 2 12
—baypy, cos fsin 0 + bayps, cosfsinf
12 . .
—b1zpyy D3, sSinysing
2
b4yp’1y p;m cos ¢ cos @ sin ¢ sin §
2
—b4ypllyp§m cos f sin 1 sin 8
1 1 1 2
blﬁplyph cos ¢sint + b4yp1y cos ¢ cos 8 sin
1 2 ' 1
biepyy, sinty — 3baypy,Pa, COS 0 sin ¢
2 2
—2b4yplly cos¢cos€sin¢+2b4yp;w cos ¢ cos §sin

4b4ypllyp:3m cos 0 sin® ¢ sin
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Droites 2-3-4 coplanaires

La résolution du systeme d’équations (G.34) et (G.35) selon y et z est singuliere

lorsque

2 . r 2 . ’ ' .
—baypy, €OS Y COSYsing — byyps, €OS P oS P sing + biyp,ps, sin p—
b4yp'1y2 cosfsiny + b4yp'1y2 cos @ sin? psinyp + b4yp;,m2 cos fsin? psiny = ((G.112)
On remplace alors la valeur de cos par

ro 12 . 12 12
b1oP1yPsy — bayPy, €0s 0 + by cos Osin® ¢(py,” + ps, ) )
b4yp'1y2 Ccos ¢ sin ¢ + b4yp;,;,32 cos ¢ sin ¢

cos ) = in (G.113)

Les expressions des variables x et z ne seront pas retranscrites ici puisqu’elles sont
encore plus complexes que celles décrites précédemment.
Droites 3-4-5 coplanaires

La résolution du systeme d’équations (G.45) et (G.46) selon y et z est singuliere

lorsque

b4yp'1y cos Y + b4yp'3$ cOS ¢ cos Y sin ¢ — b4yp'1y cos 1 sin® ¢ — blmplly sin ¢ —
b4yp'1y coS ¢ cos 0 sin ¢ sin 1) — by, ps, cos fsin® psinth = 0 (G.114)
On remplace alors la valeur de cos vy par

blwplly + b4yp'1y cos ¢ cos f sin ¢ + b4yp;)w cos fsin? ¢
bayp), + bayps, COS Psin ¢ — bayp), sin® ¢

sin 1) (G.115)

cos i =

Les expressions des variables x et z ne seront pas retranscrites ici puisqu’elles sont

encore plus complexes que celles décrites précédemment.
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