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Résumé

Ce mémoire traite de deux sujets principaux. Le premier sujet traité est un nouveau
type de mécanisme déployable a 1 degré de liberté, composé de groupes plans a 1 degré
de liberté, assemblés sur les faces de différents polyedres. Le résultat est un polyedre
déployable avec 1 degré de liberté. Deux prototypes ont étés construits dans le but de

valider le bon fonctionnement du principe, soit le cube et le dodécaedre déployables.

Le second sujet est la détermination du nombre de degrés de liberté de polyedres ar-
ticulés. Comme ces mécanismes sont surcontraints et sont composés de chaines cinéma-
tiques complexes, I'utilisation des formules de Tchebychev-Griibler-Kutzbach ne peut
s’appliquer. La méthode proposée est basée sur ’analyse de la jacobienne du mécanisme
et de son noyau. Le nombre de degrés de liberté du mécanisme est la dimension du noyau
de la jacobienne. L’analyse est faite sur deux mécanismes, soit le cube et le dodécaedre
articulés. Les résultats indiquent que le cube possede trois degrés de liberté en général,

tandis que le dodécaedre possede 5 degrés de liberté en position droite.
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Meécanismes déployables

Depuis quelques années, les mécanismes déployables ont été beaucoup étudiés. Il
existe déja plusieurs types de mécanismes déployables. D’abord il y a les mécanismes
d’'Hoberman [1], dont la célebre sphere déployable. Celle-ci fonctionne a l'aide de
mécanismes plans montés sur des grands cercles de la sphere et préservant leur forme
(figure 1.1a). On note aussi les mécanismes polyédriques réguliers de Wolhart [2] dans
lesquels des groupes plans sont posés sur les faces d'un polyedre et assemblés a 'aide de
sommets a articulations multiples (figure 1.1b). On retrouve également les polyedres a
faces transformables ou “star transformers” [2] dans lesquels des groupes spatiaux sont
implantés sur les faces d'un polyedre (figure 1.1c). Finalement, il y a les polyedres 1

ddl & liaisons prismatiques [3] qui conservent leur forme grace a la rigidité des sommets
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(figure 1.1d). Il y a aussi beaucoup d’autres types de mécanisme déployables dans la
littérature : par exemple [4], [5], [6], [7], [8] et [9].

(c) (d)

Fi1a. 1.1 — Certains mécanismes déployables existants (a) sphere d’hoberman [1], (b)
mécanismes polyédriques réguliers [2], (c) “star transformers” [2], (d) mécanisme a

liaisons prismatiques [3].

Au chapitre 2, un nouveau type de mécanismes déployables a 1 ddl sera présenté.
Il s’agit de polyedres déployables ou des groupes plans a 1 ddl sont assemblés sur les
faces du polyedre a I’aide de liaisons sphériques aux sommets. Une explication détaillée
du fonctionnement du mécanisme est donnée dans la section 2.1. L’application de ce
mécanisme aux solides de Platon est présentée dans la section 2.2. Finalement, dans la
section 2.3, quelques caractéristiques propres aux mécanismes proposés sont discutées

et deux prototypes sont montrés.



1.2 Détermination du nombre de degrés de liberté

des polyedres articulés

La formule de Tchebychev-Griibler-Kutzbach est généralement utilisée pour déter-
miner le nombre de degrés de liberté de plusieurs mécanismes en se basant sur leur
topologie. Par contre, dans certains cas particuliers, cette formule n’est pas applicable
puisqu’elle conduit a des résultats erronés. C’est entre autres le cas pour les mécanismes

surcontraints et certains mécanismes comportant plusieurs boucles fermées.

Les polyedres articulés dont nous désirons connaitre le nombre de degrés de liberté
font partie de ces cas particuliers, et donc la formule de Tchebychev-Griibler-Kutzbach

ne peut s’appliquer.

Le chapitre 3 présente une méthode de détermination du nombre de degrés de
liberté des chaines cinématiques tirées de [12]. Cette méthode est basée sur I’analyse de
la matrice jacobienne du mécanisme. Elle tient donc compte a la fois de la topologie de
la chaine, mais aussi de sa géométrie. Dans ce chapitre, cette méthode est développée
pour le cas particulier de la détermination du nombre de degrés de liberté des polyedres

articulés.

Cette méthode de détermination du nombre de degrés de liberté sera ensuite ap-
pliquée a un cube articulé au chapitre 4. Le nombre de degrés de liberté du cube
articulé est d’abord calculé pour sa position droite (cube). Le résultat de cette analyse
permettra de déterminer le nombre de parametres a utiliser pour caractériser le cube
en position quelconque. Le nombre de degrés de liberté du cube en position quelconque

est alors calculé a I'aide de la méthode présentée au chapitre 3.

Finalement, dans le chapitre 5, la méthode développée est appliquée pour déterminer

le nombre de degrés de liberté d'un dodécaedre articulé en position droite.



Chapitre 2

Polyedres déployables construits a
partir de mécanismes plans a 1

degré de liberté

Dans ce chapitre, un nouveau type de mécanisme déployable est présenté. Il s’agit de
polyedres déployables construits a 1’aide de groupes plans a 1 degré de liberté. Les limites
théoriques du facteur d’expansion sont démontrées, les résultats des simulations sont montrés,
et deux prototypes sont présentés pour démontrer le bon fonctionnement du principe.

Dans ce chapitre, un nouveau type de mécanismes déployables construits a 1’aide

de groupes plans a 1 ddl est introduit. Les groupes plans utilisés ont la forme de
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polygones réguliers, déployables mais qui conservent leur forme en tout temps. Ces
groupes plans forment les faces du polyedre. Ils sont assemblés a l'aide de liaisons
sphériques aux sommets du polyedre. Le résultat est un polyedre déployable a 1 degré

de liberté puisqu’il peut se déployer, mais conserve toujours sa forme.

2.1 Faces déployables

2.1.1 Principe cinématique

Un polyedre convexe est dit régulier si ses faces sont elles-mémes des polygones
convexes réguliers, si ses faces sont identiques et si un nombre égal d’arétes se joignent
a chaque sommet [10]. Il n’existe que 5 polyedres convexes réguliers, ce sont les 5 solides

de Platon : le tétraedre, le cube, octaedre, le dodécaedre et 'icosaedre (figure 2.1).

F1a. 2.1 — Les 5 solides de Platon : tetraedre, cube, octaedre, dodecaedre et icosaedre.

Ce type de solide est largement utilisé pour développer des mécanismes déployables
puisqu’ils sont composés de plusieurs faces identiques. Pour obtenir un solide déployable,
I'une des possibilités consiste a produire un mécanisme plan, en forme de polygone

régulier, déployable avec 1 ddl et d’assembler ces mécanismes plans ensemble et ainsi



former le solide désiré.

Le mécanisme plan est un polygone régulier déployable a n cotés et 1 degré de li-
berté (figure 2.2). Le nombre de cotés est choisi en fonction de la géométrie du polyedre
désiré. Le mécanisme plan est composé (voir figure 2.2) d’un polygone régulier & n cotés
fixe (1), d'un autre polygone a n cotés qui lui est mobile (2), de n pattes constituées
d’'un mécanisme a 4 barres (4, 5, 6) et de n liens (3) entre une des articulations de
chaque patte et un sommet du polygone mobile. Le polygone mobile est lié au poly-
gone fixe a I'aide d’une articulation rotoide placée a leur centroide O. Les pattes sont
composées de trois membrures, les deux premieres, les membrures intermédiaires (4)
et (5), sont liées a une des arétes du polygone fixe a 'aide d’articulations rotoides a
I'une de leurs extrémités, tandis que la troisieme, la membrure terminale (6), est liée
aux deux membrures intermédiaires par deux liaisons rotoides a I'une de ses extrémités
tandis que le point P; est fixé a 'autre extrémité. Chaque patte, avec le polygone fixe,
forme un mécanisme a 4 barres a 1 ddl. Finalement,un lien relie une des articulations
rotoides de la membrure terminale (3) & 'un des sommets du polygone mobile (2). Les
n pattes sont toutes identiques et disposées symétriquement tout autour du polygone
fixe. Le vecteur qui relie le centroide O du polygone fixe au point P; de la patte ¢ est le

vecteur p; (figure 2.2). La norme du vecteur p; est appelé L
L=plp; (2.1)

Cette longueur sera utilisée pour décrire le facteur d’expansion du polygone.

Le mécanisme résultant est un polygone a n cotés, déployable et qui a 1 ddl. En
effet, si I'une des pattes se déplace, elle occasionne la rotation du polygone mobile
(2) par rapport au polygone fixe par le biais du lien (3). Cette rotation entraine un
déplacement identique pour toutes les autres pattes, et la forme du polygone défini par

les points P; est conservée.

2.1.2 Facteur d’expansion

Il est possible de caractériser I’expansion du mécanisme en mesurant une longueur
caractéristique et en déterminant les valeurs minimale et maximale de cette longueur.

Dans certaines applications il peut étre important d’avoir un facteur d’expansion le plus



F1G. 2.2 — Mécanisme plan déployable a 1 DDL.



F1G. 2.3 — Description des variables a, b, S et h.

grand possible. Le facteur d’expansion du mécanisme en fonction de divers parametres

géométriques sera donc étudié.

Le facteur d’expansion r est défini comme le rapport suivant

Lmax
Lmin

(2.2)

T =

ol Ly est la longueur caractéristique L en configuration déployée, et L,,;, est la

longueur caractéristique en configuration rétractée.

Le facteur d’expansion maximal est obtenu lorsque pour un polygone fixe d’une
dimension donnée, L,,;, est au minimum, et L,,,, est au maximum géométriquement
atteignable. Par exemple, pour le triangle, supposons que les membrures qui com-
posent le mécanisme soient si fines que, en position rétractée, les sommets du polygone

coincident avec les sommets du triangle fixe, alors

ou S est la distance entre le centroide du polygone fixe O et I'un de ses sommets
(figure 2.3). De plus, supposons que les dimensions a et b peuvent étre négligées. Ici,
a est la distance entre les deux axes des articulations rotoides liant les membrures
intermédiaires au polygone fixe et b est la distance entre les axes des deux articulations
rotoides reliant la membrure terminale aux membrures intermédiaires (figure 2.3). Avec

ces suppositions, les membrures des pattes auront la longueur du coté du triangle, soit

h =138 (2.4)



ou h est la longueur du coté du polygone fixe. La longueur caractéristique en configu-
ration déployée devient

Lumas = 20+ S (2.5)

en substituant I’équation (2.4) dans (2.5), on obtient
Limaz = (2V3 4 1)S (2.6)

et le facteur d’expansion maximal r,, est

- (2x/§S+ s (2.7)

Fm = 2V3+ 1446 (2.8)

Ce rapport d’expansion représente le rapport maximal qui peut étre obtenu dans
un cas idéal. En réalité, les contraintes mécaniques et les interférences possibles sont

toujours présents et des facteurs d’expansion plus petits seront obtenus.

Similairement pour un polygone a n cotés, les équations (2.3) et (2.5) demeurent

valides. La dimension h dépend du nombre de cotés n du polygone.
h = 2Ssin (&) (2.9)
n

Le facteur d’expansion maximal peut étre écrit en utilisant les équations (2.2), (2.3) et
(2.5)

S+ 2h
= 2.10
= (2.10)
et en substituant I’équation (2.9) dans la précédente, on obtient
S +4Ssin (T)
Yy = —n’ 2.11
: . 211
rm = 1+ 4sin (") (2.12)
n

Pour obtenir un facteur d’expansion plus grand que le facteur maximal trouvé
plus haut, il est possible de modifier la géométrie du mécanisme en ajoutant p pa-
rallélogrammes sur chacune des n pattes. Le mécanisme obtenu est toujours un po-
lygone déployable a 1 ddl qui conserve le méme fonctionnement que la version sans
parallélogrammes, a ’exception que chacune des pattes pourra atteindre une longueur

plus grande.



F1G. 2.4 — Mécanisme plan avec un parallélogramme (p=1).

Le facteur d’expansion maximal du mécanisme a n cotés et p parallélogrammes 7,

peut étre calculé. Nous avons :

Lmae = S+ (p+2)h (2.13)
Luin = S (2.14)

en substituant ces équations, et aussi I’équation (2.9) dans (2.2), on obtient

S 2)2S5sin (£
o = —f—(p-l—S) Sln(n> (2'15)

Tmp = 14+2(p+2) sin(%) (2.16)

Cette version du mécanisme plan peut donc atteindre de tres grands facteurs d’ex-
pansion en augmentant le nombre de parallélogrammes sur les pattes. Bien-sir, lors-
qu’on insere les contraintes mécaniques dans le design du mécanisme, le facteur d’ex-
pansion du mécanisme réel sera plus petit que le facteur d’expansion maximal calculé
plus haut, mais il peut s’en approcher si I’on garde les membrures les plus fines possibles

et les articulations compactes.
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2.2 Application a des mécanismes polyédriques

déployables basés sur les solides de Platon

2.2.1 Description

Comme les cing solides de Platon sont tous composés de faces polygonales régulieres,
il est facile de construire de tels solides a 1’aide des polygones décrits plus haut. Pour
construire un polyedre, il s’agit d’assembler f faces en joignant les sommets par des liai-
sons sphériques. Par exemple, pour le tétraedre, il s’agit d’assembler quatre faces trian-
gulaires et de joindre les sommets des triangles ensemble a 1’aide de liaisons sphériques.
Le résultat est un tétraedre déployable surcontraint, mais mobile avec 1 degré de liberté
(figure 2.5). I est possible de faire la méme chose pour chacun des solides de Platon en

assemblant les faces ensemble correctement (figures 2.6, 2.7, 2.8 et 2.9).

Puisque chaque face du polyedre est composée d’'un mécanisme plan a 1 degré de
liberté, chacune des faces est contrainte de maintenir sa forme. Le polyedre doit donc

lui aussi, maintenir sa forme.

Par contre, les faces utilisées sont déployables et peuvent changer de dimension.
Le polyedre ainsi formé pourra donc lui aussi changer de dimension, mais tout en
conservant sa forme. Ce mécanisme est donc un polyedre déployable a 1 degré de
liberté.

Dans les “regular polyhedral linkages” de Wolhart [2], ce sont les sommets qui, par
leur géométrie, prescrivent la forme du mécanisme. Ici, ce ne sont pas les sommets
(composés de liaisons sphériques) qui prescrivent la forme du polyedre, mais bien les
faces elles-mémes puisque ces faces doivent conserver leur forme en tout temps. Les

sommets ne servent que de lien entre les différentes faces.

2.2.2 Degré de surcontrainte des mécanismes

Les solides de Platon déployables vus plus haut sont composés d’un nombre tres im-

portant de corps rigides et de liaisons. Ces mécanismes forment des chaines cinématiques
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Fi1G. 2.5 — Simulation du tétraedre déployable.

F1G. 2.6 — Simulation du cube déployable.



Fia. 2.7 — Simulation de I'octaedre déployable.
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Fic. 2.8 — Simulation du dodécaedre déployable.
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Fi1G. 2.9 — Simulation de Iicosaedre déployable.

complexes. Il est intéressant de vérifier le degré de surcontrainte ¢ de ces mécanismes

en utilisant la formule de Tchebychev-Griibler-Kutzbach, qui s’écrit :

l:d(m—g—l)—l—zg:ei (2.17)

i=1
ou [ est le degré de liberté du mécanisme, d est la dimension du systéeme de mouvement
(le degré de liberté d’un corps rigide du mécanisme sans aucune contrainte), m est le
nombre de corps rigides, g est le nombre d’articulations et e; est le nombre de degré de
liberté de la ¢ articulation. Pour les mécanismes étudiés, il est possible d’exprimer
m, g et >9_; e; en fonction du nombre de faces f , du nombre de cotés par face n et du

nombre de sommets du polyedre v :

m = f(4n+2) (2.18)
g = f(bn+1)+v(g—1) (2.19)
e = f(6n+1)+3(v(g—1)) (2.20)

=1
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ou ¢ représente le nombre de faces qui se croisent par sommet. Pour les solides de

Platon, nous avons toujours :

g=-" (2.21)

Le nombre de degré de liberté du mécanisme [ en fonction des parametres géométri-
ques du mécanisme prédit par la formule de Tchebychev-Griibler-Kutzbach avec d = 6
est

l=-Inf+7f+3v—-6 (2.22)

par contre, le nombre de degré de liberté réel du mécanisme considéré est de 1. Le degré

de surcontrainte ¢ s’écrit ¢ = 1 — [. Nous avons donc :

c=14+9If-7f—-3v+6 (2.23)

Le degré de surcontrainte ¢ donne une indication du nombre de contraintes cinéma-
tiques redondantes dans le mécanisme. Son calcul est important dans le design du
mécanisme puisqu’il peut affecter le niveau de tolérance des pieces qui composent le

mécanisme. Il peut aussi affecter le frottement inhérent au mouvement du mécanisme.

2.3 Valeurs numériques et prototypes

Les solides de Platon déployables vus plus haut sont tous construits en se basant sur
le méme principe. Ces solides sont construits a l'aide du nombre approprié de faces a
trois, quatre ou cinq cotés. Ils sont tous surcontraints a des degrés différents et possedent
leur propre facteur d’expansion maximal. Les valeurs numériques sur le nombre de
faces, le nombre de cotés par face, le nombre de sommets, le degré de surcontrainte, le
facteur d’expansion maximal pour 0 et 1 parallélogramme et les facteurs d’expansion

des prototypes sont présentés dans le tableau 2.1

Dans le but de valider le principe de fonctionnement du mécanisme, deux prototypes
ont étés construits par prototypage rapide [11] : le cube (figure 2.10) et le dodécaedre
(figure 2.11).

Le cube est construit a partir de six faces carrées et de 8 sommets, tandis que le

dodécaedre est construit de 12 faces en pentagone et de 20 sommets. Dans le but de
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polyedre fin|v| ¢ |rm(@P=0)]|rm(@=1)|rproto
tétraedre 4 |31 4| 75 4.46 6.20

cube 6 (4| 8 | 157 3.82 5.24 2.8
octaedre 8 | 31| 6 | 149 4.46 6.20

dodécaedre | 12 | 5 | 20 | 403 3.35 4.42 2.5
icosaedre 201 3 |12 | 371 4.46 6.20

TAB. 2.1 — Valeurs numériques pour les cinq solides de Platon déployables.

Fi1G. 2.10 — Prototype du cube déployable.
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FiG. 2.11 — Prototype du dodécaedre déployable.
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simplifier le design mécanique des deux polyedres, des articulations rotoides plutot que
des articulations sphériques ont étés utilisées aux sommets pour joindre les faces, ce qui
augmente encore le degré de surcontrainte des modeles. L’assemblage des modeles est
assez simple; il s’agit de monter les faces d’abord, puis d’assembler les faces ensemble

a 'aide des sommets.

Une fois assemblés, ces deux mécanismes sont des polyedres déployables a 1 ddl,
comme prévu. Les deux modeles conservent leur forme tout au long du processus de
déploiement. Le déploiement et la contraction du mécanisme s’effectuent manuellement
en tirant ou poussant sur deux sommets opposés du polyedre. L’opération s’effectue
assez facilement malgré une certaine résistance due au frottement dans les nombreuses

liaisons (174 pour le cube et 432 pour le dodécaedre).

2.4 Extension a d’autres géométries

Les mécanismes basés sur le mécanisme plan déployable vus plus haut font tous
partie de la famille des solides de Platon. Par contre, rien n’empéche d’utiliser ces
groupes plans pour créer d’autres formes. Il suffit de faire une combinaison de groupes
plans a trois, quatre ou cing cotés (ou a n cotés si désiré) pour obtenir la forme désirée.
Les groupes plans sont assemblés a 1'aide de liaisons sphériques (pour des mécanismes
a 3 dimensions) ou rotoides (pour des mécanismes plans et ainsi éviter d’ajouter des
degrés de liberté indésirables au mécanisme). Le mécanisme obtenu aura les mémes
propriétés que les solides de Platon déployables vus plus haut, soit : 1- le mécanisme

obtenu conservera sa forme, et 2- il sera mobile avec 1 degré de liberté.

Par exemple, si on désire une pyramide a base carrée, il suffit d’utiliser un groupe
plan a 4 cotés et quatre groupes plans a 3 cotés et d’assembler le tout avec des liaisons
sphériques. Comme les faces gardent leur forme, et que la longueur du coté de la face est
communiquée d’une face a 'autre, le résultat est une pyramide a base carrée déployable
et non déformable (1 ddl).

Il est possible de faire de méme pour tout type de géométrie, en faisant la combi-

naison appropriée de groupes plans. Un exemple est montré a la figure 2.12.
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Fi1G. 2.12 — Exemple de géométrie pouvant étre réalisée par assemblage de groupes

plans.
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Chapitre 3

Détermination du nombre de degrés

de liberté de polyedres articulés

Dans ce chapitre, une méthode pour déterminer le nombre de degrés de liberté de chalnes
cinématiques complexes est présentée. Cette méthode est basée sur I'analyse du noyau de la
jacobienne J du mécanisme. Le nombre de degrés de liberté de la chaine est égal a la dimension
du noyau de la matrice jacobienne J. La méthode est illustrée a ’aide d’un exemple.
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3.1 Description de la méthode utilisée pour la
détermination du nombre de degrés de liberté

d’une chaine cinématique complexe

3.1.1 Analyse de la mobilité

La formule de Tchebychev-Griibler-Kutzbach permet de déterminer le nombre de
degrés de liberté pour les chaines cinématiques simples ou complexes avec ou sans
boucles fermées [12]. Par contre, cette formule ne s’applique pas aux mécanismes sur-
contraints. Les polyedres articulés décrits plus loin dans ce chapitre sont des mécanismes
surcontraints (chacune des faces est surcontrainte). La formule de Tchebychev-Griibler-
Kutzbach ne peut donc pas étre utilisée ici pour déterminer le nombre de degrés de

liberté du mécanisme considéré.

Pour déterminer la mobilité de tels mécanismes, Angeles et Gosselin [12] proposent
une méthode basée sur I'analyse de la matrice jacobienne du mécanisme. Voici un apergu

de la méthode proposée.

D’abord, la chaine cinématique du mécanisme considéré doit étre représentée par
un ensemble de corps rigides, attachés entre eux par des articulations (ici rotoides)

formant un réseau mécanique.

Ensuite, le graphe du mécanisme a I’étude doit étre tracé. Le graphe d’un mécanisme
est obtenu en représentant chaque corps rigide par un sommet, et chaque articulation

par une aréte entre deux sommets.

Les définitions suivantes reliées a la théorie des graphes [13] seront nécessaires pour

poursuivre.
1- Un chemin sur un graphe est une suite alternée de sommets et d’arétes com-
mencant et se terminant par des sommets, et dans laquelle chaque aréte est reliée aux

deux sommets précédant et suivant immédiatement cette aréte.

2- Une trajectoire est un chemin dont tous les sommets (et par conséquent toutes



les arétes) sont distincts.

3- Un graphe est dit connexe si chaque paire de sommets de ce graphe peut étre

relié par une trajectoire.

4- Un cycle est défini comme une trajectoire commengant et se terminant au méme

sommet et comprenant au moins trois sommets.

Le nombre de boucles indépendantes de la chaine cinématique est égal au nombre
de cycles indépendants dans un graphe connexe. Le nombre de cycles indépendants k

dans un graphe connexe est donné par :
k=a—s+1 (3.1)
ol a est le nombre d’arétes et s est le nombre de sommets du graphe.
Maintenant, pour chacune des boucles (représentées par chacun des cycles dans le

graphe), nous savons que la matrice jacobienne J transforme linéairement le vecteur

des vitesses articulaires 6 en vitesses cartésiennes v, soit

JO=v, , i=1.k (3.2)
ou )
6, _
0—| : vi:[p" =1,k (3.3)
. w;
0,

ou n est le nombre de coordonnées articulaires du mécanisme et v; est un vecteur
regroupant la vitesse cartésienne p; et la vitesse angulaire w; de 'organe terminal de

la ™€ boucle.

Ici, J peut prendre différentes formes selon le type de la chaine cinématique. En

général, J prend la forme

J— (S5} €9 eni (34)

€1 XTIy €2 XTIy ... €, XTIy,

yeEme

ol le vecteur e; est le vecteur unitaire le long de I'axe de la i articulation rotoide, le
vecteur r; est le vecteur position de I'organe terminal par rapport a l’origine de la ¢
articulation, et n; est le nombre de coordonnées articulaires présentes dans la boucle 7.

Cette matrice est de dimension 6 x n;.
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Dans le type de mécanisme a 1’étude, toutes les boucles sont soit de type plan ou
de type sphérique. Dans chacun de ces cas, la matrice jacobienne de cette boucle peut

étre simplifiée.

Dans certains cas, toutes les membrures qui composent la boucle sont dans un méme
plan, et les axes des articulations reliant ces membrures entre elles sont normaux a ce
plan. Ce type de boucle constitue une boucle plane. Dans ce cas, un repere XY Z est
défini de facon a ce que le mécanisme soit dans le plan XY, tous les vecteurs e; sont
égaux au vecteur k, et les vecteurs r sont dans le plan XY. Dans ce cas, la matrice

jacobienne pour une boucle plane J prends la forme

1 1 .. 1
Er, Er, .. Er,,

J_

p =

(3.5)

qui est de dimension 3 x n; et ou E est une matrice qui effectue le produit vectoriel

entre e et r; dans 'espace a 2 dimensions, soit

0 -1 ] (3.6)

Pour le cas d'une boucle sphérique, tous les vecteurs r sont nuls. Dans ce cas, la

matrice jacobienne d’une boucle sphérique J; prends la forme
Jo=le e .. e, } (3.7)

qui est de dimension 3 X n;.

Dans une chaine cinématique ouverte, la vitesse v représente la vitesse de l'organe
terminal par rapport a un repere fixé a la base. Dans les mécanismes étudiés, les boucles
sont toutes de type fermées. La base et I'organe terminal d’une chaine cinématique
fermée est en fait le méme corps rigide, donc la vitesse v; de ce corps par rapport a la
base est nulle, c’est-a-dire,

v;=0 (3.8)

et on obtient pour la boucle 7
Ji6=0 (3.9)

Comme on obtient le méme type d’équation pour chacune des boucles, on peut

24



constituer la matrice J de la chaine complete avec :

Ji
J=1: (3.10)
Jr

ou k est le nombre de cycles indépendants du graphe du mécanisme (qui est égal au

nombre de boucles indépendantes dans le mécanisme).

L’équation des contraintes cinématiques au niveau des vitesses articulaires pour la
chaine complete est :
Jo=0 (3.11)

Le nombre de degrés de liberté de la chalne peut maintenant étre déterminé grace
a la matrice J. Le nombre de degrés de liberté est égal a la nullité de J, c’est-a-dire a

la dimension du noyau de J.

[ = dim(N()) (3.12)

ol [ est le nombre de degrés de liberté du mécanisme, et AV(J) est le noyau de J.

Evidemment, puisque le noyau de J est un ensemble de vecteurs @ qui, lorsqu’ils
sont transformés linéairement par la matrice jacobienne J donne comme résultat le

vecteur nul, ceci respecte 'équation (3.11).

Plus concrétement, NV(J) est un ensemble de vecteurs 0 qui respectent les contraintes
géométriques du mécanisme pour la position donnée, et qui peuvent générer le mouve-
ment instantané de la chaine cinématique. S’il y a [ vecteurs dans N'(J), alors il y a [

degrés de liberté.

3.1.2 Architecture des polyedres

La méthode présentée plus haut peut s’appliquer a toutes les formes de mécanismes,
y compris les chaines cinématiques fermées. Les mécanismes auxquels on s’intéresse ici
sont des polyedres articulés dont on désire connaitre le nombre de degrés de liberté

dans différentes configurations.
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FiG. 3.1 — Mécanisme plan utilisé pour batir les polyedres déformables.

Ces polyedres sont construits a partir de corps rigides et d’articulations rotoides
exclusivement. Les corps rigides (tous de la méme longueur) sont disposés sur les cotés
d’un polygone régulier et assemblés deux a deux a ’aide d’articulations rotoides dont
I’axe passe par les sommets du polygone. L’axe de l'articulation est normal au plan
de la face. Cet assemblage forme un mécanisme plan qui sera utilisé pour construire le

polyedre (voir figure 3.1).

Pour former le polyedre, il s’agit d’assembler autant de mécanismes plans décrits
plus haut qu’il y a de faces sur le polyedre. Pour relier les mécanismes plans (qui consti-
tuent les faces) ensemble, des articulations rotoides sont utilisés. Il y a une articulation
rotoide sur chacune des arétes du polyedre. Chacune de ces articulations relie un corps
rigide de 'une des faces a un corps rigide de la face adjacente. Le mécanisme ainsi
obtenu est appelé le polyedre articulé. Le polyedre articulé pourra étre mobile ou non,
selon sa géométrie (voir figure 3.2). Ce type de mécanisme est présentement en instance
de brevet [14].

3.2 Exemple du type de mécanisme étudié

Prenons par exemple un tétraedre articulé tel que décrit dans la section (3.1.2)
(voir figure 3.3). Bien-str, nous savons qu'un tel mécanisme ne posséde aucun degré
de liberté (0 ddl), mais I’exemple illustre bien l'application de la méthode au type de

mécanisme considéré.

Voici quelques définitions qui seront utiles pour décrire le mécanisme de la figure
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Face;

Facey
Facey

Facey

F1G. 3.2 — Principe d’assemblage des polyedres articulés.

FiG. 3.3 — Tétraedre articulé.

3.3.

- Les faces sont identifiées par une lettre; A, B, C' ou D.

- Les 3 membrures qui composent une face sont identifiées par la lettre de la face et

un chiffre de 1 a 3. Ainsi, les membrures qui composent la face A sont Ay, As, et As.

- L’angle entre les membrures A;_; et A; est noté 0 ,;. Par exemple, 'angle entre A,

et Az est 'angle 60 43.

- Les arétes sont identifiées par 2 lettres, ces 2 lettres sont celles qui désignent les
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faces auxquelles I'aréte est adjacente. Ainsi, I'aréte AB est définie comme 'intersection
des faces A et B.

- Les angles des articulations sur les arétes sont identifiés par le symbole 6 suivi
des deux lettres désignant cette aréte. La valeur de I'angle est ’angle entre les vecteurs
normaux aux deux surfaces. Par exemple, 'angle 0,5 est 'angle sur I'aréte entre les
faces A et B, sa valeur est ’angle entre e4 et ep, ou e4 et eg sont les vecteurs normaux

aux faces A et B.

- Les sommets sont identifiés par 3 lettres, ces 3 lettres sont celles qui désignent

les faces auxquelles le sommet appartient. Ainsi, le sommet ABC' est I'intersection des
faces A, B et C.

On cherche ici a définir la matrice J de ’équation
Jo=0 (3.13)

afin d’effectuer ’analyse du noyau de J. Ici, 6 contient toutes les coordonnées articu-

laires du mécanisme
6 = [ém 042 9A3 051 Op2 933 901 9(12 903 Op1 Opo 9D3

. . . . . . T
bas Oac Oap Osc Osp fcp | (3.14)

3.2.1 Graphe du mécanisme

Le graphe de cette chaine cinématique peut étre tracé en représentant chacun des
corps Ay, As, Az, By,...,D3 par un sommet du graphe. Les articulations rotoides entre
deux corps rigides sont représentées par des arétes entre deux sommets représentant

ces corps.

Le nombre de cycles indépendants k de ce graphe est :
k=a—s+1 (3.15)

ici, a =18 et s = 12, d’ou

k=17 (3.16)
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D3 D2

Al
B2 A2

C3
B1

B3 C2

F1G. 3.4 — Graphe du tétraedre articulé.

Il y a donc sept cycles indépendants dans le graphe, et par conséquent, sept boucles
indépendantes dans la chaine cinématique. Les sept cycles choisis sont identifiés sur la
figure (3.5).

A noter que d’autres boucles sont disponibles, mais elles ne sont pas indépendantes

de celles choisies.

3.2.2 Equations cinématiques des boucles 1 a 4

En analysant le mécanisme, on voit que les boucles 1 a 4 sont en fait des boucles
planes sur les faces A a D du mécanisme. En effet, le cycle 1 du graphe comprend les
sommets Al, A2 et A3 ainsi que les arétes entre ces sommets. La boucle correspondante
sur le mécanisme est donc composée des corps Al, A2 et A3 ainsi que des articulations
reliant ces corps deux a deux. Cette boucle est donc le mécanisme plan de la face A du

tétraedre articulé. Nous avons :
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cycled

FiG. 3.5 — Identification des boucles sur le graphe.
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Ya

€As

T T2

A3 A2

011 042

€A1 Al / XA

€A2

Za

Fi1G. 3.6 — Géométrie utilisée pour les boucles sur les faces.

J6,=0 (3.17)

Ici J) est la matrice jacobienne plane de dimensions 3 x n; de la boucle 1, ou n; est
le nombre de coordonnées articulaires présentes dans la boucle 1 et 6, est le vecteur

composé des n; coordonnées articulaires.

1 1 1
J, = (3.18)
EI‘Al EI'AQ EI’A3
6.1
0, = | 04 (3.19)
043

ou la matrice E est définie a I’équation (3.6).

Pour écrire les vecteurs r (& deux dimensions) de la boucle 1, un repere XY, est
utilisé. Ce repere est positionné de facon a ce que les trois membrures A;, A; et A

soient toutes dans le plan X4Y4. De plus, 'axe X4 est placé sur la membrure A;. Ce
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choix de repere simplifie I’écriture des vecteurs dans la jacobienne. Nous avons alors :

1 _1
I“A1—[\%] I“A2—{\/§2] ry3 =0 (3.20)
2 2
ce qui donne pour J}
1 1 1
V=] 2 Lo (3.21)
11
-3 3 0

Cette matrice est de dimension 3 x ny ou n; = 3. Ici, la matrice J| n’a pas la
bonne dimension. Pour ramener la matrice J| & la bonne dimension, il faut rajouter
des colonnes de zéros vis-a-vis des coordonnées articulaires qui ne sont pas présentes

dans la boucle 1. Cette matrice transformée s’appelle J;.

1 1.1000000000000O0O0O
Ji=[ L2 ¥ 0000000000000000 (3.22)
-3 + 00000000000O0O0O0O0O

qui est de dimension 3 X n, avec n = 18.

Cette matrice comprend les équations associées aux contraintes cinématiques reliées
a la boucle 1 et qui répond a
J,60=0 (3.23)

ou cette fois, 0 est le vecteur comprenant toutes les coordonnées articulaires, tel que
défini a I'équation (3.14).

On procede de fagon similaire pour les boucles 2, 3 et 4 (faces B, C' et D).

3.2.3 Equations cinématiques des boucles 5 a 7

Les boucles 5 a 7 sont les boucles sphériques qui constituent les sommets du polyedre.
Prenons le cycle 5 du graphe, qui comprend les sommets D3, B2, B3, C2, C3 et D2,
ainsi que les arétes entre ces sommets. Sur le mécanisme, la boucle correspondante
est composée des corps rigides D3, B2, B3, C2, C3 et D2, ainsi que des articulations
rotoides joignant ces corps les uns aux autres. Cette boucle fait le tour d’'un des sommet

du tétraedre et constitue un mécanisme sphérique.
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(9CD 93]_)
€D
€pc HDS €BD
< €p
ec —
-
9(73 933
€cB
—
Upc

Fia. 3.7 — Géométrie utilisée pour les boucles sur les sommets

Ici, les vecteurs ep, ec et ep sont les vecteurs normaux aux faces B, C' et D, tandis

que les vecteurs ecp, egp et epc sont les vecteurs sur les arétes du polyedre.

Pour la boucle 5, J; est la matrice jacobienne de dimensions 3 x nj , ol ns est le
nombre de coordonnées articulaires présentes dans la boucle 5 (ici n5 = 6) et 65 est le

vecteur composé des ns coordonnées articulaires. Nous avons

J.6;=0 (3.24)

et ou
Jg:[eB ec ep ecp epp eDC} (3.25)
6= [ b5 6cs Oy Osc 6mp bop | (3.26)

Encore une fois, des colonnes de zéros sont ajoutées vis a vis des coordonnées arti-

culaires qui ne sont pas dans la boucle. J5 devient alors :

Js5=[00000es 00e 00ep 000 esc esp ecp| (327)

On procede similairement pour les boucles 6 et 7.
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3.2.4 Construction de la matrice jacobienne et détermination

du nombre de degrés de liberté du mécanisme

Les matrices Jq, Jo,...,J7 sont maintenant connues. Pour construire la matrice J qui
est la matrice jacobienne du mécanisme complet, les matrices J; a J; sont superposées

de cette facon :

et J est ici de dimension 21 par 18.

Pour déterminer le nombre de degrés de liberté du mécanisme, il s’agit de déterminer
la dimension du noyau de J. Ce résultat peut étre obtenu avec des méthodes d’analyse
numériques, ou bien a ’aide du logiciel MAPLE. Dans I’exemple donné ci-haut, le noyau
de la matrice J est vide et donc le mécanisme n’a aucun degré de liberté et est en fait

une structure rigide.

Cette méthode de détermination du nombre de degrés de liberté peut s’appliquer
a n’importe quel polyedre de ce type. Le graphe est d’abord tracé pour déterminer
le nombre de boucles indépendantes du mécanisme, ensuite, la matrice jacobienne de
chacune des boucles est déterminée, puis ces matrices sont superposées pour obtenir la
matrice jacobienne J de I’ensemble du mécanisme. Le nombre de degrés de liberté est
déterminé en trouvant la dimension du noyau de la matrice jacobienne J. Les chapitres
4 et 5 porteront sur l'analyse de deux autres polyedres du méme type, soit le cube et

le dodécaedre.
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Chapitre 4

Application de la méthode de
détermination du nombre de degrés

de liberté au cube articulé

Dans ce chapitre, la méthode de détermination du nombre de degrés de liberté présentée
au chapitre 3 est utilisée pour déterminer le nombre de degrés de liberté du cube articulé. La
mobilité du cube articulé est d’abord déterminée pour la position droite, puis l'analyse est
effectuée pour une position quelconque. Le systéme de mouvement possible est déterminé a
I’aide des vecteurs présents dans le noyau de la matrice jacobienne J du cube articulé.
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Fi1G. 4.1 — Cube en position droite.

4.1 Détermination du nombre de degrés de liberté

du cube articulé en position droite

4.1.1 Description du mécanisme

Le premier mécanisme étudié a l’aide de la méthode expliquée au chapitre 3 est un
cube articulé dont on désire déterminer le nombre de degrés de liberté dans différentes
conditions. Ce mécanisme est similaire au mécanisme proposé dans [15], et est présen-

tement en instance de brevet [14].

Voici quelques définitions qui seront utiles pour décrire le mécanisme étudié, qui est

représenté schématiquement a la figure 4.1.

- Les faces sont identifiées par une lettre; A, B, C', D, E ou F.
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- Les 4 membrures qui composent une face sont identifiées par la lettre de la face

et un chiffre de 1 a 4. Ainsi, les membrures qui composent la face A sont Ay, A,, A3 et

Ay.

- L’angle entre les membrures A; ; et A; est noté 0 ,;. Par exemple, 'angle entre A,

et Az est 'angle 60 43.

- Les arétes sont identifiées par 2 lettres, ces 2 lettres sont celles qui désignent les
faces auxquelles I'aréte est adjacente. Ainsi, I'aréte AB est définie comme 'intersection
des faces A et B.

- Les angles des articulations sur les arétes sont identifiés par le symbole 6 suivi des
deux lettres désignant cette aréte. La valeur de I'angle 6 est I’angle mesuré entre les
vecteurs normaux aux deux surfaces. Par exemple, 'angle 0,5 est 'angle sur 'aréte
entre les faces A et B, sa valeur est ’angle entre e4 et eg, oll €4 et ep sont les vecteurs

normaux aux faces A et B.

- Les sommets sont identifiés par 3 lettres, ces 3 lettres sont celles qui désignent
les faces auxquelles le sommet appartient. Ainsi, le sommet ABFE est I'intersection des
faces A, B et E.

4.1.2 Graphe du mécanisme

Le graphe du cube articulé doit étre tracé pour déterminer les cycles indépendants
et identifier les boucles indépendantes du mécanisme. Le graphe est tracé suivant la

méthode décrite dans la section 3.1.1, et est montré a la figure 4.2.

Le graphe du cube articulé comporte k£ cycles indépendants, ou
k=a—s+1 (4.1)

Ici, le graphe comporte 36 arétes (a = 36) et 24 sommets (s = 24), le nombre de cycles

indépendants de ce graphe est donc

k=13 (4.2)
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F1G. 4.2 — Graphe du cube articulé.

C
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Il y a donc 13 cycles indépendants dans le graphe, et il y a donc 13 boucles indépendantes
dans le mécanisme. Les équations cinématiques sur ces 13 boucles serviront a construire

la matrice jacobienne J du mécanisme. Nous avons
Jo=0 (4.3)
ou, 6 contient toutes les coordonnées articulaires du mécanisme, soit :
é = 9A1 9A2 9A3 9A4 931 932 933 934 901 902 903 904
Op1 Op2 Ops Ops O Opa Ops Ops Op1 Opo Ops Ops

0ap Oap Oar Oar Opc Ope Opr Ocp Ocr Ocr Ope Opr } (4.4)

4.1.3 Equations cinématiques des boucles 1 a 6

Le cycle 1 passe par les sommets A;, Ay, A3 et A4 du graphe et par les quatre arétes
joignant ces sommets deux a deux. La boucle correspondante sur le mécanisme est donc
constituée des quatre corps rigides Ay, As, Az et Ay ainsi que des quatre articulations
rotoides reliant ces corps deux a deux. La boucle est donc composée du mécanisme plan

posé sur la face A du cube.

Nous avons :
J6,=0 (4.5)
ou J) est la matrice jacobienne plane de dimensions 3 x n; de la boucle 1, ny est le
nombre de coordonnées articulaires dans la boucle 1 (ici, ny = 4) et 6, est le vecteur

contenant les n; coordonnées articulaires. Nous avons donc,

, 1111
Ery; Erg, Erys Ergy

. . . . . T
0, = [ Oa1 Oa2 0Oaz 0Oas } (4.7)

Afin d’écrire les vecteurs ry; de la boucle 1, un repere local XY, est utilisé. Ce
repere est positionné de fagon a ce que le mécanisme plan se situe sur le plan XY}y,
que l'origine du repere coincide avec I'axe de #4; et que la membrure Al soit sur l'axe

X 4. Nous avons

0 —1 —1
I'A1:[1:| rA2:|: . ] I‘Agz{ 0] ras =0 (4.8)
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Fi1G. 4.3 — Géométrie utilisée pour les boucles sur les faces du cube en position droite.
ce qui donne pour J}

J=|-1 -1 0 0 (4.9)
0 —1 -1 0

qui est de dimension 3 X n;

Pour ramener la matrice J) ala bonne dimension, des colonnes de zéros sont ajoutées
vis-a-vis des coordonnées articulaires absentes de la boucle 1 ce qui donne une matrice

de dimension 3 x n (ici, n = 36). Ceci donne la matrice J;
J1 - [ J/l 03><32 } (410)

ol 03432 désigne un bloc de zéros de dimension 3 x 32.

La procédure est la méme pour obtenir les matrices Jo, J3, ..., Jg. Le détail du calcul

de ces matrices est donné dans ’annexe A.
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Fic. 4.4 — Géométrie utilisée pour les boucles sur les sommets du cube en position

droite.

4.1.4 Equations cinématiques des boucles 7 a 13

Le cycle 7 passe par les sommets C3, Cy, Dy, D3, E4 et E5 du graphe et par les arétes
qui joignent ces sommets deux a deux. La boucle correspondante est donc constituée
des corps rigides C3, Cs, Dy, D3, E4 et F5 ainsi que des articulations rotoides liant ces
corps deux a deux. Cette boucle est constituée d'un des sommets du cube articulé, tel

qu’illustré a la figure 4.4.

Les vecteurs ec, ep et eg sont les vecteurs unitaires normaux aux faces C', D et F
(axes de Ocs, Opy et de Opy), et les vecteurs ecp, epp et egc sont les vecteurs sur les

arétes du cube (axes de O¢p, Opg et de Ocp, figure 4.4).

Pour cette boucle, la matrice jacobienne J’ est une matrice associée a une chaine
sphérique et de dimension 3 X ny, ou n; est le nombre de coordonnées articulaires
présentes dans la boucle 7 (ici n; = 6) et 8; est le vecteur composé des n; coordonnées

articulaires.
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Nous avons :
J.6:=0 (4.11)
ou
/
7= { €ec €ep €erp ecp €epc €pg } (4.12)
b:=| bcs Opy Ops bcp Ocp Opp | (4.13)
Ici,
ec=j ep=—-1 eg=k (4.14)
ecp =k egc=—1 epg=] (4.15)
Ce qui donne pour J% :
Jo=1j -i k k —i j (4.16)

Des colonnes de zéros sont ajoutées vis-a-vis des coordonnées articulaires absentes

de la boucle. Ceci donne la matrice J; :

J7 =11 03510 J O3x4 —1 O3x3 k 03411 k —i 0341 ] 03><1] (4.17)

La méme procédure est appliquée pour obtenir les matrices associées aux boucles 8

a 13. Les détails sont donnés a ’annexe A.

4.1.5 Construction de la matrice jacobienne du mécanisme et

détermination du nombre de degrés de liberté

La matrice jacobienne J est formée en superposant les matrices Jq, Jo, ..., J13, soit
Ji
Jo

J=1 (4.18)
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L’analyse de cette matrice est faite a ’aide du logiciel MAPLE. Les résultats de
I’analyse de J indiquent que le noyau de J contiens 3 vecteurs linéairement indépendants

n;, n, et ns.

Comme la dimension du noyau de J est 3, le mécanisme a donc 3 degrés de liberté

dans cette configuration, selon 'équation (3.12).

4.1.6 Analyse du noyau de J et détermination du

mouvement possible

Le noyau de J contient 3 vecteurs linéairement indépendants n;, n, et n3z qui
s’écrivent :
n1:[—11—1100001—11—1000000
T
000000000001—1000—11} (4.19)

n, = [0000-11-1100001-11-100
T
00000000 -1100001-100] (420

ng = [0 0o00000O0OO0OO0OO0OO0O0O0O0O0O01 ~1
T
1 -1 -11-111-100-1001H0U02O0 0} (4.21)

Comme n; fait partie du noyau de J, nous savons que

Jn; =0 (4.22)

Le vecteur n; est donc une combinaison de vitesses articulaires qui respecte les
contraintes cinématiques prescrites par J (donc par le mécanisme). Dans la configura-
tion présentée, le mécanisme devrait pouvoir se déplacer suivant les vitesses articulaires

représentées par nj.

Pour visualiser le déplacement possible, analysons n;. Lorsqu’'un 0 est présent dans

n{, la coordonnée articulaire correspondante est bloquée sur le mécanisme. Lorsqu’un



TAB. 4.1 — Vitesses

face angle 1 | angle 2 | angle 3 | angle 4
face A -1 1 -1 1
face B 0 0 0 0
face C 1 -1 1 -1
face D 0 0

face £ 0 0

face F 0 0

articulaires sur les faces pour le vecteur n; du cube en position

droite.

face angle 1 | angle 2 | angle 3 | angle 4
face A 0 0 0 0
face B -1 1 -1 1
face C' 0 0 0 0
face D 1 -1 1 -1
face £ 0 0

face F 0 0

TAB. 4.2 — Vitesses articulaires sur les faces pour le vecteur ny, du cube en position

droite.

1 ou —1 est présent dans ny, la vitesse articulaire correspondante est de 1 ou —1 (voir
table 4.1).

On remarque que les faces A et C' contiennent des 1 et -1, tandis que les autres
faces ne contiennent que des (0. Ce mouvement représente une déformation des faces
A et C sur le cube. Ces deux faces ont des vitesses articulaires telles que les faces
carrées tendent a se transformer en parallélogramme. Les 4 autres faces sont bloquées.
Si ces vitesses articulaires pouvaient étre appliquées pendant un intervalle At, le cube

se transformerait en prisme a base en parallélogramme, tel qu’illustré a la figure 4.5.

Les vitesses sur les arétes peuvent étre interprétées de la méme facon. Dans ce cas,
on constate que les seules coordonnées articulaires sur les arétes dont la vitesse est non
nulle sont les coordonnées sur les arétes BE, BF, DE et DF (les vitesses non nulles
sur les arétes sont : QBE, QBF , QDE et QDF). Ces vitesses articulaires représentent la
variation d’angle entre les faces B, D, F et F liée a la déformation des faces A et C.Le

méme raisonnement peut étre fait avec ns et ns.
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Fi1c. 4.5 — Déformation infinitésimale du cube associée au vecteur nj.

Pour n,, ce sont les faces B et D qui contiennent des 1 et —1, tandis que les autres
faces ne contiennent que des 0. Ce mouvement représente une déformation des faces
B et D sur le cube. Ici encore, ces deux faces ont des vitesses articulaires telles que
les faces carrées tendent a se transformer en parallélogramme. Les 4 autres faces sont

bloquées. Si ces vitesses articulaires pouvaient étre appliquées pendant un intervalle

At, le cube se transformerait en prisme a base en parallélogramme.

Pour le vecteur ny, on constate que les seules coordonnées articulaires sur les arétes
dont la vitesse est non nulle sont les coordonnées sur les arétes AE, AF, CE et CF (les
vitesses non nulles sur les arétes sont : AR, 0 AF 90 g et 90 r). Ces vitesses articulaires

sont cohérentes avec le résultat vu plus haut tiré des vitesses articulaires sur les faces.

Dans le cas de n3, ce sont les faces F/ et F' qui contiennent des 1 et —1, et ce mouve-

ment représente une déformation des faces F et F' en parallélogramme, et les 4 autres
faces sont bloquées. Le cube tend a se transformer en prisme a base en parallélogramme.

Pour le vecteur ns, les coordonnées articulaires sur les arétes dont la vitesse est non

nulle sont les coordonnées sur les arétes AB, AD, BC et C'D (les vitesses non nulles
sur les arétes sont : 9AB, QAD , 930 et QCD). Ces vitesses articulaires sont cohérentes



face angle 1 | angle 2 | angle 3 | angle 4
face A 0 0 0 0
face B 0 0 0 0
face C 0 0 0 0
face D 0 0 0 0
face £ 1 -1 1 -1
face F -1 1 -1 1

TAB. 4.3 — Vitesses articulaires sur les faces pour le vecteur nz du cube en position

[ |

F1G. 4.6 — Mécanisme a 3 barres possédant un degré de liberté local (position montrée)

droite.

mais qui ne peut produire aucun déplacements finis.

avec le résultat vu plus haut.

Ces trois vecteurs forment une base pour un systeme de mouvement du cube articulé
en position droite. Par contre, ces vecteurs ne permettent pas de conclure que ces
mouvements sont possibles pour des déplacements finis. L’analyse du méme mécanisme
en position quelconque sera utile pour déterminer si les degrés de liberté trouvés ici
peuvent générer un mouvement, ou sont valides seulement localement (comme par
exemple pour un mécanisme plan a trois barres sur une ligne qui possede un degré de

liberté local, mais ne peut produire de déplacements finis, figure 4.6).

4.2 Détermination du nombre de degrés de liberté

du cube articulé en position quelconque

Afin de déterminer si la position droite est la seule position ou le mécanisme possede
cette mobilité, le mécanisme sera étudié a nouveau, mais cette fois, avec une position

quelconque.
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F1G. 4.7 — Vecteurs directeurs sur les arétes du cube.

4.2.1 Géomeétrie utilisée

La géométrie du cube est telle que décrite a la section 4.1.1, sauf que les surfaces ne
seront pas nécessairement carrées, et les angles entre elles ne seront pas nécessairement
droits. Comme il a été déterminé que le mécanisme avait 3 degrés de liberté en position
droite, supposons qu’il ait aussi 3 degrés de liberté en position quelconque. Pour définir
sa position, nous auront donc besoin de 3 angles. Dans le but de simplifier I’écriture
des équations nécessaires a la construction de la matrice jacobienne, les angles 641, O

et Or ont été choisis pour définir la position du mécanisme.

Aussi, trois vecteurs unitaires sont ajoutés a la géométrie, soient u;, us et ugz, qui

sont sur trois des arétes du cube, tel qu’illustré a la figure 4.7.

Le premier vecteur u; est fixé a l'arete AF. Comme le repere utilisé est défini tel

que 'axe X est sur cette aréte, alors uy est

—_

(4.23)

=
=
|
o o

Le second vecteur u, est le vecteur unitaire sur l’aréte DF'. Rappelons que le repere

est défini tel que le plan F' est toujours dans le plan XY du repere.
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Pour obtenir ce vecteur, on applique une rotation d’amplitude 69 sur 'axe k au

vecteur i
1
w =Qp | 0 (4.24)
0
ou

coslpy —sinfps 0

Qr2 = | sinfpy cosfps 0 (4.25)
0 0 1
ce qui donne pour us
cos Oy
up = | sinfm (4.26)
0

Le troisieme vecteur usz est le vecteur sur 'aréte AD. Ce vecteur est obtenu en
appliquant deux rotations successives au vecteur i. D’abord on applique une rotation
d’amplitude 0 4; sur I'axe —j au vecteur i, puis on applique une seconde rotation d’am-

plitude (f4r — 5) sur 'axe —i au résultat.

1

uz = QarQuar | 0 (4.27)
0

Ici, Qa1 désigne la rotation sur —j d’un angle 64, et Qar désigne la rotation sur —i

d’un angle (04 — 3), soit

cos(—041) 0 sin(—04;) cosfy; 0 —sinfy
Qa1 = 0 1 0 = 0 1 0 (4.28)
—sin(—041) 0 cos(—041) sinflq; 0 cosfOaq
et
1 0 0 1 0 0
Qar= |0 cos[—(0ur —5)] —sin[—(Oar—F)] | = | 0 sinfar —cosbar
0 sin[—(0ar — 5)] cos[—(0ar — F)] 0 cosOur sinfup

(4.29)

Si on remplace les équations (4.28) et (4.29) dans I’équation (4.27), on obtient
cos 6 41
Uz = | —cosfpsinfy (4.30)

sin @4 sin 0 44
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Les vecteurs normaux aux surfaces peuvent aussi étre écrits en fonction des 3 angles

041, Op2 et Oap.

Comme le repere utilisé est défini de facon a ce que la face F' soit toujours dans le

plan XY du repere, alors

-1

Pour la face A, si 'on observe le mécanisme on constate que la face A est sur un

plan qui aurait subi une rotation de (64r — 5) sur —i par rapport au plan X Z. Nous

avons
0 0
ea=Qur | =1 | = | —sinfup (4.32)
0 —cosOur

Pour la face D, son orientation est le résultat de la position de la face F' et de la
face A. Il n’y a donc pas de facon directe de calculer le vecteur ep. Pour déterminer ce

vecteur, le produit vectoriel entre ug et uy (qui sont les arétes de la face D) est utilisé.

us X u
ep= ———2_ (4.33)
[[uz x u|
ce qui donne
1 —SiDQAF sin0A1 SinGFQ
ep = —— sin 0 47 sin 0 4 cos Ops (4.34)
[us X ug ) .
—cos 8418059 + cosO 4 sin 641 cos gy
ol
|luz x ug|| = \/sin2 O 4r sin® 041 + (cos 041 sinOpg + cosOap sin 41 cos Op2)2  (4.35)

Les vecteurs normaux aux surfaces B, C et E, eg, ec et eg sont définis comme
ep=—€p ec=—ey, eg= —ep (4.36)

puisque les faces du mécanisme sont toujours paralleles deux a deux.
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Fi1c. 4.8 — Géométrie utilisée pour les boucles 1 a 6 du cube en position quelconque.

4.2.2 Equations cinématiques des boucles 1 a 6

Les équations (4.5) et (4.7) de la section 4.1.3 du cube articulé en position quel-
conque sont les mémes que pour le cube en position droite. La matrice J| s’exprime

par
1 1 1 1

¥ =
! Ery; Ery Erys Ergy

(4.37)

puisque la boucle 1 est plane. Les vecteurs r4q, rao, ra3 et ryy sont maintenant des

fonctions de 047 (voir figure 4.8), soit

0 a1 — 1 -1
rapr = C?S Al Tpo = COS‘ Al a3 = Taqg = 0 (438)
sin 6 41 sin 0 41 0

ce qui donne pour Jj :

1 1 1
Jll = —sin 0A1 —sin 9A1 0 0 (439)

cosfly; cosfsy—1 —1 0

de dimension 3 x n;. La matrice J| est ramenée a la bonne dimension (tel que décrit

dans la section 4.1.3), et la matrice J; de dimension 3 x 36 est obtenue

Ji=[30 Op | (4.40)
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Les matrices Jo, J3,...,J¢ sont trouvées en procédant de la méme fagon (ces matrices

sont explicitées a 'annexe B).

4.2.3 Equations cinématiques des boucles 7 a 13

Les équations (4.11) et (4.13) de la section 4.1.4 pour les boucles 7 a 13 du cube
articulé en position droite sont les mémes que pour le cube en position quelconque. La

matrice J7, s’écrit toujours

Jez[ec €p €g €cp €Ec eDE} (4.41)

Par contre, les vecteurs ec, ep et eg ne sont plus nécessairement sur un des axes
du repere XY Z puisque le cube est en position quelconque. Les vecteurs ec, ep et eg

sont tels que décrits dans la section 4.2.1

0
€c = —€y = sin QAF (442)
cos O 4r

. —sin @4 sin 6 41 sin Oy

ep=_—"": sin 0 4 sin 0 41 cos Ops (4.43)
[us x uz| ) .
—cos B 418N 0py + cosO 4 sin 6 41 cos O
ou

lus x ug|| = \/sin2 04r sin? 041 + (cos 04y sin Opy + cos Oap sin 1 cos Opo)2  (4.44)

0
egp=—ep= 1|0 (4.45)

1

Les vecteurs ecp, egc et epg sont sur les arétes du cube, tel qu’illustré a la figure
4.9. Pour écrire ces vecteurs, les 3 vecteurs unitaires u;, us et ug sont utilisés (voir

section 4.2.1). Nous avons :

cos 041
€cp = Uz = | —cosfapsinda (4.46)

sin @47 sin 0 44
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FiG. 4.9 — Géométrie utilisée pour les boucles 7 a 13 du cube en position quelconque.

—1
epc=—w = | 0 (4.47)

0

cos 0o
epr = Uy = | sinfpy (4.48)
0
La matrice J’ s’écrit donc

J{7 = | €ec €ep €erg u3 —u; U } (449)

La matrice J7, est de dimension 3 x n; (ou n; = 6). Elle est ramenée a la bonne
dimension tel que décrit dans la section 4.1.3. La matrice obtenue est la matrice J,

qui est de dimension 3 x 36.

J7 =1 03410 ec O3xa ep Osx3 eg 0O3x11 uz —uy O34 uy 03><1} (4.50)

Les matrices Jg, Jg,...,J 13 sont trouvées en procédant de la méme fagon (ces matrices

sont explicitées a I'annexe B).
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4.2.4 Construction de la matrice jacobienne du mécanisme et

détermination du nombre de degrés de liberté

La matrice jacobienne J est formée en superposant les matrices Jq, Jo, ...,J13.

I=1" (4.51)

L’analyse de la matrice J est effectuée a I’aide du logiciel MAPLE, et les vecteurs qui
composent le noyau de J sont obtenus sous forme analytique. Encore une fois, le noyau
de J contient 3 vecteurs linéairement indépendants ny, n, et ng. Comme la dimension
du noyau de J est 3, et ce, dans une position tout a fait arbitraire, le mécanisme a donc

3 degrés de liberté en général.

4.2.5 Analyse du noyau de J et détermination du

mouvement possible

Ici encore, n; est une combinaison de vitesses articulaires qui respecte les contraintes

cinématiques exprimées par J.

Puisque la position du mécanisme est définie a 1’aide de trois angles (041, Op2 et O4r)
les vecteurs du noyau de J ont comme composantes des fonctions trigonométriques de

ces angles. Ceci rend la visualisation du mouvement plus ardue que dans le cas droit.

En observant attentivement les trois vecteurs du noyau de J, on constate que chacun
d’eux permet la déformation deux a deux des faces opposées du cube, en conservant les
autres faces fixes. La combinaison de ces trois vecteurs permet de déformer le mécanisme
sur les trois paires de faces simultanément (les faces opposées doivent garder la méme
forme), transformant ainsi le cube en parallélépipede quelconque (ot les faces opposées

sont de méme forme).

Une vérification simple a effectuer consiste a remplacer les angles 041, 0 et O4p
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par leur valeur respective en position droite, et de vérifier si le mouvement possible est

le méme qu’obtenu précédemment. Nous avons

9A1 - g 9F2 = g éAF = g (452)

avec ces angles dans les vecteurs ny, ny, et ng, on obtient

n, = [—1 1 -1100001-11-1002020¢00O0
T
cooo0oo0oo0o0600000O0O1 -1000 -11 } (4.53)

mz[0000—11—1100001—11—100
T
00000000 -1100001-100] (454

ns = [00000000000000001 —1
I =1 =11 =111 -100-1001000 0] (45

qui sont les mémes vecteurs que ceux obtenus a la section 4.1.6, c’est a dire une

déformation du cube en parallélépipede.

4.2.6 Quelques configurations singulieres

Puisque le cube articulé peut se déformer, il est possible qu’il atteigne certaines
configurations particulieres ou son nombre de degrés de liberté changera. Ces configu-

rations sont dites singulieres.

Pour déterminer les configurations singulieres, il ne suffit pas d’analyser les vecteurs
du noyau de J en position quelconque. En effet, dans certaines positions, la dimension
du noyau de J augmente laissant apparaitre de nouveaux vecteurs dans son noyau. Pour
voir apparaitre ces nouveaux vecteurs, il faut analyser la matrice J avec les parametres
qui décrivent la configuration (ici, 641, 0o et G4p) et trouver dans quelles conditions

le rang de J diminue. Le noyau de J est alors recalculé pour cette position particuliere.

Néanmoins, la méthode permet de déterminer le nombre de degrés de liberté en
configuration singuliere, lorsque les parametres désignant une telle configuration sont

insérés dans la matrice J.
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F1G. 4.10 — Cube articulé en configuration singuliere.

Prenons par exemple le cas ou 64, = 0, dans ce cas, les faces A et C deviennent des
lignes, et le mécanisme se retrouve replié sur lui méme, et contenu dans le plan XY
L’analyse du noyau de J dans cette position indique que le mécanisme a 5 degrés de
liberté dans cette configuration (voir figure 4.10). Ces degrés de liberté peuvent étre

interprétés comme suit :

1- Mouvement des faces A et C. Le mécanisme s’ouvre et reprend son aspect 3D.

2- Les faces B, D, E et F se déforment en parallélogramme et le mécanisme conserve

son aspect plan.

3- Le mécanisme plan obtenu se replie encore sur les arétes DF et BE.

4- La face A pivote sur 'axe X indépendamment de la face C'. Ce mouvement est

rendu possible grace a la configuration particuliere du mécanisme.

5- La face C' pivote sur 'axe X indépendamment de la face A. Ce mouvement est

rendu possible grace a la configuration particuliere du mécanisme.

Les différents degrés de liberté sont illustrés schématiquement a la figure 4.10.

Cette configuration singuliere n’est qu’un exemple, puisque le mécanisme en compte

beaucoup d’autres.



Chapitre 5

Application de la méthode de
détermination du nombre de degrés
de liberté au dodécaedre articulé en

position droite

Dans ce chapitre, la méthode de détermination du nombre de degrés de liberté présentée au
chapitre 3 est utilisée pour déterminer le nombre de degrés de liberté du dodécaedre articulé.
La mobilité du dodécaedre articulé est déterminée pour la position droite.
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5.1 Description du mécanisme

Dans ce chapitre, I’analyse d’un nouveau mécanisme a l’aide de la méthode expliquée
au chapitre 3 sera effectuée dans le but d’en déterminer le nombre de degrés de liberté.
Ce mécanisme est un dodécaedre articulé dont ’architecture mécanique est décrite dans
la section 3.1.2 . Le mécanisme étudié ici est en position droite, c’est a dire, lorsque

toutes ses faces sont des polygones réguliers.
Voici quelques définitions qui seront utiles pour décrire le mécanisme étudié.
- Les faces sont identifiées par une lettre; A, B, C, D, E, F, G, H, L, M, N et P.

- Chaque face est composée de 5 membrures. Ces 5 membrures sont identifiées par
la lettre de la face et un chiffre de 1 a 5. Par exemple, sur la face A, on retrouve les
membrures Ay, Ay, Az, Ay et As.

- L’angle entre les membrures A; 1 et A; est noté 0 ,;. Par exemple, 'angle entre A,

et Az est 'angle 60 43.

- Les arétes sont identifiés par 2 lettres, ces 2 lettres sont celles qui désignent les
faces auxquelles 'aréte est adjacente. Ainsi, I'aréte AB est définie comme 'intersection
des faces A et B.

- Les angles des articulations sur les arétes sont identifiés par le symbole 6 suivi des
deux lettres qui désignent cette aréte. La valeur de ’angle est ’angle entre les vecteurs
normaux aux deux surfaces. Par exemple, 'angle 0,5 est 'angle sur I'aréte entre les
faces A et B, sa valeur est ’angle entre e et ep, ou e4 et eg sont les vecteurs normaux

aux faces A et B.

- Les sommets sont identifiés par 3 lettres, ces 3 lettres sont celles qui désignent les
faces auquelles le sommet appartient. Ainsi, le sommet AFEF est l'intersection des faces
A, Eet F.
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F1G. 5.1 — Graphe du dodécaedre articulé.

5.2 Graphe du mécanisme

Le graphe du dodécaedre articulé doit étre tracé pour pouvoir en déterminer le
nombre de cycles indépendants et donc, identifier les boucles indépendantes du méca-
nisme. Le graphe est tracé en suivant la méthode décrite dans la section 3.1.1 et est

montré a la figure 5.1.

Ce graphe comporte k cycles indépendants. Ici, le graphe comporte 90 arétes (a =
90) et 60 sommets (s = 60), le nombre de cycles indépendants k de ce graphe est obtenu
grace a l’équation (3.1)

k=31 (5.1)



Il y a 31 cycles indépendants dans le graphe, et donc 31 boucles indépendantes dans
le mécanisme. Les équations cinématiques sur ces 31 boucles serviront a construire la

matrice jacobienne J du mécanisme. Nous avons
Jo=0 (5.2)
Ici, 0 contient toutes les coordonnées articulaires du dodécatdre articulé, soit
é = [ 9A1 9A2 9A3 9A4 9A5 éBl 932 933 934 935 901 902 903
Oca Ocs Op1 Opo Ops Opa Ops Op1i Ops Opy Ops Ops O
Ors Ops Ors Ors Oc1 Oca Ocs Oca Oos Om Omo Oms Oma
Ous O 012 013 04 015 O Oare Onrs Onia Ous Oni One
Ons Ona Ons Opi Op2 Ops Opy Ops Oap Oap Oar Oac Oan
Opc Opr Opm Oy Ocp Ocr fcr bom Ope Opr Opm Opr Opr

QEG QEH QGH eG’N QGP QHL eHP QLM 9LP QMN HMP HNP} (53>

5.3 Equations cinématiques des boucles 1 a 12

Le cycle 1 passe par les sommets Ay, Ay, As, Ay et As du graphe et par les cing
arctes joignant ces sommets deux a deux. La boucle correspondante sur le mécanisme
est donc constituée des cing corps rigides Ay, As, Az, A4 et As ainsi que des cinqg articu-
lations rotoides reliant ces corps deux a deux. L’ensemble de ces corps et articulations

constituent le mécanisme plan posé sur la face A du dodécaedre.

Nous avons :

Ici J} est la matrice jacobienne associée a la chaine plane du mécanisme formé par la
boucle 1. J} est de dimension 3 xn; o ny est le nombre de coordonnées articulaires dans

la boucle 1 (ici, n; = 5) et By est le vecteur contenant les n; coordonnées articulaires.

, o1 111
J = (5.5)
Ery,, Ery, Ery; Ery Ergs

0, = { Oar Oaz 0Oas Oas 0A5} (5.6)
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AGN

AEF ABF X4

Fi1G. 5.2 — Géométrie utilisée pour la face A du dodécaedre articulé.

Pour cette boucle, un repere X Y24 est utilisé pour I'écriture des vecteurs. Le
repére est positionné de facon a ce que le mécanisme plan soit situé sur le plan XY}y,
que 'origine du repere coincide avec ’axe de 04 et que la membrure A; soit confondue

avec X 4.

Ici, le dodécaedre est étudié en position droite, et par conséquent, toutes les faces
auront la forme de pentagones réguliers. Les angles 041, 042, 043, 044 €t 045 sont donc
égaux. Comme la somme des angles internes d'un pentagone est de 37, chacun de ces
angles est alors

3
Oa1 =040 =043 =044 =045 = 3 (5.7)

La position des sommets du pentagone peut étre trouvée par rapport au repere

XaYa

”»
AEF = (5.8)
- 0 -
-
ABF = . (5.9)
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3+v5
ABN — ABF + - { S ] (5.10)

cos(m — 042)
sin(m — 042)

1
cos((m — 0a2) + (m — 043)) %
AGN = ABN + = 5.11
sin((r — 6) + (n— 619)) | | Y02, Vioas | 1D
cos 3T L=/5
_ 5 _ 4
o [ ][ 2 .
5 4
Les vecteurs r4; sont trouvés a partir de la position des sommets
C LB T
4
rga =AEG — AEF = W (5.13)
L 4 .
[ =3-5
1
rap, = AEG — ABF = Mg (5.14)
L 4 _
—1-/5
ra3 = AEG — ABN = 8 (5.15)
—1-+/5
4
ras = AEG — AGN = [ Vias ] (5.16)
1
0
=[] o

En substituant les équations (5.13), (5.14), (5.15), (5.16) et (5.17) dans (5.5), on
obtient

1 1 1 1 1
=1 _ \/10I2\/5 B \/102—2\/5 0 104—2\/5 0 (5.18)
1-v5 =3-5 —1-v6  —1-VE
i 1 P i

qui est de dimension 3 X n;

Pour ramener la matrice J) ala bonne dimension, des colonnes de zéros sont ajoutées
vis-a-vis des coordonnées articulaires absentes de la boucle 1, ce qui donne la matrice
J; de dimension 3 x n ou n est le nombre de coordonnées articulaires du mécanisme
(ici, n = 90).

Ji=[J5 s | (5.19)
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F1G. 5.3 — Sommet quelconque du dodécaedre.

Les matrices Jo, J3, ..., J12 sont obtenues de la méme facon. Le détail du calcul de

ces matrices est donné dans 'annexe C.

5.4 Equations cinématiques des boucles 13 a 31

5.4.1 Définition des vecteurs pour les équations sur les

sommets

Pour écrire les équations de contraintes cinématiques sur les boucles autour des
sommets, les vecteurs normaux aux surfaces ainsi que les vecteurs sur les arétes doivent

étre connus.

Prenons un sommet quelconque QRS du dodécaedre. Le repere XgrsYorsZors est
défini de fagon a ce que le plan XgrgYgrs soit sur la face () du dodécaedre, que I'origine

du repere coincide avec le sommet QRS et que 'axe Xgrg soit confondu a l'aréte Q.S.
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Les vecteurs wq, wy et w3 sont les vecteurs unitaires normaux aux faces ), R et .S,

tandis que les vecteurs vy, vy et v sont des vecteurs unitaires sur les arétes QR, RS

et QS.

Avec ce repere, nous avons

0
Wi = 0 , V3= 0 (520)
1

Le vecteur v; est trouvé facilement puisqu’il appartient a la face @), et donc au plan
XorsYgrs- L'angle entre les arétes d’'une meéme face est de 3?”, puisque chaque face est

un pentagone régulier.

3 _1—\/5
— COS 5 4
vi=| —sin¥ | = _10+N5 (5.21)
0 0

Le vecteur v, fait partie a la fois du plan R et S. Le produit scalaire entre v et vy
sur le plan R donne

3m
vy - vy = || vi||||v2]] co8 —= (5.22)

puisque 'angle entre vy et vy est 3?” Si on substitue 'équation (5.21) dans la précédente,

1= \/gv2[1] + 7“0*2\/5\,2[2] _1-v5 (5.23)

on obtient

4 4 4
ou v;[j]| désigne la j¢ composante du vecteur v;.
Le produit scalaire entre vy et vz sur le plan S donne
3m
Vo V3 = ||V2||||V3||COS€ (5.24)

Ici encore, langle entre vy et vy est 2%, Si on substitue I'équation (5.20) dans la

précédente, on obtient
1—+/5
—lvo[1] = 4\f (5.25)

d’ou

vo[l] = — (5.26)
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et en substituant ce résultat dans I’équation (5.23), on obtient

vl = LtVE (5.27)

21/10 + 2v/5

La troisieme composante du vecteur vy est obtenue de 1’équation
vivy =1 (5.28)

ce qui donne pour vs[3]

1++5

V2[3] -
10 + 25

(5.29)

En réunissant les 3 termes de vy des équations (5.26), (5.27) et (5.29), on tire

_1-+/5
4
1+v5

Vo= | 310425 (5.30)
145

104+2v5

Maintenant, les vecteurs normaux wy et wg sont obtenus a ’aide des équations de

produits vectoriels sur les arétes

_ V5V/10+2V5
X 10
wy = V2 2 (5.31)
i vel (1-/5)3+v5)
T 2(5+V5)
0
X
wy= 28| 25 (5.32)
INEREY V5
5

Ces six vecteurs portent les six coordonnées articulaires pour la boucle autour du
sommet QRS. Comme tous les sommets sont semblables, les vecteurs sur chacun des
sommets pourront étre tirés de ceux-ci, en choisissant un repere approprié pour chacune

des boucles.
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5.4.2 Equations cinématiques

Le cycle 13 passe par les sommets As, Ay, I, F5, By et Bs du graphe et par les arétes
qui joignent ces sommets deux a deux. La boucle correspondante est donc constituée
des corps rigides A,, Ay, Fi, F5, By et By ainsi que des articulations rotoides liant
ces corps deux a deux. Cette boucle est constituée du sommet ABF du dodécaedre

articulé.

Les vecteurs ey, ep et er sont les vecteurs normaux aux faces A, B et F, et les

vecteurs e r, erp et eg sont les vecteurs sur les arétes du dodécaedre.

Pour la boucle 13, la matrice jacobienne J{; est la matrice associée a la chaine
sphérique contenant les contraintes cinématiques provenant du sommet ABF du mé-
canisme. Cette matrice est de dimension 3 X nq3, ou ny3 est le nombre de coordonnées
articulaires présentes dans la boucle 13 (ici ny3 = 6) et 615 est le vecteur composé des

ny3 coordonnées articulaires.

Nous avons :
3015 =0 (5.33)
ou
Jy=|ea es er eps ear epp | (5.34)
0.3 = [ Oaz Op1 Op1 Oap Oar Opr } (5.35)

Pour écrire les vecteurs ey, ep, er, ega, €ar et epp, un repere X ogrYaprZaBr
sera utilisé. Ce repere est défini comme dans la section 5.4.1 et les parametres sont

définis a la figure 5.4.

Ici, nous avons
€A =W € =W3 €p =W

(5.36)

€A = V3 €pqp =V] €pp = Vy

ce qui donne pour Jij :

b=lwi ows oW v Vv (5.37)
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Xapr

F1G. 5.4 — Sommet du dodécaedre pour la boucle 13.

Cette matrice est de dimension 3 x n;3. Cette matrice est ramenée a la bonne dimen-
sion en ajoutant des colonnes de zéros vis-a-vis des coordonnées articulaires absentes

de la boucle. La matrice J;3 est

Jiz =1 0341 Wi O3x3 W3 Osx19 W2 Osx34 V3 031 Vi Osx3 Vo 03x23}

(5.38)

Les matrices Jq4, J15,...,J31 sont trouvées de la méme facon. Leur calcul est effectué

en annexe C.



5.5 Construction de la matrice jacobienne du
mécanisme et détermination du nombre de

degrés de liberté

La matrice jacobienne J est formée en superposant les matrices Jq, Jo, ..., J31.
J1
Jo
J= ) (5.39)
Js1

Cette matrice est de dimension considérable (93 x 90). Le calcul du noyau de cette
matrice est effectué a ’aide du logiciel MAPLE. Le noyau de J contient 5 vecteurs. Les
vecteurs qui composent le noyau de J sont obtenus sous forme analytique. Comme la
dimension du noyau de J est égal au nombre de degrés de liberté du mécanisme, on

peut conclure que le mécanisme possede 5 degrés de liberté dans cette configuration.

Par contre, I’étude de la mobilité du dodécaedre est réalisée pour une position droite
seulement, et non pour une position générale. Il n’est pas possible de conclure que ces
degrés de liberté locaux permettent un mouvement fini du mécanisme (a I'image du

mécanisme a 3 barres décrit a la section 4.1.6).
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Chapitre 6

Conclusion

Le chapitre 2 de ce mémoire présente un nouveau type de mécanismes déployables
a un degré de liberté. Ces mécanismes utilisent des groupes plans en forme de poly-
gones réguliers, déployables a un ddl assemblés sur les faces de différents polyedres.
Ces groupes plans sont joints ensemble a 1’aide de liaisons sphériques aux sommets. Le
résultat est un polyedre déployable a un ddl. Lorsqu’il est actionné, le mécanisme se

déploie et conserve sa forme en tout temps.

Le facteur d’expansion de ces mécanismes est tres grand, ce qui peut étre intéressant
pour plusieurs applications. Le facteur d’expansion peut étre augmenté en ajoutant un

ou plusieurs parallélogrammes supplémentaires dans les pattes du groupe plan.

Deux prototypes ont été construits dans le but de vérifier le bon fonctionnement

du principe, soit le cube et le dodécaedre. Les deux mécanismes viennent valider le
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principe de fonctionnement puisqu’ils peuvent se déployer tout en conservant leur forme
extérieure. De plus, I'intérieur des polyedres demeure creux en tout temps, ce qui peut

étre utile dans certains cas.

Les mécanismes déployables peuvent étre utilisés dans plusieurs applications, par
exemple : des antennes de systemes spatiaux, des structures en forme de dome, des

abris temporaires portables, des présentoirs d’exposition et bien d’autres...

Les chapitres 3, 4 et 5, pour leur part, traitent de la méthode de détermination
du nombre de degrés de liberté pour différents polyedres articulés. La méthode de
détermination du nombre de degrés de liberté est ici appliquée aux polyedres articulés,
mais peut aussi étre appliquée a tout mécanisme constitué de chaines cinématiques
fermées. Le nombre de degrés de liberté du mécanisme étudié est égal a la dimension

du noyau de la matrice jacobienne du mécanisme.

L’application de la méthode de détermination du nombre de degrés de liberté a per-
mis de déterminer que le cube articulé présenté dans la section (4.1.1) possede 3 degrés
de liberté dans sa configuration droite. La paramétrisation du cube a l'aide de trois
angles a ensuite permis de répéter 'analyse cette fois pour une position quelconque.
Cette analyse démontre que le cube articulé possede trois degrés de liberté dans une po-
sition quelconque. Ces observations ont permis de conclure que le cube est mobile, avec
trois degrés de liberté en général. Ces trois degrés de liberté permettent la déformation
du cube en parallélépipede, en autant que les faces opposées conservent la méme forme.
De plus, certaines configurations singulieres sont montrées et le nombre de degrés de

liberté spécifique a ces configurations est donné.

Finalement, ’application de la méthode de détermination du nombre de degrés de
liberté au dodécaedre articulé a permis de déterminer que ce mécanisme possede 5
degrés de liberté en configuration droite. Par contre, rien ne permet de dire que le
dodécaedre peut effectuer des déplacements finis autour de cette position. En effet, les
5 degrés de liberté trouvés peuvent étre des degrés de liberté locaux du mécanisme.
Une étude du dodécaedre en position quelconque permettrait de déterminer si ces 5
degrés de liberté sont locaux ou s’appliquent au mécanisme dans une configuration

plus générale.
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Annexe A

Equations, vecteurs et matrices
pour la résolution du nombre de
degrés de liberté du cube articulé

en position droite

Cette section contient les équations, les vecteurs et les matrices nécessaires au calcul du
nombre de degrés de liberté du cube articulé en position droite.
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TaB. A.1 — Correspondance des indices 7 et j pour le cube en position droite.

Al Equations cinématiques des boucles 2 a 6

Pour les boucles 2 a 6, toutes les équations sont similaires d’'une boucle a 'autre.

Ici, 7 est un indice qui représente le numéro de la boucle.
1=1,....6 (A.1)

et 7 est un indice qui représente la face du cube correspondante a la "¢ boucle. La

correspondance entre les indices est donnée au tableau A.1.

A.1.1 Boucle i (face j)

La boucle 7 est composée des corps et articulations de la face 7 du cube. La matrice

jacobienne J! est une matrice associée a une chaine plane et est de dimension 3 x 4.

1 1 1 1
J, = (A.2)
EI’jl EI'jQ EI'j3 EI‘j4

et
. . . . . T
6= 05 05 655 0] (A.3)

Pour cette boucle, un repere X,Y; (tel que défini dans la section 4.1.3) est utilisé.

Les vecteurs rj; sont

0 -1 —1
I‘j1:[1] I‘j2:|:1] I‘j3:|:0] I‘j4:0 (A4)

73



ce qui donne pour J

1 1 1 1
J=|-1 -1 0 0 (A.5)
0O -1 -1 0
qui est de dimension 3 x 4. Avec les reperes locaux choisis, les matrices J5, Jj, ... , J§

sont identiques, il n’y a que le vecteur 0; qui differe d’une boucle a 'autre.

A.1.2 Matrices Jy a Jg

Les matrices Jo a Jg sont obtenues a 'aide de 1’équation (A.5), dans laquelle des

colonnes de 0 sont ajoutées vis-a-vis des coordonnées articulaires absentes de la boucle

7. On a
Jy = [ O3x4 J; O3x08 } (A.6)
Jy = O3x8 J; O3x24 } (A7)
Jg = 03x12 Ji O3x20 } (A.8)
Js = [ O3x16 J; Ozx16 } (A.9)
Jo = O3x20 J; O3z } (A.10)

A.2 Equations cinématiques des boucles 8 a 13

Les boucles 8 a 13 sont toutes des boucles autour des sommets du cube articulé.

Pour chacune de ces boucles, la matrice jacobienne J est une matrice associée a

une chaine sphérique et est de dimension 3 x 6. On a

Jg = €4 ep €ep €esp €epsa €pp } (A.11)
Jy = €4 ep er eps €sr €erp } (A.12)
Jip = [ €1 ep €ep €ejsp €ps €pp } (A.13)
Jiy = ec €ep €ep epc €ecrp €pp } (A.14)
Ji, = €4 €p €ep €eps €sp €gp } (A.15)
Ji3 = [ ep ec ep epc €epp €cp } (A.16)
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Les vecteurs @; pour ces boucles sont

o . . . . . . T
bs = | 0um Oy Ory Bap Oar Opp | (A.17)
. . . . . . . T
by = |ba Op O Oap Oap Oor | (A.18)
610 = | Oas Ops Opr Oap Oap Opp | (A.19)
6n = | o2 Opy Ops fcp bcr Opr | (A.20)
610 = | 0as Ops Op1 Oap Oap Opp | (A.21)
615 = [ 0ps Oos Oms Opc Opp fop | (A.22)
Les vecteurs sont ici donnés dans le repere XY Z :
es=—j eg=1 ec=j ep=—i eg=k ep=-k (A.23)
esp = —epa=k esxp=—eps=-k esp=—ega=—-1 esxp=-—-eps=1i
epc = —ecp =K epp=—egp=-] epr=—erp=] ecp=—epc=Kk
ecp = —€epc =1 ecp=—epc=—1 epgp=—egp=] epp=—€rp= —j
(A.24)
Ce qui donne pour les matrices Jg, Jg,...,J13 :
Js = | = Opaz —i Ogr —k Oges —k O30 —i Ogr —j |  (A25)
Jo = [ 031 —J Osx2 1 O3x15 —k O3x3 —k 0300 1 O3x20 —j 03><5]
(A.26)
Jio = [ O3x2 —j O3xa i O3x0 k O3x6 k O3x1 1 O3z —j 03x6} (A.27)
Jll = I 03><9 j O3><2 —i 03><9 _k 03><8 _k 03><]_ _i 03><1 j :| <A28)
Jio = | O3x3 —J O3xi0 —i O30 k O3xs k —1 O3x7 —] 03><1} (A.29)
Jis = [ O3x6 1 O3xa j O3x6 k O3xo k j O3y i 03><3] (A.30)
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Annexe B

Equations, vecteurs et matrices
pour la résolution du nombre de
degrés de liberté du cube articulé

en position quelconque

Cette section contient les équations, les vecteurs et les matrices nécessaires au calcul du
nombre de degrés de liberté du cube articulé en position quelconque.
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TaB. B.1 — Correspondance des indices i et 7 pour le cube articulé en position quel-

conque.

B.1 Equations cinématiques des boucles 2 a 6

Pour les boucles 2 a 6, toutes les équations sont similaires d’'une boucle a 'autre.

Ici, 7 est un indice qui représente le numéro de la boucle ou
i=1,.6 (B.1)

et j est un indice qui représente la face du cube correspondante a la ¢ boucle. La

correspondance entre les indices est donnée au tableau B.1.

B.1.1 Boucle i (face j)

La boucle 7 est composée des corps et articulations de la face 7 du cube. La matrice

jacobienne J! est une matrice associée a une chaine plane et est de dimension 3 x 4.

, 11 11
J = (B.2)
EI’jl EI’jQ EI‘jg EI']‘4
et
. . . . . T
ei = { 9]'1 93‘2 9j3 93’4 } (B-S)

Pour cette boucle, un repere X,Y; (tel que défini dans la section 4.2.2) est utilisé.

Les vecteurs r;; sont
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cos 6 cosf:; —1 -1
rj = [ J1 ] rjp = [ J1 ] rjs = [ 0 ] rj, = 0 (B4)

sin Gﬂ sin Qﬂ

Par contre, les angles utilisés pour paramétrer le cube sont 641, O0py et O4p. Les
angles 0;, dans les vecteurs r;; et rjs sont donc remplacés par des fonctions de 041, 02

et HAF-

On a
QCl =71 —041 Op1=0p2 Op1 =7 —0po (B-5)

L’angle Ops est trouvé a partir du produit scalaire de us et us

Ops = arccos(uy - u3) (B.6)
Ops = arccos(cos 041 cos Opg — sin @471 sin Oy cos O 4r) (B.7)

et
01 =0p2 Op1=m—0p (B,8)

ce qui donne pour J,, J5, J), JL et Jj

! 1 11| [ 1 1 1
J, = —sinflg;  —sinfp;, 0 0| =| —sinflps —sinflps 0 0 [(B.9)
cosflgy cosfp;—1 —1 0 cosfps cosbpa—1 —1 0
B 1 1] [ 1 1 11
J, = —sinfp;  —sinfy 0 0| = | —sinfyu —sin 4y 0 0
cosfc1  cosbep—1 —1 0 —cosbfly; —cosfy;—1 —1 0
_ S (B.10)
1 1 1 1 1 11
J, = —sinfp; —sinfp; 0 0| =1| —sinfps —sinfpy 0 0
cosflp; cosbp;—1 —1 0 —cosfpy —cosbps—1 —1 0
_ (B.11)
! 1 11 1 1 11
J. = —sinfp; —sinfg; 0 0| =| —sinfpy —sinfpy 0 0
cosfpy cosfp—1 —1 0 cosbpy cosfps—1 —1 0
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1 1 1 1 1 1 1
Jg = —sinfp —sinfp 0 0| = | —sinfpm —sin fpy 0 0
cosfpy cosOp;—1 —1 0 —cosfpy —cosbpy—1 —1 0

(B.13)

qui sont de dimension 3 x 4.

B.1.2 Matrices J, a J;

Les matrices Jo & Jg sont obtenues a l'aide des équations (B.9), (B.10), (B.11),
(B.12) et (B.13) dans lesquelles des colonnes de 0 sont ajoutées vis-a-vis des coordonnées

articulaires absentes de la boucle . On a

Jy = O3x4 J5 0O3x08 ] (B.14)
J3 = 03438 Jé 0324 ] (B-15)
Ji = | 03512 J; 03x20 } (B.16)
Js = 03x16 J5 O3x16 } (B.17)
Jg = 03520 J% O3x12 } (B-18)

B.2 Equations cinématiques des boucles 8 a 13

Les boucles 8 a 13 sont toutes des boucles autour des sommets du cube articulé.

Pour chacune de ces boucles, la matrice jacobienne J est une matrice associée a

une chaine sphérique et est de dimension 3 x 6. On a

Jg = €4 €p €ef €e4p €ra €pp } (B.19)
Jy = €41 ep €er eps €sr €rp } (B.20)
Jip = [ €4 ep €ep e p €eps epp } (B.21)
Jiy = € €ep er €epc €cr €rp } (B.22)
Jip = €4 €ep €p €epa €ejsp egp } (B.23)
Ji3 = [ ep €c ep epc €pgp €cp } (B.24)
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Les vecteurs @; pour ces boucles sont

6s = [0m Opo O 6ap Oar Opp | (B.25)
6 = [0n Om O Oap Oar Opp ] (B.26)
610 = [0us O Opo Oap Oaw Onp | (B.27)
911 = {9'02 éDl 9F3 9CD 9CF 9DF }T (B'28)
912 = [9A4 9D3 9E1 9AD éAE éDE}T <B~29)
615 = [ 05 Ocu Ops Onc Opp Oop ] (B.30)

Ici, les vecteurs sont donnés dans le repere XY Z. Les vecteurs normaux ey, eg, ec,
ep, eg et er sont donnés dans les équations (4.32),(4.34),(4.31) et (4.36). Les vecteurs

sur les arétes sont

€sp = —€p4 = U3 €yp = —€pg = —U3
€pc = —€cp = U3 €pg = —€gp = —U2
€crp = —€pc =Uu1 €cr = —€pc = —W

Ce qui donne pour les matrices Jg, Jo,...

Js = | es O3x12 ep 0347 ep Osy3
Jo = | 0341 ea 0342 ep 03415 ep
Jo = O3x2 €4 O3x4 ep Osx9 ep
Ju = [ O3x9 ec 0O3x2 ep Osxg ep
Jio = [ O3x3 €4 O3x10 ep O3y er
Jiz = [ O3x6 e Os3xa ec Osx6 eg

€Ap = —€p4 = —U1 €y = —€py = U
€pr = —€pp = U2 €cp = —€pc = U3
€pg = —€gp = U2 €pp = —€pp = —U2

(B.31)
7']13 :

—u3 0O3x; —uy; O3x7 —112} (B.32)

O3x3 —u3z O3x2 u; O3x2 —up 03><5}

(B.33)
O3x6 u3 O3x1 up O30 —uy OSXG}

(B.34)
O3 —uz O3x1 —up O34 112} (B.35)
O3xs uz —up 037 —u 03x1}(B-36)
O3x9 uz uz O3x2 w 03><3} (B.37)
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Annexe C

Equations, vecteurs et matrices
pour la résolution du nombre de
degrés de liberté du dodécaedre

articulé en position droite

Cette section contient les équations, les vecteurs et les matrices nécessaires au calcul du
nombre de degrés de liberté du dodécaedre articulé en position droite.
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1 [ A
2 | B
3 |C
4 | D
5 | E
6 | F
71 G
8§ | H
9 | L
10 | M
11| N
12| P

TaAB. C.1 — Correspondance des indices 7 et j pour le dodécaedre articulé (boucles 1 a

12).

C.1 Equations cinématiques des boucles 2 a 12

Pour les boucles 2 a 12, toutes les équations sont similaires d’'une boucle a 'autre.

Ici, 7 est un indice qui représente le numéro de la boucle.
1=1,...,12 (C.1)

et j est un indice qui représente la face du cube correspondante a la i boucle. La

correspondance entre les indices est donnée au tableau C.1.

C.1.1 Boucle i (face j)

La boucle ¢ est composée des corps et articulations de la face j du dodécaedre. La
matrice jacobienne J! est une matrice associée a une chaine plane et est de dimension

3 X 5.

1 1 1 1 1
I=| (C.2)
rj1 EI'J'Q EI'J'3 EI’j4 EI‘j5

t
¢ o . . . . . T
Hi = { 9]‘1 ng 0]‘3 0j4 9j5 } (C?))
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Pour cette boucle, un repere X;Y; (tel que défini dans la section 5.3) est utilisé. Les

vecteurs rj; sont

Y T
4
it = | Vioravs (C.4)
L 4 |
VB
4
e = | ias (C5)
L 1 |
s
I'jg = (2) (06)
i
1
rjy = W ] (C.7)
L 4
0
ce qui donne pour J;
1 1 1 1 1
J = | _Viot2vs  Vior2vs 0 10-2V5 (C.9)
t 4 4 4
1-V5 —-3-vV5 —-1-v5 —-1-v5 0
1 1 2 1
qui est de dimension 3 x 5. Avec les repéres locaux choisis, les matrices J5, Jj, ..., J5

sont identiques, il n’y a que le vecteur 0, qui differe d’une boucle a 'autre.

C.1.2 Matrices J, a Jqo

Les matrice Jo a Jy5 sont obtenues a I'aide de 1’équation (C.9), dans laquelle des

colonnes de 0 sont ajoutées vis a vis des coordonnées articulaires absentes de la boucle

7. On a
Jy = [ 0345 J7 03480 ] (C.10)
JS = [ 03><10 i 03><75 } (C'll)
Jy = [ 03515 Ji Os3x70 } (C.12)
Js = [ 03520 J; O35 } (C.13)
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Jo = O3x25 Ji O3x60 (C.14)
Jr = [ 03x30 Ji Ozxs5 } (C.15)
Js = O3x35 J;  O3x50 (C.16)
Jo = 03x40 Ji O3x45 (C.17)
Jio = [ O3x15 J; O340 } (C.18)

(C.19)

(C.20)

J— I ! |
Ju = | Osxs0 Ji Osxss |

Jip = | O3x55 J 03530 |

C.2 Equations cinématiques des boucles 14 a 31

Les boucles 14 a 31 sont toutes des boucles autour des sommets du dodécaedre
articulé. Pour ces boucles, un repere local est utilisé (tel que défini dans la section
5.4.1). L'utilisation de reperes locaux simplifie grandement 1’écriture des équations. Ici,
1 est un indice qui représente le numéro de la boucle, et (), R et S sont des indices qui

représentent les faces (table C.2).

C.2.1 Boucle i (sommetQRS)

La boucle 7 est composée des corps et articulations du sommet QRS du dodécaedre
articulé. La matrice jacobienne J est une matrice associée a une chaine sphérique et

est de dimension 3 x 6. J/ prends la forme

JIQRS: eQ €er €g eQR €Rs eSQ} (021)

Par définition, ces vecteurs dans le repere XgrsYorsZors sont(voir fig. 5.3)

€ =W1 €p =Wy €g5g=W3 (022)

€Qr = V1 €Rrs =Vay €5 = V3 (023)

ce qui donne pour J

J=|w wy wyg vi vy Vg] (C.24)



TaAB. C.2 — Correspondance des indices i, @), R et S pour le dodécaedre articulé (boucles

14 & 31).

i

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

SN QAQ=ZO|OTQIQAQA|W T T O

NN ZQRE YOS QNE Q2T

ISR S S S I B S T R T e N B
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Ji4

Jis
Ji6

Ji7
Jis

Les vecteurs @; pour ces boucles sont

él4 = 9A3
0.15 = 9144
él6 = 9145
él? = éAl
él8 = éBZ
0.19 = [ 983
é20 = éB4
b = | s
022 = L 903
023 = 904
b2 = [ 6o
025 = éDB
026 - [ éD4
b0 = | Ops
928 = - éGl
620 = [ o
030 = éHQ
031 = 9L2

éB5
éN 3
Oca

O

Ce qui donne pour les matrices Jq4,

= [03><2 wi O3y w2 O3y

= [03x3 w1 O3x30 W3 03417

= [03><4 w1 O3x17 w3 03410

éN 4
Ocs
9E3
éF 2
Ocn
éM 5
6.)N 5
éDl
9L4
éM 5
éEl
éH 4
éLB
éH 5

9132

= [Wl O3x20 W2 0354 W3 Os3y34

6as fon ban | (C.25)
Oan Oy Oac } (C.26)
Oac Opc Oap }T (C.27)
Oap Opr Oar ]T (C.28)
Opr Ocr Opc } (C.29)
bpc bonr Opu | (C.30)
Opr O 0'BN]T (C.31)
QC’F 6)DF éCD } (C32)
GC’D éDL éCL ]T (033)
Ocr Oov fou ]T (C.34)
bor or o ] (C.35)
bop Oon Oou | (C.36)
eDH 9HL éDL }T (C37)
Opc Ocr Opn }T (C.38)
bon Oxp Oop | (C.39)
Ocp Oup Ocu }T (C.40)
bur O O | (C.41)
Op Onp O }T (C.42)

O3x6 Vi Osxs V3 Osxz Vo 03x21}
(C.43)
03110 vz Vi Osxie Vo Osxs} (C.44)
O3x17 V3 Osx1 vi Osxia Vo 03><11}
(C.45)
vi vy O3x14 V2 03><12} (C.46)

= [03><6 W1 O3xs W3 Osxis Wo Osxss Vs Vi Osxg Vo 03><19} (C.47)
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J19

J2o
J21
J22

Jos
Joy
Jos

Josg
Jor

J29

J3O

[03><7 Wi O3y Wa 0O3yx33 W3 Osx16 Vi Osx1 vz Oszxq Vo 03><17}

[Osxs w1 03438

O3><11

03x12

L 03x13
[ 0316

| 03517

03x18
03x23
03x30

03x31

| 03536

[ 03x41

03x3

0346

03x28
O3x3

0346

03x18
03438
0320

0343

0343

0343

W
W3

W

W
W3

W

Wo
Wo
Wo

W3

W3

W3

(C.48)
O3x6 W3 O3x12 vi vz O3xis Vo O3x0 } (C.49)
O3x12 W2 O3xa0 vz Vi Osxz vy Oszxis } (C~50)

O3x23 W3 O3x25 Vi 0351 vz O3x4 Vo 03><13]

(C.51)
O3x6 W3 O3x21 Vi Vg Osx12 Vo 03><4} (C.52)
O3x6 W2 O3x45 vz vy O3x2 Vo 03><12} (C.53)

O3x13 W3 O3x34 vi 0351 vz O3x13 Vo 03><10}

(C.54)
O3x6 W3 Osxz0 Vi v3 O3xe V2 03><6} (C.55)
O3x6 W3 Oszxos VI V3 Vo 03><9} (C.56)
O3x4 W3 O3x24 Vi V3 O3y V2} (0-57)

O3x19 Wg Osx214 Vg 0351 vy 0341 Vo 03x5]

(C.58)
O3x18 W2 Osx23 v3 vy 031 Vo 03><3} (C.59)

O3x12 W2 O3y vz vi Ozx1 Vo 03><1} (C.60)
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