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Résumé

Les systèmes de positionnement entraînés par une courroie crantée sont largement utilisés en

industrie. Leurs principaux avantages sont leur capacité d'atteindre des vitesses et accéléra-

tions importantes, leur �exibilité, leurs faibles coûts et leur facilité d'intégration. Cependant,

le caractère �exible de la courroie cause également une diminution de la précision du système.

Pour remédier à ce problème, plusieurs contrôleurs ont été développés a�n d'intégrer l'e�et de

la courroie et ainsi augmenter les performances du système. Toutefois, les contrôleurs proposés

nécessitent l'ajout d'un capteur donnant directement la position du chariot, ce qui augmente

le coût et la complexité du système.

Ce mémoire a donc comme objectif d'étudier les systèmes entraînés par une courroie a�n de

mettre au point une méthode pour augmenter les performances des contrôleurs sans toutefois

augmenter leur coût. La méthode proposée utilise une compensation de le jeu entre-dents entre

la poulie et la courroie ainsi que deux cellules de charge permettant de mesurer la tension

dans la courroie. La combinaison de ces ajouts permet d'estimer la position du chariot et de

remplacer la mesure directe sur celui-ci. L'acquisition de la tension dans la courroie permet

d'intégrer l'e�et élastique de celle-ci en déterminant et en compensant son élongation. Quant à

elle, la compensation du jeu entre-dents est basée sur une nouvelle représentation ainsi qu'un

nouvelle identi�cation de ce jeu qui inclut les autres non-linéarités agissant sur le système,

telles que la vibration, la friction non-linéaire et d'autres non-linéarités associées à la tension

dans la courroie.

Di�érents tests on été e�ectués a�n de démontrer la performance de cette méthode d'esti-

mation. Celle-ci a ensuite été implantée dans les contrôleurs proposés par la littérature pour

améliorer les performances des systèmes entraînés par une courroie crantée.
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Abstract

Belt-driven systems are widely used for positioning applications. The main advantage of these

systems is their ability to reach high speeds and accelerations, their low cost, their ease of

implementation and their �exibility. However, the �exibility of the belt aslo causes the main

disadvantage which is the lack of precision. Di�erent control techniques have been elaborated

to alleviate this problem by including the belt elasticity information in the controller. However,

these method requires additional material and more complex implementation.

The main goal of this project is to analyse belt-driven systems in order to develop a method to

improve the accuracy of such systems without ading costly material. The elaborated method

uses two load cells and a new backlash compensation to replace the belt-driven carriage position

feedback and thus improve the precision of the system without direct carriage measurement.

The inclusion of the load cell allows a belt elongation compensation in the controller. The

backlash compensation is based on a new representation and identi�cation method developed

specially for belt-driven applications, which includes other non-linearities acting on the system.

Experiments are conducted to assess the e�ectiveness of the elaborated method and an imple-

mentation on actual controllers demonstrate its e�ectiveness.
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Introduction

Mise en contexte

La robotique moderne est de plus en plus présente et ce, dans toutes les sphères de la société.

On retrouve des robots dans les maisons, dans les hôpitaux et principalement dans les entre-

prises industrielles. Ces dernières sont interreliées avec la robotique moderne sous plusieurs

aspects. La forte demande des consommateurs pour des produits plus performants, plus �ables

et moins dispendieux pousse les entreprises à trouver de nouvelles solutions innovantes pour

répondre aux demandes du marché. La robotique moderne vient aider les entreprises en leur

apportant des outils qui leur permettent de se démarquer et de rester compétitifs. Les exemples

de l'aide béné�que que la robotique apporte aux entreprises sont nombreux, passant des bras

robotisés largement utilisés en industrie à des cellules d'assistance humain-robot développées

a�n d'améliorer la production dans les chaînes de montage. À plus petite échelle, la robotique

apporte des solutions novatrices aux petites et moyennes entreprises (PME) québécoises qui

désirent développer une nouvelle expertise a�n de percer dans le milieu international. La com-

pagnie Laserax est une entreprise parmi tant d'autres qui a fait appel à la robotique pour

trouver une solution a une de leur problématique.

Cette compagnie, fondée en 2010, se spécialise dans les solutions laser pour les applications

industrielles diverses. Jusqu'à récemment, elle concentrait ses activités sur la gravure laser

de plusieurs matériaux comme les métaux, les plastiques, le bois et la céramique. Elle s'est

notamment démarquée de la concurrence et a acquis une réputation internationale en o�rant un

procédé de gravure novateur s'adaptant à la forme et la surface de l'objet. Également, en plus

de la gravure, Laserax veut étendre ses opérations pour o�rir un service de découpe de plaques

métalliques minces au laser. Laserax a donc fait l'acquisition d'une table de positionnement

entraînée par des courroies, telle que présentée à la �gure 1, au coût de 800$. Le but de cette

acquisition était de développer des procédés de découpe sur cette table et de vendre la table

avec les procédés développés. Cependant, la compagnie a réalisé que la table acquise n'avait

pas la précision nécessaire pour la découpe au laser de plaques métalliques minces. En e�et,

lors d'un test visant à découper di�érents cercles de même diamètre sur l'ensemble de la plage

1



de la table, la précision de la table a pu être estimée à environ 800 microns. Cependant,

Laserax désire atteindre une précision inférieure à ± 100 microns a�n d'être compétitif dans

le milieu de la découpe au laser et c'est pour cette raison que la compagnie s'est tournée vers

la robotique pour résoudre son problème.

Figure 1 � Illustration de la table de découpe laser acquise par Laserax. Image provenant de
"www.lightobject.com", consulté le 8 juillet 2016

L'objectif de Laserax est donc d'améliorer la précision de sa table de découpe pour atteindre

une précision de ± 100 microns. Cependant, cette modi�cation ne doit pas inclure l'ajout de

capteurs dispendieux ou de grandes modi�cations de la structure de la table, car l'amélioration

doit se faire sans augmenter le prix de la table de découpe. Le produit que Laserax veut vendre

utilise un laser de 500 W au CO2 a�n de découper les plaques minces d'une épaisseur maxi-

male de trois millimètres. Avec ces informations, il est possible de déterminer que la vitesse

maximale de découpe est de 0.1 m/s tel que démontré dans Mazumder (2001). Cependant,

pour que Laserax ait la possibilité de découper d'autres matériaux, comme du plastique ou

du caoutchouc, à des vitesses plus grandes, la vitesse moyenne d'opération cible est de 0.2 m/s.

Les systèmes entraînés par une courroie crantée, comme celui de la table acquise par Laserax,

sont largement employés dans l'industrie pour le positionnement d'objets. De plus, l'utilisation

accrue des machines à prototypage rapide augmente l'intérêt pour cette méthode de position-

nement. Les avantages majeurs des systèmes à courroies sont leur capacité d'atteindre des

grandes vitesses et accélérations, leur �exibilité et leurs faibles coûts. Le caractère �exible de
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la courroie permet de faire plusieurs conceptions innovatrices. Par exemple, il est possible de

déplacer un chariot dans un plan à l'aide d'une seule courroie, comme montré à la �gure 4.9

ou suivant plusieurs degrés de liberté avec une organisation de courroies adéquate, ce qui a

d'ailleurs été réalisé par Laliberté et collab. (2010). Cependant, la précision de ces systèmes

est grandement diminuée par les e�ets non linéaires de la courroie, tels que la vibration, le jeu

d'entre-dents entre la poulie et la courroie, la friction et l'élongation de la courroie sous les

couples d'actionnement. A�n d'augmenter la précision d'un tel système, il est donc nécessaire

de diminuer ou de bien gérer ces e�ets.

L'amélioration de la précision d'un système entraîné par des courroies passe soit par la mo-

di�cation de la structure, soit par l'amélioration de l'algorithme contrôlant les moteurs. En

améliorant la structure de la table, il est par exemple possible de diminuer la vibration du

système, de diminuer la friction entre les pièces et de réduire le jeu fonctionnel entre les com-

posantes. En modi�cation l'algorithme de commande, il est possible de compenser ces e�ets

non linéaires en les identi�ant et en les intégrant dans la boucle de commande. Cependant,

puisque la structure de la table est déjà existante et que la modi�er entraînerait des coûts

plus importants, il a plutôt été décidé de modi�er l'algorithme de commande de la table pour

atteindre la précision demandée.

Objectifs du mémoire

Les objectifs de ce mémoire sont :

1. Développer un algorithme de commande pour diminuer l'erreur de positionnement d'un

système linéaire entrainé par une courroie crantée sous la barre des ±100 microns

2. Minimiser les coûts liés à ce nouvel algorithme

3. Avoir une vitesse d'opération d'au minimum 0.2 m/s

4. Tester ce nouvel algorithme sur la table acquise par Laserax et quanti�er l'amélioration

obtenue

5. Valider ce nouvel algorithme sur une table de positionnement commerciale entrainée par

une courroie cranté
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Algorithme de commande pour système à joint �exible

Les tables de positionnement entrainées par une courroie crantée font partie de la catégorie

des systèmes à joints �exible. Celle-ci se caractérise par un lien �exible, comme une courroie

ou un couplage en caoutchouc, entre le moteur et la pièce à déplacer. Ce lien �exible in�uence

la transmission de la force du moteur à la pièce à déplacer et doit être pris en compte dans les

algorithmes de commande utilisés. La commande de systèmes avec des joints �exibles a été lar-

gement étudiée. Plusieurs approches ont été abordées pour notamment améliorer la précision

et la stabilité d'un tel système. Par exemple, la méthode par anticipation du couple présen-

tée par Berger et ElMaraghy (1992), Spong et collab. (2004) et G.Buondonno et A.DeLuca

(2016) améliore la précision en anticipant les e�ets non linéaires du joint �exible. Le but de

ce contrôleur est de créer un sous-système qui calcule ces e�ets et les soustrait à la valeur

mesurée a�n que celle-ci soit plus près de la réalité. Le contrôleur estime donc l'emplacement

de la membrure se situant après le joint à l'aide de l'information du capteur se situant avant

le joint �exible et d'une bonne représentation mathématique du système. La méthode par li-

néarisation est simple, e�cace et est encore grandement utilisée. Une autre méthode exploitée

est celle du contrôleur en cascade ou "decoupling-based system" en anglais, telle que présentée

par Brogliato et collab. (1995) et Jianzhou et collab. (2011). Le but de ce contrôleur est de

séparer un système complexe ayant plusieurs équations, en plusieurs sous-systèmes simples à

une équation. Chaque sous-système est commandé par son propre régulateur, par exemple un

régulateur Proportionnel-Intégrateur-Dérivatif (PID), et a son propre capteur pour la rétro-

action. Il y a donc un capteur utilisé pour chaque sous-système. Les valeurs de sortie d'un

premier sous-système servent de valeurs d'entrée au second sous-système et ainsi de suite. Ce

contrôleur permet d'inclure facilement l'e�et du joint �exible dans la boucle de commande

et permet d'avoir une régulation plus e�cace. Une variante du contrôleur en cascade est le

contrôleur par rétrogradation, "backstepping", comme présenté par Brogliato et collab. (1995)

et Bridges et collab. (1995). Celui-ci utilise la décomposition en sous-système, comme le contrô-

leur cascade, mais le processus de réglage est di�érent. Puisque la structure de cet algorithme

de commande est récursive, la stabilité et les performances du système complet peuvent être

assurées en commençant le processus de réglage à un sous-système stable et en ajoutant pro-

gressivement de nouveaux régulateurs à chaque sous-système pour augmenter la stabilité et

les performances du système global. Une méthode adaptative peut aussi être utilisée pour

contrôler un système à joint �exible, comme l'ont démontré Ghorbel et collab. (1989) et Li et

Cheng (1994). Les paramètres du contrôleur s'adaptent alors en fonction d'une identi�cation

en ligne des paramètres du système. Plusieurs autres contrôleurs spéci�ques aux systèmes à

joints �exibles ont été développés en utilisant des techniques plus complexes comme la lo-

gique �oue (Kulkarno et El-Sharkawi (2001) et Xia et collab. (2010)), les réseaux de neurones

(V.Zeman et collab. (1997)) et les séries de Fourier (Zhu et collab. (2005)).
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Cependant, comme démontré par De Luca et Book (2008), les systèmes à joints �exibles

doivent avoir une double rétroaction pour augmenter leurs performances. En e�et, une ré-

troaction sur la position de la membrure avant et après le joint �exible est nécessaire a�n

d'inclure les caractéristiques de ce dernier dans le contrôleur. Ainsi, le contrôleur cascade,

utilisant une double rétroaction, aura de bien meilleurs résultats que le contrôleur par anti-

cipation du couple qui utilise seulement une rétroaction sur le moteur. Toutefois, le capteur

permettant d'acquérir la position de la membrure après le joint �exible est dispendieux et

complique l'assemblage global du système.

Pour diminuer ces coûts, quelques travaux ont proposé d'estimer la position de la membrure

après le joint �exible par un observateur à l'aide de capteurs moins dispendieux. Un exemple

de ce principe est présenté par DeLuca et collab. (2007). Celui-ci propose une méthode d'es-

timation qui utilise l'information de la position angulaire du moteur et l'accélération de la

membrure pour déterminer l'état complet du système. Cet observateur est intéressant puisque

l'accélération peut être acquise par un accéléromètre qui est généralement moins dispendieux

qu'un capteur de position. Plusieurs autres observateurs pour système à joints �exibles ont été

développés, mais presque tous sont spéci�ques pour des articulations �exibles de robot. Ainsi,

ils représentent moins bien la réalité d'un système actionné par une courroie, dans lequel le

jeu entre-dents entre la poulie et la courroie a�ecte grandement la précision de l'observateur.

Un observateur qui utilise, par exemple, seulement la position du moteur et l'accélération du

chariot n'arriverait pas à compenser ce jeu entre-dents. Il est donc nécessaire d'inclure l'e�et

de ce jeu dans l'observateur.

Bien que l'étude du jeu entre-dents et des erreurs de transmission dans les systèmes à roues

dentées ait fait l'objet de plusieurs travaux, notamment par Nordin et collab. (1997), Lagerberg

et Egardt (2007) et Moradi et Salarieh (2012), seulement quelque travaux traitant de ceux-ci

dans les systèmes entraînés par courroies crantées ont été proposés. Par exemple, Kagotani

et collab. (1993) ont présenté une étude sur les erreurs de transmission dans les systèmes

à courroie hélicoïdale, où ils ont montré le caractère sinusoïdal de l'erreur. De plus, Kiliç

et collab. (2010) ont proposé une méthode d'identi�cation du jeu entre-dents entre la poulie et

la courroie et l'ont validé expérimentalement. Cependant, cette méthode comporte certaines

lacunes et peut être améliorée, notamment en isolant mieux le jeu entre-dents, en incluant les

e�ets non linéaires et en augmentant le nombre de tests de validation.

Dans ce mémoire, une nouvelle représentation du jeu entre-dents et des erreurs de transmission

entre la poulie et la courroie est développée a�n d'avoir une meilleure estimation de la position

du chariot. De plus, deux cellules de charge sont utilisées pour faire l'acquisition de la tension

dans la courroie et ainsi compenser l'élongation de celle-ci.
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Organisation du mémoire

Dans le premier chapitre, le banc d'essai utilisé pour étudier les performances des di�érents

algorithmes de commande est détaillé. Pour commencer, le schéma du banc d'essai et ses

équations sont décrits et, par la suite, les paramètres physiques de ces équations sont identi�és.

Le second chapitre est consacré à l'implantation et à l'étude des algorithmes de commande

proposés dans la littérature pour les systèmes entraînés par courroies. Dans un premier temps,

une mise en contexte explique les di�érents contrôleurs. Par la suite, les résultats des contrô-

leurs testés sur le banc d'essai sont présentés et leurs performances sont étudiées. Les avantages

et inconvénients de chaque contrôleur sont analysés et une piste de solution à la problématique

est proposée.

Le chapitre trois est dédié à l'étude du jeu entre-dents entre la poulie et la courroie et au

développement d'un modèle de compensation de ce phénomène. Une première mise en contexte

explique l'origine du jeu entre-dents et la nouvelle méthode pour le représenter est décrite. Par

la suite, le jeu entre-dents du banc d'essai est identi�é avec cette nouvelle méthode. Di�érents

résultats sont présentés a�n de véri�er l'e�cacité du modèle.

Au quatrième chapitre, le modèle de jeu entre-dents (chapitre 3) est ajouté aux algorithmes de

commande présentés au chapitre deux. Les modi�cations apportées aux di�érents algorithmes

sont présentées et les résultats de leur implantation sur le banc d'essai sont présentés. Leur

précision respective est déterminée et comparée à la première version de contrôleurs.

6



Chapitre 1

Élaboration et caractérisation d'un

banc d'essai

Pour réaliser l'objectif �xé qui est d'améliorer la précision d'une table de découpe laser entraî-

née par courroie crantée, un premier banc d'essai a été conçu et fabriqué. La table de découpe

de Laserax n'a pas été utilisée pour les tests initiaux puisque la compagnie réalisait di�érentes

expérimentations de procédés de découpe avec la table, celle-ci était donc occupée pour une

grande période. Le banc d'essai développé sert de base pour étudier le comportement et les

limitations d'un système entraîné par une courroie crantée a�n de cibler les aspects majeurs

à améliorer. Celui-ci sert également à tester les di�érents algorithmes de commande proposés

dans la littérature ainsi que les nouveaux contrôleurs qui seront développées dans le cadre du

projet.

Ce chapitre est consacré à la présentation du banc d'essai et à l'identi�cation de ses paramètres

physiques. Le banc d'essai est d'abord décrit et les di�érentes composantes sont spéci�ées. Par

la suite, le modèle du système et ses équations sont élaborés. Finalement, les di�érents para-

mètres de ces équations sont identi�és par la méthode des moindres carrés a�n de représenter

le plus �dèlement possible le comportement du banc d'essai.
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1.1 Présentation du banc d'essai

Le banc d'essai conçu est schématisé à la �gure 1.1 et illustré à la �gure 1.2. Les informations

nécessaires sur les pièces importantes sont présentées dans la table 1.1. Le banc d'essai est

similaire à tous les autres systèmes de déplacement entraînés par une courroie crantée. Les deux

poulies et le chariot sont reliés par la courroie a�n de créer une boucle. Le moteur actionne la

poulie menante, qui entraîne le chariot par le biais de la courroie crantée. Celui-ci se déplace sur

un rail a�n d'assurer la rectitude du déplacement. Le type de poulie et de courroie a été choisi

a�n d'être le plus similaire possible à ceux de la table acquise par Laserax. Un pas similaire

de 5mm est utilisé, mais une forme di�érente de dents a été choisie. Une géométrie type "T"

est choisie puisqu'elle permet un jeu fonctionnel réduit et parce que ce type de courroie est

utilisé dans la plupart des articles scienti�ques traitant de la précision des systèmes entrainés

par des courroies crantées. Le diamètre des poulies du banc d'essai est plus grand que celui

des poulies de la table a�n de faciliter la conception. Cette di�érence n'a�ecte cependant

pas le comportement du système. Un encodeur externe est ajouté sur l'arbre du moteur pour

faire l'acquisition de la position angulaire de celui-ci. L'encodeur intégré au moteur n'a pas

la résolution nécessaire a�n d'acquérir des mesures de position su�samment précises pour

atteindre une précision de ±100 microns. L'encodeur externe ajouté au moteur a une résolution

de 5000 pulses/tour et celle-ci est lue en quadrature, ce qui augmente la résolution à 20 000

pulses/tours. Avec cette résolution et le rayon de poulie utilisé, il est possible de déterminer

que la précision linéaire est d'environ 12 microns.

De plus, un capteur linéaire optique de haute précision est �xé au chariot qui, à l'aide d'une

bande optique �xée au support, permet d'acquérir l'information du déplacement du chariot

directement. Ce capteur permet de connaître la position du chariot sans l'e�et de la courroie

avec une précision de cinq microns. Cependant, la longueur de la bande optique est de 500 mm,

alors que l'entraxe du banc d'essai est de 1.2m. La bande optique ne peut donc pas couvrir

toute la plage de longueur du banc d'essai, elle est donc �xée au milieu pour tous les tests. Le

support n'est pas présenté sur le schéma de la �gure 1.1 a�n d'alléger l'image. Deux cellules

de charge reliant le chariot aux extrémités de la courroie sont également ajoutées au système

pour mesurer la tension dans la courroie lors du déplacement du chariot. Un ampli�cateur est

également utilisé avec ces deux cellules de charge pour avoir un meilleur signal. Le prix des deux

cellules de charge et de l'ampli�cateur, soit 100$, est inscrit dans la case correspondant aux

cellules de charge de la table 1.1. Finalement, pour l'acquisition des données et la commande

du banc d'essai, le logiciel RT-Lab est utilisé.
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ChariotCellule de charge A Cellule de charge BMoteur

Encodeur rotatif Encodeur optique Bande optique

Rail

Poulie
Courroie

Figure 1.1 � Représentation du banc d'essai développé.

Figure 1.2 � Figure montrant le montage expérimental.

Table 1.1 � Tableau indiquant les principales caractéristiques du montage.

Éléments Modèle/Type Spéci�cation Côut
Moteur Parker MPM664ATFJM1N DC Brusless 350W 5A N.D.
Encodeur externe TRD-N5000-RZVWD 5000 pulses/tour (12µm ) 225$
Courroie T5 Kevlar ST1 largeur :16mm N.D.
Cellule de charge Phidgets (0-50kg) Précision :25g 100$
Capteur optique Renishaw RGH25 précision : 5 µm 1200$
Poulie T5, Kevlar ST1 R=38.195mm N.D

1.2 Équations mathématiques du système

La modélisation mathématique d'un axe linéaire entraîné par une courroie crantée est déjà

bien établie dans la littérature, notamment par Hace et collab. (2004). Ce modèle représente

une masse se déplaçant sur une surface avec de la friction sous l'entraînement du moteur par

une courroie crantée en négligeant le glissement entre la poulie et la courroie. Un schéma de

ce modèle est présenté à la �gure 1.3 et un diagramme de corps libre est présenté à la �gure
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1.4. Les équations du système sont obtenues en réalisant la sommation des forces agissant sur

le chariot et la sommation des moments agissant sur chacune des poulies, tel que décrit plus

bas.

MC

R J1

θ2

J2

Tmot

x

L2

K2 K1

L1

K3

L3 = L

Ff

τf2 τf1

Chariot

Poulie menante

Poulie menée

d

R

Moteur
JM + Jg

θ1

Figure 1.3 � Représentation du système initial en lien avec les équations (1.1).

MC

θ̈1

θ̈2 Ff

τf2 τf1

ẍ
F=K1(Rθ1 − x)F=K2(x−Rθ2)

F=K3(Rθ2 −Rθ1)

GTmot

Figure 1.4 � Diagramme des corps libres en lien avec les équations (1.1) .

(J1 +G2(Jg + JM ))θ̈1 + τf1 +R[K1(Rθ1 − x) −K3(Rθ2 −Rθ1)] = GTmot

J2θ̈2 + τf2 = R[K2(x−Rθ2) −K3(Rθ2 −Rθ1)]

MC ẍ+ Ff = K1(Rθ1 − x) −K2(x−Rθ2) (1.1)
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J1 et J2 sont les inerties des poulies, Jg et Jm sont respectivement l'inertie de la boite de

réduction et du moteur, MC est la masse du chariot, R est le rayon des poulies et G est

le rapport de vitesse de réduction. X est la position du centre du chariot, θ1 et θ2 sont les

positions angulaires des poulies. Tmot est le couple fourni par le moteur, τf1, τf2 et Ff sont

respectivement les moments de friction dans les pièces mobiles associées aux rotations des

poulies et la force de friction associée au déplacement du chariot. Le paramètre d désigne la

distance entre le centre du chariot et le début du segment de courroie et L signi�e l'entraxe des

deux poulie. K1, K2 et K3 sont les raideurs dans chaque section de courroie et L1, L2 et L3

sont les longueurs des segments de courroie respectif. De plus, il est avantageux de représenter

ces longueurs selon la position du chariot comme,

L1 = L− (x+ d),

L2 = x− d,

L3 = L. (1.2)

Les équations (1.1) sont obtenues en isolant chaque composante du système et en calculant

les forces agissant par un diagramme de corps libres. Il y a donc trois équations pour les trois

sous-systèmes. Cependant, ces équations sont trop complexes pour être utilisées dans une loi

de commande. De plus, ce système d'équations nécessite la mesure de l'angle de rotation de

la poulie menée, ce qui ajoute un encodeur au système. Le système d'équations doit donc être

simpli�é pour être utilisé correctement. Premièrement, dans le système du banc d'essai, il n'y a

pas de boîte de réduction, les termes s'y rattachant peuvent donc être enlevés. Deuxièmement,

le modèle initial peut être considéré comme un système composé de deux masses reliées par un

ressort comme illustré à la �gure 1.5. La première masse représente le chariot (MC) tandis que

la deuxième représente l'ensemble des pièces en rotation. Les inerties des poulies et des autres

pièces en rotation sont incluses avec l'inertie du moteur dans le terme d'inertie équivalente

(Jeq). La raideur du système est représentée par un seul paramètre, soit Keq. Les équations

simpli�ées du système sont présentées plus bas.

Mcẍ+ feq = Keq(Rθ − x)

Jeq θ̈ + τeq = Tmot −RKeq(Rθ − x) (1.3)

Dans ces équations, feq représente la force équivalente de friction entre le chariot et le rail

tandis que τeq représente la friction des pièces mobiles. Le système est réduit à une combinaison

de deux équations qui est plus facile à intégrer dans une loi de commande. Également, dans

plusieurs lois de commande, par exemple pour le PID et le couple pré-calculé, la courroie est

considéré comme un joint rigide. Le couple fourni par le moteur est donc transmis directement
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MC

R

Keq

θ
Jeq

Tmot

fc

τeq

x

Figure 1.5 � Représentation du système simpli�é en lien avec les équations (1.3).

au chariot. Également, dans cette hypothèse, l'inertie et la friction des pièces mobiles sont

considérées négligeables comparé à la masse du chariot et la friction du rail. Or, il est possible

d'écrire l'équation de ce système simpli�é comme,

Mcẍ+ feq =
Tmot
R

, (1.4)

Le système représenté par l'équation (1.4) est utilisé uniquement lors de l'implantation des

contrôleur PID et par couple pré-calculé. Le système réel est caractérisé par l'ensemble d'équa-

tions (1.3). La friction feq peut être décomposée en un terme représentant la friction de Cou-

lomb, fc, et un terme représentant la friction visqueuse, fv. Un terme exponentiel, sign(ẋ)(1−
e−α|ẋ|), est ajouté à la friction de Coulomb pour rendre l'estimation de la friction plus continue.

L'équation de la friction est alors la suivante,

Feq = fcsign(ẋ)(1 − e−α|ẋ|) + fvẋ, (1.5)

où sign() est la fonction signe.

La �gure 1.6 démontre également l'e�et des deux termes de friction séparés ainsi que la friction

totale. On peut voir sur l'image 1.6a la friction de Coulomb avec le terme exponentiel, repré-

sentée par la ligne continue orange, et la même friction sans le terme exponentiel en pointillé

rouge. Le terme exponentiel atténue les changements brusques et l'estimation de la friction de

Coulomb est donc plus continue, ce qui aide aussi lors de la compensation de la friction dans

le contrôleur. Si la friction sans le terme exponentiel avait été utilisée, cela aurait créé des

mouvements plus saccadés lors de l'anticipation du couple, et cela aurait diminué la stabilité

et les performances des algorithmes de commande. Le deuxième paramètre de l'équation re-

présente la friction visqueuse qui est proportionnelle à la vitesse. Cette friction est représentée
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à la �gure 1.6b). La représentation de la friction totale est représentée en c).

(a) (b) (c)

ẊẊ Ẋ

Ff Ff Ff

Figure 1.6 � Représentation de la modélisation de la friction du système. Dans la partie a, la
courbe en pointillé représente la friction de Coulomb sans terme exponentiel et la courbe conti-
nue orangée représente la friction de Coulomb avec le terme exponentiel. Le bloc b représente
la friction visqueuse qui varie selon la vitesse et le bloc c représente la friction totale.

Pour représenter la raideur équivalente du système en un seul paramètre, les raideurs indi-

viduelles des trois segments de courroie sont combinées. Une représentation de la raideur de

chaque segment de courroie ainsi que la raideur équivalente est présentée à la �gure 1.7. La

raideur de chaque segment de courroie est d'abord déterminée selon la position du chariot.

Par la suite, la raideur équivalente du système est déterminée en combinant premièrement les

raideurs K2(x) et K3(x) en série, puis ce résultat est relié en parallèle à K1(x), ce qui donne

Keq(x) = K1(x) +
1

1
K2(x)

+ 1
K3(x)

= K1(x) +
K2(x)K3(x)

K2(x) +K3(x)
. (1.6)

Il y a plusieurs manières de déterminer la raideur dans une courroie, notamment avec la loi de

Hooke. Par contre, dans cet ouvrage une autre méthode est utilisée. Celle-ci est exploitée par

les fabricants de courroies et particulièrement par GATES, tel que démontré dans le document

technique (Gates, 2006). La raideur théorique est donc obtenue avec l'équation suivante.

K(x) =
Csp
L(x)

(1.7)

Le terme Csp, exprimé en Newton (N), désigne la raideur spéci�que qui est particulière à

chaque courroie et L(x) est la longueur de la courroie. On peut voir notamment le caractère

asymptotique de l'équation avec la �gure 1.7. Lorsque la longueur de la courroie tend vers

l'in�ni la raideur devient nulle, et à l'opposée, lorsque la longueur de la courroie tend vers zéro

la raideur est in�nie. En remplaçant les termes de raideur de l'équation (1.6) par l'équation

(1.7) et en remplaçant les longueurs par les équations (1.2), l'équation de la raideur équivalente
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peut être exprimée en fonction de la position du chariot comme suit :

Keq(x) =
2(L− d)

(L− d)2 − x2
Csp. (1.8)

Figure 1.7 � Illustration de l'évolution de la raideur théorique pour chaque segment de
courroie ainsi que la raideur équivalente du système.

La �gure 1.7 démontre l'évolution des raideurs théoriques selon la position du chariot. Les

raideurs K1 et K2 varient alors que la raideur K3 reste constante, puisque la longueur du

segment trois ne dépend pas de la position du chariot. Cette longueur est �xe et correspond à

l'entraxe des deux poulies. La �gure 1.7 montre également que la raideur K1 est similaire à la

raideur équivalente puisque la raideur K1 relie directement le moteur au chariot et est donc

plus in�uente.
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1.3 Étalonnage des cellules de charge

Pour faire l'acquisition de la tension dans la courroie lue par les cellules de charge, celles-ci

doivent être étalonnées. Leur étalonnage est réalisé comme suit : plusieurs masses étalons sont

suspendues à la cellule de charge et la tension électrique de sortie est enregistrée pour chacune

d'elles par le logiciel RT-lab. Par la suite, une courbe de régression est calculée en fonction

du poids des masses et des tensions électriques lues par les cellules. Les courbes de régression

pour l'étalonnage des deux cellules sont présentées à la �gure 1.8 et leurs équations sont les

suivantes :

FA = −93.7298VA + 28.7, (1.9)

FB = −94.8VB − 3.08, (1.10)

où FA et FB sont les forces calculées avec les cellules de charge. VA et VB sont les tensions

électriques obtenues avec les cellules de charge respectives.

(a) Étalonnage de la cellule de charge A. (b) Étalonnage de la cellule de charge B.

Figure 1.8 � Illustration des courbes de régression ainsi que les données expérimentales pour
l'étalonnage des cellules de charge.
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1.4 Identi�cation du système

Dans la majorité des contrôleurs qui sont implantés, une connaissance des paramètres phy-

siques du système est nécessaire. Ceux-ci sont utiles pour ajouter une anticipation du couple

ou pour être intégrés dans la loi de commande directement. A�n d'avoir des paramètres plus

représentatifs du système réel, ces derniers sont obtenus par di�érentes techniques d'identi�-

cation. Cependant, tous les paramètres de l'équation (1.3) ne peuvent être identi�és en même

temps et de la même façon. Ainsi, la raideur de la courroie doit être identi�ée séparément des

termes d'inertie et de friction, puisqu'ils n'utilisent pas les mêmes données. Pour identi�er les

termes d'inertie et de friction, les données de la position, la vitesse et l'accélération du chariot

ainsi que la tension dans la courroie sont utilisées tandis que pour identi�er la raideur de la

courroie, l'élongation et la tension dans celle-ci sont nécessaires. Or, ces di�érentes valeurs

ne sont pas du même ordre de grandeur. Identi�er ces deux groupes de paramètres en même

temps et de la même façon ne serait pas e�cace. Ainsi les termes de base, soit les inerties et

la friction, seront identi�és séparément de la raideur de la courroie.

Certains termes sont déjà connus, comme la masse du chariot, l'inertie des poulies et même la

raideur de la courroie. Cependant, une identi�cation précise de chaque paramètre est réalisée

pour que ceux-ci représentent le système le plus �dèlement possible.

1.4.1 Identi�cation de base

L'identi�cation des paramètres de base est réalisée à partir des équations (1.3) en substituant

Keq(Rθ−x) par la force équivalente (Feq) dans l'équation du chariot et par le couple demandé

au moteur (Tmot) dans l'équation de la poulie. Les équations servant à l'identi�cation sont

présentées plus bas. Le couple réellement fourni par le moteur n'est pas utilisé puisque sa

mesure n'est pas �able et est très bruitée. De plus, puisque la friction des pièces mobiles est

négligeable, ce paramètre peut être retiré. Les équations pour l'identi�cation sont donc les

suivantes,

Mcẍ+ feq = Feq (1.11)

JM θ̈ = Tmot −RFeq (1.12)

Feq = (FA + δd) − (FB + δd) = FA − FB (1.13)

où δd est la dérive associée aux cellules de charge et feq est la force de friction équivalente

du système dé�nie par l'équation (1.5). FA et FB représentent la force lue par les cellules de

charge servant à calculer la force équivalente agissant sur le chariot (Feq). En déterminant la

force équivalente de cette manière, par la soustraction de l'information des cellules de charge,
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la dérive associée aux cellules (δd) peut être négligée sur une courte période de temps comme

démontré par l'équation (1.13). Il faut cependant considérer que l'e�et de dérive est semblable

sur les deux cellules de charge. Cette hypothèse peut être considérée vraisemblable puisque les

deux cellules de charge utilisent les mêmes composantes et sont de la même compagnie. De

plus, l'équation (1.12) fait le lien direct entre l'inertie des pièces mobiles et la di�érence entre

le couple demandé au moteur et le couple associé à la force équivalente de la courroie. Cepen-

dant, cette di�érence est minime et bruitée en raison de l'utilisation des cellules de charges.

Une identi�cation réalisée avec ces données ne serait pas adéquate et l'inertie obtenue ne serait

pas représentative. Ainsi, l'inertie des pièces mobiles n'est pas identi�ée comme le reste des

paramètres. La valeur théorique de l'inertie est utilisée lorsqu'elle est nécessaire dans les lois

de commande. Le fait de ne pas identi�er ce paramètre n'a pas d'in�uence majeure car il est

négligeable comparé à la masse du chariot.

Plusieurs techniques d'identi�cation peuvent être utilisées pour déterminer la valeur des termes

physiques. La méthode la plus souvent utilisée est celle des moindres carrés (Lecours et Gosselin

(2013) et Kostic et collab. (2004)). Cependant, une identi�cation par la méthode des moindres

carrés simple ou récursive ne peut être utilisée pour identi�er ces paramètres physiques étant

donné le terme exponentiel présent dans la représentation de la friction. Pour utiliser ces

méthodes, une relation linéaire doit être établie entre les coe�cients à identi�er et les données.

Ainsi, une méthode d'identi�cation non linéaire doit être utilisée pour obtenir la masse et

les paramètres de friction. La fonction LSQnonlin du logiciel Matlab est donc utilisée pour

l'identi�cation. Pour utiliser cette fonction, il faut premièrement dé�nir une équation qui

caractérise l'erreur à minimiser selon les paramètres à optimiser. Par la suite, la fonction

LSQnonlin trouve par itérations successives les meilleurs paramètres pour diminuer l'erreur.

L'équation utilisée est souvent la di�érence entre l'estimation du résultat avec les coe�cients

de l'itération actuelle et le résultat expérimental. Pour l'identi�cation des paramètres du banc

d'essai, l'équation utilisée pour la fonction LSQnonlin est donc la di�érence entre la force

estimée par le modèle du système et la force mesurée telle que présentée par l'équation suivante.

EqnLSQ = [B(1) ~̈Xk +B(2) ~̇Xk +B(3)sign( ~̇Xk)(1 − e−B(4)| ~̇Xk|)] − ~Feqk (1.14)

~̈Xk,
~̇Xk et ~Feqk sont des vecteurs représentant les états du système à chaque pas de temps k.

Les paramètres physiques sont inclus dans le vecteur B qui est dé�ni comme

B = [M,fv, fc, α], (1.15)

où les paramètres B(i) sont changés à chaque itération a�n de converger vers une solution

minimisant l'erreur. Lorsque la variation des paramètres B(i) atteint le seuil préalablement
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Table 1.2 � Paramètres physiques identi�és et mesurés par des tests simples.

MC JM fv fc α
(kg) (kgM2) (Ns/m) (N)

Mesuré/Théorique 2.93 8e−4 ND 3 ND
Identi�é 2.88 ND 24 2.3 167

dé�ni, l'identi�cation est terminée.

Pour obtenir les données servant à l'identi�cation, le couple demandé au moteur, la force

acquise par les cellules A et B ainsi que la position du chariot et la position angulaire du

moteur sont enregistrés lors d'une trajectoire réalisée par le chariot. Les premières soixante

secondes de la trajectoire sont présentées à la �gure 1.9. Il est possible de voir que les mesures

s'étendent de 500 mm à 950 mm puisque la bande optique est placée au milieu et que l'origine

de la position en X est placée sur l'axe de la poulie menée. Le chariot suit cette trajectoire

grâce à un régulateur PID. Ce régulateur, présenté dans la section 2.3, a été choisi puisqu'il

n'utilise pas les paramètres physiques du système dans sa loi de commande. Lorsque toutes

les données sont acquises, la vitesse du chariot ainsi que son accélération sont calculées. Un

�ltre récursif est appliqué aux valeurs de vitesses et d'accélérations pour atténuer l'e�et du

bruit de la dérivée.

Les paramètres physiques obtenus à partir de l'identi�cation sont présentés dans le tableau 1.2.

Les valeurs identi�ées sont comparées aux valeurs théoriques ou aux valeurs mesurées par des

tests simples a�n de valider l'identi�cation. Ainsi, la masse équivalente peut être déterminée

en mesurant et en additionnant la masse de toutes les pièces sur le chariot à celle de celui-ci.

L'inertie des pièces mobiles est déterminée en additionnant l'inertie théorique des poulies et du

moteur. Une approximation de la friction de Coulomb est obtenue en déplaçant manuellement

le chariot à très basse vitesse et en mesurant la force nécessaire à l'aide d'un dynamomètre. La

force de friction visqueuse ainsi que le paramètre exponentiel ne peuvent pas être mesurés par

un test simple et rapide. Cette comparaison avec les valeurs approximatives permet de valider

l'identi�cation en con�rmant que les valeurs identi�ées sont du même ordre de grandeur que

les valeurs mesurées par des simples tests.
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Figure 1.9 � Trajectoire utilisée pour l'identi�cation des paramètres de base.

1.4.2 Identi�cation de la raideur de la courroie

Pour pouvoir utiliser e�cacement les informations des cellules de charge, il faut avoir une

bonne connaissance de la raideur de la courroie. C'est pourquoi il est important d'identi�er

cette variable de façon adéquate.

Une première approche pour identi�er la raideur de la courroie serait d'utiliser une méthode

semblable à celle employée lors de l'identi�cation des paramètres de base, vue à la section pré-

cédente. On déplace le chariot selon une trajectoire prédéterminée puis on acquiert la position

de la poulie, du chariot ainsi que la tension dans la courroie. Par la suite, on détermine l'élon-

gation de la courroie en comparant la position du chariot et la position angulaire de poulie soit

x−Rθ. La raideur est �nalement calculée en divisant la tension dans la courroie par l'élonga-

tion de celle-ci préalablement calculée. Cependant, comme il sera présenté dans les prochains

chapitres, la di�érence x−Rθ est causée principalement par le jeu entre-dents entre la poulie

et la courroie et non par l'élongation de la courroie. Il sera démontré dans la section 3 que le

jeu entre-dents du banc d'essai est environ deux fois plus grand que l'étirement de la courroie,

comme illustré à la �gure 3.8. Ainsi, les données utilisées représenteraient principalement le

jeu entre-dents et par conséquent une identi�cation de la raideur e�ectuée avec cette méthode

donnerait des résultats aberrants. Il est certain qu'on pourrait ajouter une correction du jeu

entre-dents aux données recueillies et ensuite calculer la raideur, mais, comme il sera présenté

dans le chapitre 3, il faut une bonne connaissance de la raideur pour estimer e�cacement le

jeu entre-dents.
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Pour réaliser une bonne identi�cation, le jeu entre-dents doit être stable lors des tests. Or,

pour qu'il soit stable durant l'expérimentation, la poulie et la courroie enroulée sur celle-ci

doivent être �xes. Autrement dit, il ne doit pas y avoir de mouvement relatif entre la courroie

et la poulie. En �xant la courroie sur la poulie, on limite le jeu entre-dents entre elles et il

est possible par la suite d'appliquer une force manuellement sur le chariot et ainsi créer un

étirement ou un relâchement des di�érents segments de courroie. Les données acquises re�ètent

donc uniquement l'élongation de la courroie puisque le jeu entre-dents est constant lors des

tests. On peut alors retrouver la raideur équivalente du système avec l'équation suivante

Feq = (x−Rθ)Keq, (1.16)

où Keq est la raideur équivalente du système et Feq = FA − FB est la force équivalente du

système mesurée par les cellules de charge. Puisque la relation entre la force et l'élongation est

linéaire, il est possible d'identi�er la raideur Keq par la méthode des moindres carrés simple.

En dé�nissant,

F (k) = [Feq(1), Feq(2), Feq(3), ..., Feq(K)]T , (1.17)

et

∆(k) = [∆c(1),∆c(2),∆c(3), ...,∆c(K)]T , (1.18)

∆c(k) = x(k) −Rθ(k),

il est possible de réécrire l'équation à résoudre comme

F (k) = ∆(k)Keq + ey(k), (1.19)

où ey(k) représente l'erreur sur l'estimation qui sera minimisée par la méthode des moindres

carrés. La variable k représente le pas de temps lors de l'acquisition. La raideur équivalente

est déterminée en utilisant un inverse de Moore-Penrose comme suit

Keq = (∆(k)T∆(k))−1∆(k)TF (k). (1.20)

Cependant, avec cette méthode, la raideur du système est déterminée seulement pour une

position donnée. Par contre, il est possible de déterminer la raideur du système à plusieurs

positions di�érentes et par la suite trouver une équation pour représenter la raideur globale

avec ces raideurs ponctuelles. La �gure 1.10 représente les raideurs ponctuelles expérimentales

selon la position du chariot ainsi que les estimations de la raideur du système avec les di�érentes

possibilités d'équations. Il est possible de remarquer que la raideur de la courroie est dé�nie

pour une position du chariot allant de 0.5m à 1m puisque la plage d'acquisition du capteur
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linaire optique est de 500mm et que la bande optique est placé au milieu du banc d'essai. De

plus, à cet endroit, la variation de la raideur y est la plus grande.

Figure 1.10 � Représentation de la raideur ponctuelle du banc d'essai ainsi que les représen-
tations de la raideur théorique et estimée selon les deux méthodes proposées.

La �gure 1.10 démontre que la raideur théorique est moins e�cace pour représenter les valeurs

expérimentales. La valeur théorique est fournie par le manufacturier via des tables de spéci�-

cation, comme présenté à l'annexe 1, pour caractériser toutes les longueurs de courroie. Cette

valeur donne un ordre de grandeur général pour une plage de longueurs de courroie quasiment

in�nie. Cependant, la représentation théorique ne peut donner une approximation précise de la

raideur pour une plage de longueurs plus restreinte, comme celles utilisées en pratique. Ainsi,

pour avoir une meilleure représentation de la raideur, une bonne identi�cation de la courroie

est nécessaire. Deux équations pour l'identi�cation de la raideur ont été étudiées. Les résultats

de ces identi�cations sont présentés à la �gure 1.10 ainsi qu'au tableau 1.3.

Une première identi�cation est réalisée avec l'équation de la raideur théorique et est représen-

tée par l'équation (1.8). La raideur spéci�que du système, Csp, est déterminée par la méthode

des moindres carrés tel de présentée plus haut. Le résultat de l'identi�cation est présenté par

la courbe rouge de la �gure 1.10 et au tableau 1.3. Cette première estimation représente mieux

les résultats expérimentaux que la valeur théorique, mais l'estimation diverge aux limites et

donc cette estimation de la raideur est moins adéquate.

Comme il a été mentionné précédemment, la représentation théorique de la raideur de la

courroie est conçue pour donner un ordre de grandeur pour une plage de longueur in�nie.
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Elle indique que la raideur sera nulle lorsque la longueur est in�nie et à l'inverse la raideur

sera in�nie lorsque la longueur de la courroie tend vers zéro. Cependant, en pratique, les

longueurs des courroies n'atteignent jamais ces extrêmes et une raideur nulle est impossible.

Il est donc possible de concevoir la présence d'une raideur initiale, peu importe la longueur

de la courroie. Avec cette considération, il est possible de modi�er légèrement l'équation de la

raideur théorique de chaque segment de courroie pour y ajouter un terme de raideur initiale

K0. Cette deuxième équation pour l'identi�cation de la raideur est décrite comme

K(x) =
Csp
L(x)

+K0. (1.21)

L'équation de la raideur équivalente du système se trouve ainsi changée et est maintenant

décrite comme

Keq =
2(L− d)

(L− d)2 − x2
Csp + 2K0. (1.22)

Les coe�cients Csp et K0 sont identi�és par la méthode des moindres carrés et le résultat est

représenté par la ligne pointillée jaune à la �gure 1.10 ainsi qu'au tableau 1.3. La deuxième

estimation de la raideur, qui se base sur l'équation (1.22), représente mieux le système ex-

périmental. Ainsi cette représentation de la raideur sera utilisée pour décrire la raideur de la

courroie dans le reste du mémoire.

Table 1.3 � Paramètres de l'identi�cation de la raideur.

Csp K0

(N) (N/m)
Raideur théorique 8e4 ND
Raideur estimée 1 11.75e4 ND
Raideur estimée 2 7.35e4 6.21e4

1.5 Conclusion

Ce chapitre a été consacré à l'élaboration d'un banc d'essai et à sa caractérisation. Le banc

d'essai conçu est semblable à tout autre axe linéaire commercial entrainé par une courroie,

mais plusieurs capteurs supplémentaires y sont ajoutés a�n de faire l'acqusisition de la position

réelle du chariot et de la tension dans la courroie. Les équations mathématiques du système

complexe ont été élaborés, puis plusieurs simpli�cations on été prises en compte pour le rendre

plus simple et pour faciliter l'implantation dans les algorithmes de commande. Les di�érents

paramètres de ces équations sont identi�ées par la méthodes des moindres carrées a�n d'avoir

une meilleure modélisation mathématique du banc d'essai.
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Chapitre 2

Implantation des algorithmes proposés

dans la documentation scienti�que

Dans le chapitre précédent, le banc d'essai conçu pour analyser le comportement d'un axe

linéaire entraîné par une courroie a été présenté et ses paramètres physiques ont été identi-

�és. Ce banc d'essai sert également de support pour l'implantation et l'étude des algorithmes

de commande proposés dans la littérature. Ainsi, les avantages et inconvénients de chaque

contrôleur peuvent être déterminés et une solution peut être établie a�n d'atteindre l'objectif,

qui est d'obtenir une précision de ±100 microns avec un système entraîné par une courroie, et

ce sans l'ajout de capteur dispendieux autre que l'encodeur du moteur.

Ce chapitre est donc consacré à l'implantation et à l'étude des algorithmes de commande

proposés par la littérature. Dans un premier temps, une mise en contexte explique les di�érents

contrôleurs et un protocole pour les tests est établi. Par la suite, chaque contrôleur retenu

est implanté sur le banc d'essai et ses résultats sont analysés. Finalement, un retour sur les

performances des di�érents algorithmes de commande est e�ectué et une piste de solution est

élaborée pour atteindre l'objectif.
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2.1 Mise en contexte et choix des algorithmes de commande

Lorsque l'amélioration des performances d'un système par la modi�cation des algorithmes

de commande est désirée, il est avantageux de bien comprendre et d'implanter expérimenta-

lement les algorithmes proposés dans la littérature. La mise en ÷uvre de ces algorithmes de

commande permet premièrement de voir si la programmation du logiciel servant à l'acquisition

des données et à la commande du banc d'essai, soit le logiciel RT-Lab, est adéquate et si les

moteurs et les di�érents capteurs fonctionnent bien. Il est également possible de se familiariser

avec le banc d'essai et les di�érents réglages des contrôleurs. De plus, la mise en ÷uvre de

contrôleurs existants permet d'identi�er les avantages, les inconvénients ainsi que les sources

d'erreur majeures de ces contrôleurs. En connaissant ces facteurs, il est plus facile de bien

cibler les éléments critiques qui permettront d'atteindre l'objectif. Les performances obtenues

avec ces algorithmes servent également de référence pour les tests futurs et permettent de

quanti�er l'amélioration obtenue avec les nouveaux algorithmes de commande.

Les algorithmes de commande pour les systèmes à joints �exibles ont déjà été largement

étudiés par de nombreux chercheurs. Tel que présenté dans l'introduction, une multitude de

contrôleurs simples et plus complexes sont proposés pour la commande d'un système avec un

ou plusieurs joints �exibles. Dû à la di�culté que représente le caractère non linéaire de la

courroie pour la conception des algorithmes, les contrôleurs proposés dans la littérature sont

divisés en deux catégories : les contrôleurs qui considèrent la courroie comme un lien rigide et

ceux qui la considèrent comme un joint �exible. La première catégorie de contrôleurs est plus

souvent utilisée puisqu'elle est plus simple et utilise un seul capteur soit l'encodeur du moteur,

mais ces contrôleurs sont souvent moins précis. La deuxième catégorie permet de meilleurs ré-

sultats, mais ces contrôleurs sont toutefois plus complexes et plus dispendieux à implanter.

Di�érents contrôleurs de chaque catégorie ont été choisis, en raison de leur simplicité et de leur

grande utilisation dans leur catégorie respective, pour être implantés sur le banc d'essai. Ainsi

un contrôleur PID et un contrôleur par couple précalculé représentent la première catégorie

et un contrôleur en cascade représente la deuxième catégorie.

Ce chapitre présente les résultats d'une première implantation de ces contrôleurs sur le banc

d'essai. La structure et la loi de commande de ceux-ci sont les mêmes que celles présentées

dans la littérature. Ainsi, ces contrôleurs servent de base de comparaison pour la deuxième

version de contrôleurs qui sont modi�és pour l'atteinte de l'objectif. À titre d'information, les

termes PIDV 1, CPMV 1, CPCV 1 et CSV 1 représente respectivement les premières versions du

contrôleur PID, du contrôleur par couple pré-calculé avec rétroaction sur la position angulaire

du moteur et sur la position du chariot ainsi que le contrôleur en cascade.
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2.2 Protocole de test

A�n de pouvoir comparer e�cacement les di�érents algorithmes de commande entre eux, un

protocole de test est établi. Le chariot doit suivre la trajectoire représentée à la �gure 2.1 le plus

�dèlement possible à l'aide de son régulateur. Puisque la bande optique n'est pas su�samment

longue pour couvrir toute la longueur du banc d'essai, elle sera placé au milieu du banc d'essai.

Par conséquent, la position initiale du chariot se trouve à 0.5 mètre de la poulie menée, qui est

l'origine de l'axe X selon la �gure 1.3. Dans le reste du mémoire, pour alléger la compréhension,

les positions présentées seront les positions relatives à la bande optique. La vitesse d'opération

varie globalement de ± 0.2 m/sec pour respecter la vitesse ciblée par Laserax. Cependant, pour

avoir des accélérations plus grandes durant le parcours, il arrive que la vitesse dépasse la valeur

ciblée de ± 0.2 m/sec. Avant le début de chaque test, le chariot est positionné de la même

façon a�n de simuler le retour à l'origine des tables de positionnement commerciales. De plus,

puisque tous ces contrôleurs utilisent l'information de la dérivée de l'erreur, un �ltre passe-bas

de premier ordre est appliqué à l'erreur a�n de diminuer le bruit sur la dérivée. La fréquence

de coupure du �ltre est calculée théoriquement puis le �ltre est réglé expérimentalement pour

chaque contrôleur a�n d'avoir les meilleures performances possibles.

Figure 2.1 � Illustration de la trajectoire servant pour la comparaison des performances des
algorithmes de commande implantés sur le banc d'essai.
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A�n de comparer les di�érents algorithmes de commande entre eux, l'erreur sur le suivi de la

trajectoire est calculée pour chacun des tests. Cette erreur est la di�érence entre la position

réelle du chariot (xr) mesurée à l'aide de l'encodeur optique �xé sur le chariot et la position

désirée du chariot (xd) tel que décrit par l'équation suivante.

etraj = xr − xd (2.1)

Cependant l'erreur sur le suivi de trajectoire dans sa forme originale, soit une valeur d'erreur

pour chaque pas de temps, n'est pas une méthode rapide et e�cace pour comparer la perfor-

mance des contrôleurs. Il est préférable de représenter l'erreur par un paramètre global qui

est plus facilement comparable. Trois valeurs repères sont souvent utilisées pour caractériser

l'erreur, soit les valeurs minimale et maximale de l'erreur, l'erreur quadratique moyenne (rms)

et l'intervalle d'erreur avec une con�ance de 99%. Les erreurs maximale et minimale sont faci-

lement calculables et permettent de représenter l'ensemble de l'erreur dans une grande plage.

Cependant, l'erreur maximale ou minimale est souvent atteinte au début de la trajectoire lors

d'une forte accélération. Or, en pratique, cette période est rarement incluse dans la découpe et

n'a aucune in�uence sur la précision des pièces découpées. Les erreurs maximale et minimale

servent donc à titre d'information, mais ne sont pas utilisées pour comparer les résultats. La

valeur rms de l'erreur est la représentation la plus utilisée dans les ouvrages divers puisqu'elle

est simple à calculer et qu'elle est moins in�uencée par ces valeurs extrêmes. Cependant, la

valeur rms ne permet pas de représenter la distribution de l'erreur et a une signi�cation statis-

tique plus faible. Toutefois, en raison de sa popularité, la valeur rms est calculée également à

titre informatif à chaque test. Pour avoir une représentation plus �dèle de l'erreur, l'intervalle

d'erreur avec une con�ance de 99% (e99) sert de principale méthode de comparaison. Celle-ci

est déterminé en approximant la distribution de l'erreur à une courbe de distribution gaus-

sienne et en conservant 99% de la densité d'erreur. Cette méthode o�re donc une meilleure

représentation puisqu'elle exclut les valeurs maximales et minimales aberrantes et donne un

portrait plus représentatif de la plage d'erreur. L'intervalle d'erreur e99 sert également à véri�er

l'atteinte de l'objectif. Si l'intervalle e99 est inférieur à ± 100 microns, l'objectif est considéré

atteint.

Pour utiliser la valeur e99, il faut d'abord véri�er que l'erreur obtenue puisse être approximée

par une courbe de densité normale. L'erreur est d'abord mise sous la forme d'un histogramme

comme le montre la �gure 2.2a, laquelle représente un exemple de distribution d'erreur obte-

nue expérimentalement sur le banc d'essai. La représentation par un histogramme permet de

déterminer le nombre de pas de temps (nh(k)) durant lesquels l'erreur a été comprise entre une

certaine plage de valeur (∆h). Par la suite, avec les données de l'histogramme, il est possible
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(a) Représentation de l'erreur expérimentale par
un histogramme.

(b) Représentation de la densité de l'erreur expé-
rimentale ainsi que la courbe de densité normale.

Figure 2.2 � Représentation de la densité de l'erreur expérimentale a�n de valider si elle peut
être approximée par une courbe de densité normale.

de déterminer la densité de probabilité (d(k)) comme

d(k) =
nh(k)

N∆h
, (2.2)

où N représente le nombre de valeurs d'erreur total de l'échantillon. La �gure 2.2b compare

la densité de probabilité obtenue avec les données de l'histogramme à la courbe de densité

normale. Si ces deux courbes sont su�samment similaires, comme c'est le cas avec l'exemple,

l'erreur peut être approximée par une distribution normale. Avec la courbe normale, il est

ensuite possible de déterminer l'intervalle de con�ance désiré. Comme le montre la �gure

2.2b, seulement la partie centrale représentant 99% de l'erreur est considérée dans l'intervalle

d'erreur. Ainsi, les limites, représentées par les lignes pointillées verticales, sont les valeurs

obtenues à 0.5% et à 99.5% de probabilité. L'intervalle d'erreur peut être alors calculé comme

e99 = µe ± zσ, (2.3)

où µe est la moyenne de l'erreur, σ est l'écart type et z est le paramètre de la loi normale

associé au pourcentage de con�ance et se trouve dans une table spéci�que à la loi normale.

Pour un intervalle de 99%, la valeur z = 2.58.
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2.3 Contrôleur PID simple

Dans certaines applications qui nécessitent une précision moins importante, la courroie peut

être considérée comme un élément rigide pour faciliter la commande et ainsi, l'équation (1.4)

est utilisée pour représenter le système. Dans ce genre d'application, la position du chariot est

estimée directement avec l'information de l'encodeur du moteur comme

x̂M = Rθ. (2.4)

Le premier contrôleur implanté qui utilise cette simpli�cation est le contrôleur PIDV 1 car

celui-ci est simple à intégrer, facilement réglable et est utilisé dans la grande majorité des

applications industrielles. Il peut s'utiliser sur la plupart des systèmes simples ou complexes,

car il n'a pas besoin du modèle mathématique du système pour le commander. Ce premier

contrôleur permet aussi de véri�er si tous les éléments du banc d'essai fonctionnent bien.

Le principe de base de ce contrôleur est d'ajuster la commande en fonction de l'erreur du

système, comme le montre le schéma en bloc présenté à la �gure 2.3. Trois paramètres sont

utilisés pour réguler la commande : un terme proportionnel à l'erreur, soit Kp, un terme

proportionnel à la dérivée de l'erreur, soit Kd, et un terme proportionnel à l'intégrale de

l'erreur, soit Ki. La loi de la commande est la suivante :

UM = Kp(xd − x̂M ) +Kd(ẋd − ˙̂xM ) +Ki

∫
(xd − x̂M )dt, (2.5)

où UM est le couple envoyé au moteur, xd est la position désirée du chariot et x̂M est l'estimé

de la position du chariot à partir des mesures de l'encodeur du moteur. Le terme Kp fait le

lien direct entre l'erreur et la commande envoyée. Un gain Kp plus grand augmentera l'e�et de

l'erreur sur la commande et ainsi diminuera le temps de réponse du système tout en réduisant

l'erreur en régime permanent. Le terme Kd utilise la dérivée de l'erreur pour anticiper en

quelque sorte l'erreur future. Celui-ci a théoriquement un e�et stabilisant sur le système, mais

en pratique la dérivée de l'erreur est sensible aux bruits des signaux mesurés, ce qui limite

son action. Le terme Ki utilise l'accumulation de l'erreur pour corriger l'erreur à long terme.

Cependant le gain Ki tend à diminuer la marge de stabilité.

Les gains du contrôleur ont été déterminés par placement de pôle à partir d'un modèle simpli�é

(Ogata, 2010), a�n d'avoir une réponse sous-amortie, puis ra�nés expérimentalement pour

minimiser l'erreur sur le suivi de trajectoire.

La �gure 2.4 présente l'erreur du suivi de la trajectoire obtenue avec le régulateur PIDV 1 qui

ne satisfait pas les objectifs �xés qui est de ± 100 microns . L'erreur sur la trajectoire varie

entre ± 1000 microns et a une valeur rms de 440 microns. Bien que ce contrôleur soit largement
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Kpex

Ki

∫
exdt

Kd
dex
dt

Système
ex UMxd

x̂M R

θ

Figure 2.3 � Schéma en bloc du contrôleur PIDV 1 où xd représente la position désirée du
chariot, x̂M représente la position estimée du chariot, ex représente l'erreur de rétroaction et
UM représente le couple envoyé au moteur.

Figure 2.4 � Illustration de l'erreur sur le suivi de trajectoire obtenue avec un régulateur de
type PIDV 1 ainsi que l'erreur rms.

utilisé en industrie, il ne permet pas une commande optimale lorsque le système comporte des

non-linéarités majeures. La principale lacune de ce contrôleur est qu'il ne prend pas en compte

la dynamique du système. Ainsi, la correction de l'erreur est réactive et les performances sont

diminuées. L'erreur est corrigée une fois qu'elle apparaît dans le système ce qui cause alors un

délai de correction, qui est accentué par la dynamique du système. Lors d'une accélération,

cette erreur augmente et elle ne peut être corrigée immédiatement. La dynamique du système

vient donc grandement a�ecter l'erreur sur le suivi de trajectoire.
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Figure 2.5 � Courbe de densité de l'erreur expérimentale obtenue avec le contrôleur PIDV 1

ainsi que la courbe de densité normale.

De plus, l'intervalle d'erreur e99 ne peut pas être utilisé avec ce type de contrôleur puisque la

densité de probabilités est loin d'être similaire à la loi normale. Comme illustrée à la �gure

2.5, la densité de probabilités comporte deux pics de densité alors qu'elle ne devrait en avoir

qu'un seul pour représenter une distribution normale. La forme de la densité de probabilité

de l'erreur con�rme qu'il y a un facteur externe qui perturbe l'erreur, soit la dynamique du

système. Pour avoir une distribution normale et améliorer les performances du contrôleur, les

e�ets dynamiques doivent être compensés. Le contrôleur par couple précalculé présenté dans

la section suivante permet d'inclure les e�ets dynamiques et ainsi améliorer les performances.

Un contrôleur PID avec une rétroaction sur la position du chariot au lieu de son estimé n'a

pas été implanté car cela aurait eu une in�uence négligeable comparée à l'ajout de l'antici-

pation du couple. En e�et, l'erreur sur l'estimation du chariot calculée avec l'équation (2.4)

est d'environ ±200 microns, tel que discuté à la section suivante. Une amélioration de ±200
microns diminuerait l'erreur sur le suivi de trajectoire à ±800 microns ce qui est encore très

loin de l'objectif.
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2.4 Contrôleur par couple pré-calculé

Les contrôleurs par couple pré-calculé sont souvent utilisés en robotique pour le suivi de

trajectoire, car ils permettent de linéariser certains systèmes dynamiques complexes. L'idée

principale de ce contrôleur est de calculer le couple nécessaire pour e�ectuer la tâche à l'instant

présent et l'additionner au couple relié à l'erreur obtenue avec le régulateur PID. Pour tester

cette catégorie d'algorithme de commande, le système simpli�é de l'équation (1.4) est utilisé

puisque la courroie est considérée comme un élément rigide. La loi de commande du contrôleur

est donc dé�nie comme :

UM = Up +Kp(xd − x̂M ) +Kd(ẋd − ˙̂xM ) +Ki

∫
(xd − x̂M )dt, (2.6)

Up = Meqẍd + Feq(ẋd), (2.7)

où Up est le couple pré-calculé, UM est le couple demandé au moteur, x̂M représente l'estima-

tion de la position du chariot, M est la masse et Feq est la friction équivalente identi�ée dans

la section précédente. x̂M dépend du capteur utilisé pour la rétroaction. Dans les prochaines

sections, les résultats de deux types de rétroaction sont présentés. Un premier contrôleur avec

une rétroaction sur l'encodeur du moteur, CPMV 1, est implanté et par la suite, un deuxième

contrôleur avec une rétroaction avec le capteur linéaire �xé au chariot, CPCV 1, est implanté.

2.4.1 Rétroaction avec l'encodeur du moteur

Une première option pour le contrôleur par couple pré-calculé est d'utiliser l'équation (2.4)

pour estimer la position du chariot. Le schéma en bloc de cet algorithme de commande est

présenté à la �gure 2.6.

Système
ex UM θ

Eq.(2.7)
ẋd

ẍd

xd

x̂M

PIDx

R

Up

Figure 2.6 � schéma en bloc du contrôleur par couple pré-calculé CPMV 1.

La �gure 2.7 présente les performances obtenues avec la première version du régulateur par

couple pré-calculé, CPMV 1. L'erreur sur le suivi de trajectoire, etraj , est représentée par
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la ligne bleu continue. Elle atteint un maximum de 280 microns et a un intervalle e99 de

60 ± 220 microns, ce qui est nettement inférieur à l'erreur obtenue avec le contrôleur PIDV 1,

qui varie entre ±1000 microns. L'ajout de la compensation de la dynamique du système permet

d'anticiper le couple nécessaire au moteur et ainsi concentrer le champ d'action du régulateur

PID. Celui-ci peut alors se concentrer à corriger une plus petite plage d'erreur et ainsi les

performances sont augmentées. De plus, la courbe de densité de probabilités expérimentales,

représentée à la �gure 2.8, correspond mieux à une courbe normale.

Figure 2.7 � Illustration de l'erreur sur le suivi de trajectoire (etraj) lors du test avec le
contrôleur par couple pré-calculé CPV 1 superposée à l'erreur sur l'estimation de la position
(eest). L'intervalle d'erreur à 99% (e99) et l'erreur rms (erms) sont ajoutés pour améliorer la
compréhension.

Bien que ce contrôleur soit grandement utilisé en robotique, il n'est cependant pas su�-

samment performant pour permettre d'atteindre un intervalle d'erreur e99 inférieur à ±100
microns. Puisque ce contrôleur implique l'hypothèse d'une courroie rigide, il est supposé que

la position angulaire du moteur représente exactement la position du chariot. Cependant, en

réalité, la courroie perturbe l'estimation de la position du chariot. Ces e�ets perturbateurs

peuvent être déterminés en calculant l'écart entre la position réelle du chariot, mesurée par le

capteur linéaire, et son estimé déterminé avec l'encodeur du moteur tel que,

eest = xR − x̂M = xR −Rθ. (2.8)

Cet écart est représenté par la ligne pointillée rouge à la �gure 2.7. Il est également possible

de voir que l'erreur etraj semble être corrélée avec l'écart sur l'estimation eest. Autrement dit,
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Figure 2.8 � Illustration de la densité de probabilité de l'erreur sur le suivi de trajectoire
avec le contrôleur par couple pré-calculé CPMV 1.

l'écart sur l'estimation de la position du chariot a�ecte grandement l'erreur sur le suivi de tra-

jectoire. La précision du système dépend donc majoritairement de la précision de l'estimation

de la position du chariot.

L'écart eest peut être dû à plusieurs facteurs non linéaires, mais il est principalement causé par

l'élongation de la courroie et le jeu entre-dents entre la poulie et la courroie, tel que présenté

au chapitre 3. L'e�et de ces perturbations peut être également visible par le pic de densité

de probabilités qui est décentré, tel qu'illustré à la �gure 2.8. Cela indique qu'un facteur non

aléatoire perturbe le système, ce qui cause une moyenne non nulle de l'erreur, i.e., un biais

dans l'erreur.

L'hypothèse d'une courroie rigide permet de faciliter la conception de la loi de commande,

mais entraine une erreur qui ne peut pas être corrigée en utilisant uniquement une rétroaction

par l'encodeur du moteur. Ainsi, une solution est d'utiliser le capteur �xé sur le chariot a�n

d'avoir une rétroaction directement sur sa position, tel que présenté dans la section suivante.

2.4.2 Rétroaction sur la position du chariot

Pour améliorer la précision du contrôleur par couple pré-calculé, une rétroaction directement

sur la position du chariot peut être utilisée. Les équations restent les mêmes mais l'estimé

de la position du chariot, x̂M est remplacé par la position de celui-ci acquise par le capteur

optique, x. Le schéma en bloc de ce contrôleur est présenté à la �gure 2.9.
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Système
ex UM x

eq.(2.7)
ẋd

ẍd

xd PIDx

Up

Figure 2.9 � Schéma en bloc du contrôleur par couple pré-calculé CPCV 1.

La trajectoire d'erreur obtenue avec le contrôleur par couple pré-calculé avec rétroaction sur

le capteur optique �xé au chariot, CPCV 1, est présentée à la �gure 2.10. L'erreur sur le suivi

de trajectoire, etraj , atteint un maximum de 180 microns et a un intervalle e99 de 8 ± 97

microns. La précision a nettement augmenté et atteint maintenant l'objectif d'un intervalle

e99 inférieur à ±100 microns. De plus, la densité de probabilités représentée à la �gure 2.11 est

mieux répartie que pour le contrôleur CPMV 1. L'erreur observée est due entre autres au fait

que la position du chariot n'est pas associée directement au couple fourni par le moteur, et il se

crée alors un délai de réponse. Ainsi, lorsque le régulateur PID envoie une commande de couple

pour corriger l'erreur, le couple que le moteur applique sert d'abord à étirer la courroie a�n

de transmettre la puissance. Il y a donc un déphasage entre la commande et l'action. Tout

comme le contrôleur par couple pré-calculé avec une rétroaction sur l'encodeur du moteur,

le contrôleur avec rétroaction sur le capteur �xé au chariot est a�ecté par l'élasticité de la

courroie. Pour réduire davantage l'erreur, il est donc essentiel de bien intégrer l'e�et élastique

de la courroie dans les contrôleurs. Le contrôleur cascade CSV 1 de la prochaine section répond

à ce problème en utilisant l'information du chariot en plus de l'encodeur du moteur pour

intégrer l'élasticité de la courroie et ainsi améliorer la précision du système.

2.5 Contrôleur cascade

Comme il a été mentionné dans la section précédente, pour améliorer davantage la précision

du système, une rétroaction sur la mesure avant et après le joint �exible doit être e�ectuée.

Ainsi, il est suggéré d'utiliser un deuxième capteur donnant la position exacte du chariot en

plus de l'encodeur du moteur, ce qui facilite l'inclusion des e�ets de la courroie dans la loi de

commande. Plusieurs algorithmes de commande spécialisés pour les systèmes à joints �exibles

ont été développés en utilisant une rétroaction complète, comme ceux présentés dans l'intro-

duction. Le contrôleur en cascade est utilisé dans ce mémoire puisqu'il est plus simple et plus

facile à implanter.
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Figure 2.10 � Illustration de l'erreur sur le suivi de trajectoire (etraj) lors du test avec le
contrôleur par couple pré-calculé CPCV 1. L'intervalle d'erreur à 99% (e99) et l'erreur rms
(erms) sont ajoutés pour améliorer la compréhension.

Les contrôleurs de type cascade sont utilisés lorsque le système est décrit par plus d'une

équation et qu'il y a plusieurs rétroactions possibles, mais seulement une variable pour la

commande. L'idée générale du contrôleur, comme dé�nie par De Luca et Book (2008), est

de considérer les rétroactions comme des entrées intermédiaires pour le calcul de la variable

de contrôle. Par exemple, dans un système actionné par une courroie, comme dé�ni par les

équations (1.3), la position du chariot et la position angulaire du moteur sont considérées

comme des valeurs intermédiaires, tandis que le couple que doit fournir le moteur représente

la variable de contrôle. Un schéma en bloc du contrôleur cascade utilisé est présenté à la

�gure 2.12. Chaque équation représentant le système est associée à un bloc dans lequel il y

a une rétroaction via un capteur et un régulateur. Les blocs sont connectés ensemble de telle

sorte que la sortie du premier bloc sert d'entrée pour un bloc suivant, et ce jusqu'au bloc

�nal où la valeur pour le contrôle est déterminée. En appliquant ce principe du contrôleur en

cascade au système décrit par les équations (1.3), on doit avoir un bloc pour la position du

chariot et un autre pour la position de la poulie menante.

Le premier contrôleur, qui correspond au bloc A, utilise la position désirée du chariot (xd) et la

rétroaction sur celui-ci (x) par le capteur optique pour déterminer la position angulaire désirée

(θd) de la poulie menante, en tenant compte de l'élongation de la courroie et du jeu entre-dents.

Par la suite, le deuxième contrôleur, soit le bloc B, utilise θd et la rétroaction sur la position
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Figure 2.11 � Illustration de la densité de l'erreur sur le suivi de trajectoire avec le contrôleur
par couple pré-calculé avec rétroaction sur la position du chariot CPCV 1.

eq(2.13)

PIDX
xd ex F ′

r eq(2.12) θd
eθ PIDθ

UM
Système

x θ

x

θ

BLOC A BLOC B
ẋd

ẍd
Fr

eq(2.15)
θ̈d

F ′
r

T ′
mot

Figure 2.12 � Schéma en bloc du contrôleur en cascade pour la version CSV 1.

angulaire du moteur mesurée par l'encodeur rotatif pour déterminer le couple à appliquer

par le moteur. Les équations des di�érents blocs sont présentées plus bas en considérant les

équations du système :

Mcẍ+ feq(ẋ) = Keq(Rθ − x), (2.9)

Jeq θ̈ +RKeq(Rθ − x) = Tmot. (2.10)

En isolant θ de l'équation (2.9), il est possible d'écrire la relation entre cette variable et la
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position du chariot tout en tenant compte l'élongation de la courroie, soit

θ =

Mcẍ+feq(ẋ)
Keq

+ x

R
. (2.11)

En utilisant l'équation précédente, il est possible de déterminer la valeur de la position angu-

laire désirée du moteur (θd) selon la valeur de position, de vitesse et d'accélération désirée du

chariot. La valeur de position angulaire désirée est dé�nie comme

θd =

Fr
Keq

+ xd

R
(2.12)

où,

Fr = Mcẍd + Ff (ẋd). (2.13)

θd permet de faire le lien entre les deux boucles de l'algorithme de commande. Le terme Fr
représente la tension que doit avoir la courroie pour déplacer le chariot à la position voulue,

alors que le terme Fr
K représente l'élongation de la courroie associée à la tension Fr. La variable

Fr représente l'état du système associé au chariot et par conséquent, c'est avec cette variable

que la rétroaction du bloc A est e�ectuée. Ainsi, avec l'équation (2.13), il est possible d'ajouter

une correction via un PID comme

F ′r = Mcẍd + Ff (ẋd)︸ ︷︷ ︸
Fr

+Kp(xd − x) +Kd(ẋd − ẋ) +Ki

∫
(xd − x)dt.

︸ ︷︷ ︸
PIDx

(2.14)

Cette nouvelle variable F ′r représente la valeur corrigée de Fr et est utilisée dans l'équa-

tion (2.12) pour déterminer θd.

Pour déterminer le couple demandé au moteur (UM ), l'équation (2.10) est utilisée avec quelque

substitutions de variables. Tout d'abord, dans cette équation, les variables Keq(Rθ − x) re-

présentent la tension théorique sous l'étirement de la courroie. Cependant, la tension que doit

avoir la courroie a été dé�nie par la variable F ′r dans le bloc A. Par conséquent, la valeur

Keq(Rθ − x) est substituée par la variable F ′r dans l'équation (2.10). Deuxièmement, la va-

riable θ est remplacée par la valeur θd calculée dans le bloc A. Avec ces substitutions, le couple

T ′mot peut être établi comme

T ′mot = Jeq θ̈d +RF ′r. (2.15)
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Par la suite, il est possible d'inclure une correction sous forme d'un PID pour déterminer le

couple demandé au moteur. Ce couple (UM ) est dé�ni comme,

UM = Jeq θ̈d +RF ′r︸ ︷︷ ︸
T ′
mot

+Kp(θd − θ) +Kd(θ̇d − θ̇) +Ki

∫
(θd − θ)dt.

︸ ︷︷ ︸
PIDθ

(2.16)

Dans la première version du contrôleur en cascade CSV 1, le capteur optique est utilisé en

plus de l'encodeur du moteur, tel que suggéré dans la littérature. Cette première version est

représentée par le schéma en bloc illustré à la �gure 2.12, où l'utilisation des variables θ et x

est explicite.

Figure 2.13 � Illustration de l'erreur sur le suivi de trajectoire (etraj) obtenue avec un régu-
lateur en cascade CSV 1 ainsi que l'intervalle d'erreur à 99% (e99) et l'erreur rms (erms).

La �gure 2.13 montre l'erreur sur le suivi de trajectoire avec le contrôleur cascade CSV 1

ainsi que l'intervalle d'erreur e99. L'erreur atteint un maximum de 65 microns au début de

la trajectoire à cause d'une accélération subite. L'intervalle e99 est de ±37 microns, tel que

montré par les lignes pointillées. La performance de ce contrôleur est nettement meilleure que

celle obtenue avec le contrôleur par couple pré-calculé. De plus, l'erreur se trouve sous la barre

des ±100 microns nécessaire à la découpe de plaques métalliques minces au laser. L'utilisation

des deux capteurs permet donc de compenser les perturbations de la courroie et les erreurs

dues au jeu entre-dents entre la poulie et la courroie. Toutefois, en compensant ces e�ets, la

précision du système augmente grandement, mais les coûts d'implantation augmentent aussi.

La �gure 2.14 montre la densité de probabilités de l'erreur avec la courbe normale associée. La
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Figure 2.14 � Illustration de la densité de l'erreur sur le suivi de trajectoire avec le contrôleur
en cascade CSV 1 ainsi que la courbe normale.

distribution de l'erreur obtenue avec le contrôleur en cascade est plus semblable à la courbe

normale que celle qui est obtenue avec le contrôleur par couple pré-calculé. Il est également

possible de voir que la courbe est centrée, ce qui con�rme qu'il n'y a plus de facteur non-

aléatoire qui vient perturber l'erreur de façon importante.
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2.6 Analyse des résultats et élaboration d'une solution

L'implantation des algorithmes de commande proposés dans la littérature a permis de consta-

ter plusieurs éléments utiles pour l'atteinte de l'objectif �xé par Laserax. Le tableau 2.1 résume

leurs performances. Premièrement, il a été observé que lorsqu'une rétroaction sur la position

angulaire du moteur est utilisée uniquement, comme avec le contrôleur PIDV 1 et le contrô-

leur par couple pré-calculé CPMV 1, l'erreur sur le suivi de trajectoire est plus grande. Il est

possible de voir cette relation en comparant les contrôleurs CPMV 1 et CPMV 2, qui ont deux

rétroactions di�érentes. L'hypothèse avancée dans ce mémoire est que l'erreur est attribuable

en grande partie au jeu entre-dents entre la poulie et la courroie, causant un décalage de

l'erreur. De plus, même en utilisant une rétroaction directement sur la position du chariot,

comme avec le contrôleur par couple pré-calculé CPCV 1, une erreur liée à l'élasticité de la

courroie vient a�ecter l'erreur. La présence de la courroie crée un déphasage lors de l'applica-

tion du couple moteur car celui-ci doit d'abord tendre la courroie avant de déplacer le chariot.

Deuxièmement, il a été démontré par le contrôleur en cascade CSV 1 que l'utilisation d'un

capteur avant le joint �exible et d'un autre après le joint �exible donne de meilleurs résultats,

en permettant d'inclure l'e�et élastique de la courroie dans le contrôleur. Cette version du

contrôleur cascade utilise un capteur linéaire optique �xe sur le chariot en plus de l'encodeur

du moteur, ce qui permet de corriger le jeu entre-dents entre la poulie et la courroie ainsi que

l'étirement de celle-ci. Toutefois, l'utilisation du capteur optique augmente le prix du système

et va à l'encontre d'un des objectifs du projet, qui est de minimiser les coûts. En e�et, le coût

de l'encodeur optique est d'environ 1200$, ce qui est beaucoup plus cher que l'encodeur rotatif

du moteur, qui a une valeur de 225$. Sachant que Laserax a acquis la table de découpe au

prix de 800$, il n'est pas intéressant d'installer deux capteurs de 1200$ pour commander les

deux axes de la table. Il est donc nécessaire d'améliorer la précision d'un système entraîné par

une courroie sans ajouter des capteurs dispendieux autres que l'encodeur du moteur.

Table 2.1 � Tableau résumant les performances des contrôleurs implantés sur le banc d'essai.

Contrôleur PID Couple pré-calculé Cascade
Version PIDV 1 CPMV 1 CPCV 1 CSV 1

e99 [µm] N.D 60±220 8± 97 ±38
erms [µm] 440 105 38 15
emax [µm] 1000 280 180 65

Rétroactions Moteur Moteur Chariot Chariot, moteur
Coût des encodeurs 225$ 225$ 1200$ 1425$
Atteinte de l'objectif non non non non

Bien qu'il soit nécessaire d'avoir un capteur après le joint �exible, celui-ci ne doit pas force-

ment donner directement la position du chariot. Il est possible d'utiliser un capteur secondaire
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a�n d'estimer la position d'une membrure après un joint �exible. Par exemple, l'utilisation

d'un accéléromètre pour estimer la position d'une membrure après un joint �exible a déjà été

étudiée, notamment par DeLuca et collab. (2007) et Staufer et Gattringer (2012). Toutefois,

le but principal de ce deuxième capteur est d'inclure l'e�et de la courroie dans le contrôleur.

Par conséquent, il n'est pas e�cace d'utiliser un accéléromètre pour estimer la position du

chariot pour ensuite déterminer l'état de la courroie. L'utilisation d'un capteur donnant direc-

tement l'état du joint �exible serait plus avantageuse. Ainsi, en utilisant des cellules de charge

reliant le chariot aux extrémités de la courroie, tel qu'illustré à la �gure 1.1, il est possible

de déterminer son élongation par l'acquisition de la tension de celle-ci et de l'inclure dans la

commande. Il est donc possible de connaître directement l'état du joint �exible et ce, sans

le capteur optique. De plus, l'utilisation de ces deux cellules de charge, au coût de 100$, est

beaucoup moins dispendieuse que le capteur optique à 1200$.

Par contre, les cellules de charge ajoutées ne peuvent pas compenser à elles seules les erreurs

de transmission entre la poulie et la courroie. Comme il a été démontré dans la section 2.4,

l'utilisation de l'encodeur du moteur seulement pour la commande entraîne une erreur causée

à priori par le jeu entre-dents. Toutefois, cette erreur semble suivre une certaine trajectoire

récurrente sur une période relativement longue. Or, s'il est possible de déceler une trajectoire

récurrente, il est possible d'identi�er cette trajectoire. Par conséquent, il est possible de ca-

ractériser le jeu entre-dents entre la poulie et la courroie a�n de développer une compensation

permettant de diminuer l'e�et du jeu entre-dents.

Ainsi, le capteur linéaire optique est remplacé dans les contrôleurs par la combinaison des

cellules de charge avec une bonne connaissance du jeu entre-dents entre la poulie et la courroie.

Les cellules de charge permettent de connaître l'élongation de la courroie et d'appliquer ce

facteur dans les contrôleurs. La bonne connaissance du jeu entre-dents permet de créer une

compensation de celui-ci qui réduit son e�et dans les contrôleurs. Dans le meilleur des cas, le

jeu entre-dents devrait être identi�é avant chaque utilisation. Cependant, cela serait fastidieux

et nécessiterait l'utilisation d'un capteur donnant la position exacte du chariot, ce qui n'est pas

envisageable. Le jeu entre-dents est donc évalué une fois pour chaque système et les résultats

sont utilisés pour créer une compensation pour les applications futures sur le même système.

Le jeu entre-dents est alors identi�é au début seulement.

Dans le chapitre suivant, le jeu entre-dents entre la poulie et la courroie est étudié a�n de déve-

lopper une méthode d'identi�cation menant à la conception d'un algorithme de compensation

du jeu entre-dents.
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Chapitre 3

Étude et identi�cation de l'écart dû au

jeu entre-dents

Dans le chapitre précédent, les résultats obtenus lors de l'implantation des contrôleurs PID,

par couple pré-calculé et en cascade sur le banc d'essai ont été présenté. Leur implantation a

permis de constater que l'utilisation d'une rétroaction uniquement sur la position angulaire

du moteur ne compense pas adéquatement l'erreur liée au jeu entre-dents entre la poulie et la

courroie, ce qui a�ecte grandement la précision du système. De plus, il a été déterminé que

l'utilisation d'un capteur après le joint �exible, en plus de l'encodeur du moteur, permet de

compenser adéquatement l'écart dû jeu entre-dents, d'intégrer l'e�et de la courroie et ainsi

d'améliorer la précision. Une solution simple pour augmenter la précision est donc l'ajout d'un

capteur optique ou d'un système laser mesurant directement la position du chariot. Cependant,

l'ajout de ces capteurs augmente le coût du système, ce qui va à l'encontre d'un des objectifs de

ce projet. Toutefois, puisque le but premier de la rétroaction complète est d'inclure l'e�et de la

courroie, il n'est pas nécessaire d'avoir un capteur mesurant la position du chariot directement.

Un tel capteur peut être remplacé par deux cellules de charge mesurant la tension dans la

courroie et permettant d'avoir l'état du joint �exible directement. Cependant, à elles seules,

les cellules de charge ne su�sent pas à compenser l'écart dû au jeu entre-dents. Une bonne

connaissance de celui-ci est donc nécessaire a�n de créer une compensation adéquate.

Ce chapitre est consacré à l'étude de l'écart dû au jeu entre-dents et au développement de sa

compensation. Une première mise en contexte explique l'origine du jeu entre-dents et les tra-

vaux e�ectués pour tenter de le représenter. Par la suite, un nouveau modèle mathématique de

l'écart causé par le jeu entre-dents est présenté. Ce modèle est ensuite validé en le comparant

à l'écart dû au jeu entre-dents mesuré avec le banc d'essai. Une méthode d'identi�cation est

ensuite proposée a�n d'identi�er cet écart dans n'importe quel système. Finalement, les résul-

tats de plusieurs tests expérimentaux qui ont été e�ectués pour valider la méthode développée

sont présentées.
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3.1 Mise en contexte

L'écart dû au jeu entre-dents entre la poulie et la courroie provient du jeu de fonctionnement

entre ces deux composantes. Les dents de la courroie crantée sont plus petites que les rainures

de la poulie, ce qui crée un jeu dans le mécanisme, comme montré à la �gure 3.1. S'il n'y avait

pas ce jeu, les dents de la poulie ne pourraient pas entrer correctement dans les rainures et le

système ne pourrait pas fonctionner adéquatement. Il y a donc toujours un jeu de fonctionne-

ment dans un système poulie-courroie crantée et par conséquent, l'écart dû au jeu entre-dents

entre ces deux composantes est inévitable. Ainsi, pour atteindre une précision inférieure à 100

microns, une bonne identi�cation de l'écart dû au jeu entre-dents de la courroie est nécessaire.

L'écart dû au jeu entre-dents peut être divisé en trois phases, qui sont représentées à la �gure

3.1. Cette �gure représente une section de la poulie et de la courroie lors d'un déplacement

dans le sens horaire. La phase a représente la phase initiale, pendant laquelle les dents de la

courroie sont appuyées sur le côté gauche des rainures de la poulie. L'écart causé par le jeu

entre-dents est considéré nul durant cette phase. Puis, lorsque la poulie commence à tourner,

les dents de la courroie se décollent et se dirigent vers l'autre côté des rainures. Il y a alors un

glissement local entre les deux composantes, ce qui crée un écart entre les faces initialement en

contact. Cette phase est la phase transitoire qui est représentée par la lettre b. Durant celle-ci,

l'écart représenté par les hachures rouges sur la �gure 3.1 évolue selon la rotation de la poulie,

comme il sera présenté dans la section suivante. Puisque les faces ne sont plus en contact, la

transmission de la puissance de la poulie à la courroie est assurée par la friction non-linéaire

qu'applique la courroie sur la poulie, Ff , qui est représentée par les �èches noires selon le

référentiel de la courroie. La phase �nale, schématisée par la phase c, est atteinte lorsque la

dent de la courroie rejoint l'autre côté de la rainure. L'écart dû au jeu entre-dents est alors

considéré maximal. Ensuite, si la poulie change de direction, l'écart diminue dans la phase b

jusqu'à se rendre à la phase a et ainsi de suite.

Phase a Phase b Phase c
Poulies

Courroie Écart
Ff Ff Ff Ff Ff Ff Ff Ff Ff

Friction

Sens de rotation de la poulie

x

Rθ

Figure 3.1 � Représentation schématisée des trois phases entre la poulie et la courroie. La
poulie est représentée par le bloc cyan inférieur, la courroie par le bloc jaune supérieur tandis
que l'écart dû au jeu entre-dents est représenté par les hachures rouges.
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Une première tentative d'identi�cation spéci�que du jeu d'entre-dents dans les systèmes entraî-

nés par courroie crantée a été e�ectuée par Kiliç et collab. (2010) où ils identi�ent l'écart dû au

jeu d'entre-dents avec trois modèles di�érents : linéaire, exponentiel et par interpolation, grâce

à une table de correspondance ("lookup table"). Dans ces modèles, les auteurs rapportent une

erreur maximale sur l'estimation variant entre 140 et 99 microns avec une valeur rms de l'er-

reur variant entre 26 et 34 microns. Cependant, l'expérimentation et les méthodes présentées

par par Kiliç et collab. (2010) comportent quelques lacunes. Premièrement, le montage utilisé

comprend une boîte de réduction, ce qui introduit évidemment un jeu d'engrènement relié aux

engrenages qui vient s'ajouter au jeu d'entre-dents de la courroie. Or le jeu des engrenages

et celui de la poulie avec la courroie n'engendrent pas le même comportement. Il est donc

impossible de bien identi�er le jeu d'entre-dents entre la poulie et la courroie. Deuxièmement,

les tests e�ectués pour acquérir les courbes et tester les modèles d'approximation ne sont

pas su�sants. Kiliç et collab. (2010) ont présenté uniquement un test à vitesse constante qui

n'illustre pas tous les cas possibles lors du déplacement du chariot. Finalement, les précisions

obtenues grâce à ces modèles d'approximation ne sont pas su�santes pour atteindre une pré-

cision globale du système meilleure que ± 100 microns. Une nouvelle méthode d'estimation

du jeu d'entre-dents a donc été développée en se basant sur la méthode proposée par Kiliç

et collab. (2010).

3.2 Modèle mathématique

3.2.1 Illustration du modèle

Le modèle proposé pour représenter l'écart dû au jeu entre-dents est basé sur une représen-

tation standard des courbes d'hystérésis. Une telle représentation permet de bien inclure le

caractère transitoire de l'écart causé par le jeu entre-dents et est simple à visualiser. Toute-

fois, le modèle développé ne peut pas représenter uniquement l'écart dû au jeu entre-dents.

Celui-ci est aussi a�ecté par les nombreuses non-linéarités du système à courroie, comme la

vibration, la friction non-linéaire du rail et la modi�cation du rayon e�ectif due à la tension

dans la courroie (Section 3.3.1). Pour isoler l'écart dû au jeu entre-dents, les non-linéarités du

système devraient être connues parfaitement, ce qui représente une lourde tâche. De plus, une

telle démarche aurait peu d'avantages pratiques, puisque dans l'application visée, on souhaite

compenser l'e�et net du jeu entre-dents et des autres non-linéarités. Ainsi l'écart dû au jeu

entre-dents et les autres non-linéarités (EJENL) sont illustrés et identi�és par le même mo-

dèle. Toutefois, puisque les non-linéarités incluses dans le modèle du EJENL sont propres à

chaque système, une identi�cation adéquate du EJENL doit être e�ectuée pour chaque système

di�érent.

La �gure 3.2 illustre le modèle proposé, qui combine les trois phases du jeu entre-dents pré-

sentées à la �gure 3.1 ainsi que di�érents facteurs non linéaires. Les facteurs non linéaires sont
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Figure 3.2 � Représentation du EJENL en fonction de la position angulaire du moteur.

uniquement représentés dans les courbes transitoires, mais ils sont présents partout. La phase

a, illustrée par les marqueurs carrés pleins, est schématisée par une droite puisque l'écart dû

au jeu entre-dents est considéré nul tandis que la position angulaire de la poulie varie. Pareille-

ment, la phase c, symbolisée par les marqueurs triangulaires pleins, est schématisée par une

droite horizontale puisque l'écart dû au jeu entre-dents y est maximal et constant alors que

la position angulaire de la poulie varie. La longueur des phases a et b est d'environ 5 radians

sur la �gure 3.2 mais elles pourraient être plus longues ou plus courtes selon les di�érents sys-

tèmes. Cependant, à cause des non-linéarités, la représentation des phases a et c peut changer

selon le système. La phase b, représentée par les lignes avec une pointe de �èche au milieu,

illustre l'évolution transitoire du EJENL entre les phases a et c. Les courbes transitoires de

cette phase sont divisées en deux sections : les courbes transitoires de montée (Ctm), repré-

sentées par les lignes bleues pleines, et les courbes transitoires de descente (Ctd), représentées

par les lignes oranges pointillées. Les courbes de montée correspondent à une vitesse angulaire

positive alors que les courbes de descente correspondent à une vitesse angulaire négative. Sur

la �gure 3.2, la période de transition s'e�ectue sur environ 3 radians mais cette valeur est

propre à chaque système. De plus, il est possible de constater les e�ets des non-linéarités sur

les courbes transitoires par les di�érentes trajectoires qu'elles ont selon la position à laquelle

elles quittent la limite. Cette caractéristique est également présente dans les courbes obtenues

par Kiliç et collab. (2010), mais elle n'est pas prise en compte dans les modèles qu'ils pro-
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posent. La di�érence entre ces courbes est principalement due à la non-linéarité de la friction

qui assure la transmission de la puissance durant cette phase.

La �gure 3.2 montre également que le EJENL est contraint à l'intérieur d'une zone représentée

par les marqueurs triangulaires et carrés. Cette zone peut être divisée en deux sections, soit

la limite supérieure, LSUP , représentée par les marqueurs triangulaires et la limite inférieure,

LINF , représentée par les marqueurs carrés. Chaque limite a deux sections, la première section,

représentée par les marqueurs vides, est dé�nie par la courbe transitoire à la limite de l'espace

de travail tandis que la deuxième section représentée par les marqueurs pleins représente la

limitation physique du jeu entre-dents des phases a ou c. Ainsi, la limite supérieure est formée

de la courbe transitoire de montée, qui débute à l'origine, soit θ = 0 et de la phase c, tandis

que la limite inférieure est formée de la courbe transitoire de descente, qui débute à la position

angulaire maximale θ = θmax, et de la phase a. De plus, les courbes transitoires de montée

rejoignent toujours la limite supérieure et les courbes transitoires de descente rejoignent tou-

jours la limite inférieure. Lorsque les courbes transitoires ont atteint leurs limites respectives,

la valeur du EJENL est égale à la limite jusqu'à ce que la poulie change de direction. Dans

les sections suivantes, cette condition est représentée par les conditions de maintien HLS et

HLI , qui désignent respectivement les conditions de maintien sur la limite supérieure et la

limite inférieure. Une fois qu'une courbe transitoire a atteint sa limite respective, la condition

de maintien est active. Lorsque la poulie change de direction, la condition de maintien est

désactivée. La valeur du EJENL est donc contrainte à l'intérieur de ces limites. Ces relations

sont utiles pour représenter mathématiquement le EJENL dans la section suivante. Les mar-

queurs Pi sont utilisés dans la section précédente pour faciliter la compréhension des di�érentes

conditions aux limites.

3.2.2 Équations mathématiques

Tel que mentionné précédemment, le EJENL de chaque système doit être identi�é a�n de

créer une compensation unique à celui-ci. Ainsi, les équations mathématiques représentant le

modèle du EJENL ont été conçues pour être simples a�n d'être facilement identi�ables et

programmables sur un contrôleur industriel.

Les limites du système, représentées par les marqueurs carrés ou triangulaires, forment une

trajectoire unique selon la position angulaire. Ainsi, une équation polynomiale est choisie pour

représenter le limites.
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LSUP (θ) = a0 + a1θ + a2θ
2 + a3θ

3 + ...+ aNθ
N ,

LINF (θ) = b0 + b1θ + b2θ
2 + b3θ

3 + ...+ bNθ
N , (3.1)

où les termes a0, ..., aN et b0, ..., bN sont les paramètres de l'équation polynomiale qui sont

identi�és dans la section 3.4.1. L'ordre N de l'équation polynomiale dépend de la complexité

de la limite comme il est présenté avec l'identi�cation des paramètres.

La représentation des courbes transitoires est cependant plus complexe puisque chaque courbe

dépend de la valeur angulaire à laquelle le chariot a quitté la limite, soit θB, et de sa progression

sur la courbe, soit θM . Ces termes intermédiaires sont dé�nis comme

θM (k) = θ(k) − θB(k), (3.2)

θB(k) =





θ(k), si CDP et HLS = vrai

θ(k), si CDP et HLI = vrai

θB(k − 1), autrement.

(3.3)

où k représente un pas de temps précis lors d'une trajectoire. La condition CDP représente

un changement de direction de la poulie. Elle est active au temps k lorsque la poulie change

de direction et est inactive au pas de temps suivant, soit k + 1. Les termes HLS et HLI sont

les conditions de maintien des limites tels que présentés précédemment. Pour une trajectoire

transitoire donnée, θB est déterminée au début de celle-ci et demeure constante tandis que

θM est nulle au début et varie le long de la courbe transitoire. Un exemple de l'évolution des

paramètres intermédiaires est présenté dans le tableau 3.1, qui fait référence aux points Pi
inscrits sur la �gure 3.2.

Dans la littérature, l'équivalent des courbes transitoires peut être estimé par une droite, une

courbe exponentielle ou une table de comparaison ("Look up table"). Avec une représentation

par une droite ou une courbe exponentielle, les courbes transitoires sont toutes semblables

selon un décalage horizontal ou vertical. Ces équations ne considèrent donc pas que les courbes

transitoires sont toutes di�érentes en raison des non-linéarités. De plus, bien qu'une table de

comparaison puisse inclure l'e�et non-linéaire des courbes transitoires, son identi�cation et

implantation sont plus complexes. Dans le modèle mathématique proposé, les équations des

courbes transitoires doivent varier selon θM et θB tout en étant facilement identi�ables. Ainsi,

les courbes transitoires de montée ou de descente sont représentées par un espace en deux

dimensions selon θM et θB. En dé�nissant une valeur de θB, on peut retrouver une courbe
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Table 3.1 � Exemple de l'évolution des termes intermédiaires ainsi que des conditions de
maintien lors d'un parcours représenté par les points P1,...,P9 de la �gure 3.2.

Termes θB θM CDP HLI HLS EJENL0 Phase
Points [rad] [rad] [actif/inactif] [actif/inactif] [actif/inactif] [µm]

1 0 0 actif actif inactif 0 a
2 0 1.75 inactif inactif inactif 0 b
3 0 3 inactif inactif actif 0 c
4 7 0 actif inactif actif 150 c
5 7 -0.25 inactif inactif inactif 150 b
6 7 -1 inactif inactif inactif 150 b
7 7 -4 inactif actif inactif 150 a
8 2 0 actif actif inactif 0 a
9 2 0.75 inactif inactif inactif 0 b

transitoire spéci�que à partir de la surface. L'ensemble des courbes transitoires de montée

et de descente sont donc représentées par deux surfaces distinctes, une pour les courbes de

montée et une pour les courbes de descente. Celles-ci peuvent être décrites comme une surface

polynomiale en fonction de la valeur θB et θM comme

Ctm(θM , θB) = EJENL0+

C1θM + C2θB+

C3θ
2
M + C4θMθB + C5θ

2
B+

C6θ
3
M + C7θ

2
MθB + C8θMθ

2
B + C9θ

3
B + ...

CS(N)θ
N
M + CS(N)+1θ

N−1
M θB + ...+ CS(N)+N−1θMθ

N−1
B + CS(N)+Nθ

N
B ,

(3.4)

où,

S(N) =

N∑

i=1

i =
N(N + 1)

2

EJENL0(k) =





EJENL(k), si CDP et HLS = vrai

EJENL(k), si CDP et HLI = vrai

EJENL0(k − 1), autrement.

(3.5)

Le terme EJENL0 représente la valeur du EJENL au moment où la courbe transitoire com-

mence sa trajectoire. Ce terme se calcule en même temps que θB et son évolution est également

détaillée dans le tableau 3.1. L'équation (3.4) représente une surface polynomiale standard

dans laquelle les termes C1, C2, C3, ..., CS(N)+N sont identi�és dans la section 3.4.2. De plus,

les termes C2, C5, C9, ..., CS(N)+N sont forcés à zéro pour assurer qu'au début de la trajectoire,

la valeur du EJENL soit égale à la valeur du EJENL0.
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Finalement, la valeur du EJENL peut être calculée comme

EJENL =

{
min(LSUP (θ), Ctm(θM , θD)), si θ̇ ≥ 0 ou HLS = vrai

max(LINF (θ), Ctd(θM , θD)), si θ̇ < 0 ou HLI = vrai.
(3.6)

L'utilisation des fonctions minimum et maximum permet de contraindre le EJENL à l'intérieur

des limites tel qu'observé dans le modèle théorique.

3.3 Acquisition et analyse du EJENL

Pour valider le modèle théorique proposé, une première identi�cation du EJENL présent sur

le banc d'essai est réalisée. Le chariot est commandé en position avec un régulateur PID et

les di�érentes informations perçues par les capteurs sont enregistrées. La trajectoire utilisée

pour e�ectuer cette première identi�cation est présentée à la �gure 3.3. Les premiers tests

sont e�ectués avec une trajectoire quasi statique, soit à vitesse constante de 20 mm/sec et

avec des accélérations contrôlées, pour bien voir l'e�et du jeu entre-dents et éviter les e�ets

perturbateurs liés à une trajectoire dynamique. La trajectoire est divisée en deux sections. La

première section correspond à quatre courbes de descente (D1 à D4) débutant à di�érentes

positions angulaires et, de façon similaire, la deuxième section correspond à quatre courbes

de montée (M1 à M4) débutant à di�érentes positions angulaires. De plus, durant les trois

dernières courbes transitoires de chaque section, avant d'atteindre la limite, le moteur change

de direction deux fois. Il fait un léger aller-retour au milieu des courbes transitoires pour tester

la réaction de celles-ci lorsque le chariot change de direction avant que la limite ne soit atteinte.

Selon le modèle développé, la trajectoire doit rester la même puisque la valeur de θB n'a pas

changé. Cette valeur est modi�ée uniquement lorsqu'il y a changement de direction sur une

des limites.

Il a été dé�ni à la section 2.4 qu'une approximation de l'écart causé par le jeu entre-dents

(EJENL') entre la poulie et la courroie peut être dé�nie avec l'information de l'encodeur du

moteur et celle du capteur optique �xé au chariot, c'est-à-dire,

EJENL′ = (Rθ − x). (3.7)

Cependant, cette relation ne représente pas uniquement le EJENL. La longueur de la courroie

présente entre ces deux capteurs augmente sous la force appliquée par le moteur et a�ecte

les résultats. L'étirement de la courroie est donc présent dans l'équation (3.7) et il doit être

soustrait. L'équation du EJENL est donc

EJENL = (Rθ − x) − ∆EC . (3.8)
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Section descente Section montée

M1

M2
M3

M4

D1

D2

D3

D4

Figure 3.3 � Trajectoire utilisée pour une première identi�cation du EJENL.

L'étirement peut être déterminé avec l'information d'une cellule de charge et être soustrait

par la suite de l'équation (3.7) pour obtenir le EJENL. L'étirement de la courroie (∆EC) peut

être déterminé par la loi de Hooke comme

∆EC =
FA − FAi

K1
, (3.9)

où FA représente la tension mécanique dans le segment de courroie entre le moteur et le chariot

et K1 représente la raideur de ce segment. En utilisant une seule cellule de charge, la dérive

de celle-ci avec le temps risque d'a�ecter les mesures. Cependant, puisque la courroie est déjà

tendue, elle possède une tension initiale FAi qui doit être soustraite à la force mesurée pour ob-

tenir la di�érence de force avec l'état initial. Avant chaque test, la tension initiale est mesurée

et soustraite aux valeurs acquises durant la trajectoire. Ainsi, le phénomène de dérive à long

terme est soustrait au début de chaque test et son e�et est limité. De plus, l'erreur de mesure

associée à la dérive des cellules de charge est petite et l'erreur sur l'élongation in�uence peu

l'erreur globale. Par conséquent, même si la dérive causait une erreur, elle aurait un impact

mineur sur l'erreur globale.

Une autre option pour déterminer l'élongation de la courroie serait d'utiliser le couple demandé

au moteur qui est calculé par l'algorithme de contrôle. Cependant, ce couple ne représente

pas exactement le couple fourni réellement par le moteur en raison des e�ets inertiels et des

di�érentes pertes à l'intérieur du moteur. Il aurait été possible de faire l'acquisition du couple
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D2

D1

D2

D3

D4

M1

M2

M3

M4

(a) EJENL expérimental obtenu sans compensa-
tion de l'élongation de la courroie.

D1

D2

D3

D4

M1

M2

M3

M4

(b) EJENL expérimental obtenu avec une com-
pensation de l'élongation de la courroie.

Figure 3.4 � Représentation des données expérimentales du EJENL avec et sans compensation
de l'élongation de la courroie.

réellement fourni par le moteur mais cette tâche aurait été plus complexe et la mesure aurait

été potentiellement plus bruitée. L'utilisation des cellules de charges apparaît donc comme la

meilleure méthode pour estimer l'élongation de la courroie.

La �gure 3.4 montre les données expérimentales du EJENL obtenues avec et sans la compensa-

tion de l'élongation dans la courroie. Il est possible de voir que l'e�et instantané de l'élongation

de la courroie causant des discontinuités, comme montré à l'intérieur de l'encadré rouge de

la �gure 3.4a, peut être compensé. Lorsque le chariot change de direction, avant même que

celui-ci bouge, la courroie se tend pour transmettre la force nécessaire au déplacement et, par

le fait même, la courroie s'allonge. Ainsi l'écart entre x et Rθ augmente alors que la position

angulaire reste sensiblement la même. La compensation pour l'élongation de la courroie permet

de corriger ces discontinuités et enlève également d'autres e�ets non linéaires, tel qu'illutré

dans l'encerclé vert. Les limites supérieures et inférieures sont aussi plus groupées lorsqu'il y

a une compensation de l'élongation de la courroie.

3.3.1 Analyse des courbes obtenues

La �gure 3.5 montre plus en détails le EJENL expérimental obtenu avec la trajectoire pré-

sentée à la �gure 3.3. Ces données montrent premièrement que le EJENL expérimental est

similaire au modèle théorique proposé. Il est possible d'identi�er les quatre sections du EJENL

comme dé�nies à la �gure 3.2. La limite supérieure est illustrée avec les marqueurs triangu-

laires, la limite inférieure est symbolisée par les pictogrammes carrés, les courbes transitoires

de montée sont représentées en pointillé �n bleu alors que les courbes de descente sont en gros

51



Figure 3.5 � Représentation du jeu entre-dents et des non-linéarités (EJENL) expérimentaux
ainsi que les di�érentes sections du jeu entre-dents.

pointillé orange. Toutes les caractéristiques majeures du modèle théorique se retrouvent dans

les résultats expérimentaux. Premièrement, les résultats obtenus démontrent que l'écart dû au

jeu entre-dents est transitoire et qu'il s'opère sur une période d'environ six radians. Autrement

dit, la poulie doit faire six radians, soit environ un tour, à partir de la limite inférieure pour se

rendre à la limite supérieure et vice-versa. Deuxièmement, le EJENL expérimental est contenu

à l'intérieur d'une zone représentée par les limites du système. Les deux sections de chaque

limite sont identi�ées comme dans le modèle théorique. La première section correspondant

aux limites de l'espace de travail est représentée par les marqueurs vides tandis que la sec-

tion correspondant aux limitations liées au jeu entre-dents est représentée par les marqueurs

pleins. Troisièmement, les courbes transitoires de montée et de descente n'ont pas la même

trajectoire selon la position angulaire d'où elles commencent leur parcours. Il est facilement

remarquable que les courbes transitoires de gauche sont di�érentes des courbes de droite. Pa-

reillement, toutes ces courbes transitoires rejoignent leur limite respective et restent sur les

limites jusqu'à ce qu'il y ait un changement de direction de la poulie. Finalement, lorsque le

moteur change de direction au milieu de la courbe transitoire, sans atteindre la limite, celle-ci

rebrousse chemin sur le même trajet. Cela prouve qu'une fois que la courbe transitoire quitte

la limite, elle ne peut emprunter qu'un seul chemin même si elle change plusieurs fois de direc-

tion. Les paramètres de la courbe transitoire sont décidés seulement lorsque celle-ci quitte la

limite supérieure ou inférieure, peu importe l'endroit et le nombre de fois où le moteur change

de sens avant d'atteindre la limite.
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Cependant, la �gure 3.5 montre également que les limites supérieures et inférieures ne sont

pas horizontales comme dans le modèle théorique. Une autre série de tests e�ectués sur un axe

linéaire commercial entraîné par une courroie montre cette même caractéristique, ce qui prouve

que celle-ci n'est pas spéci�que au banc d'essai d'où proviennent les résultats de la �gure 3.4.

Ces tests sont présentés dans la section 3.8. À première vue, l'inclinaison des limites signi�e

que lorsque la dent de la courroie atteint le côté de la rainure de la poulie, l'écart dû au jeu

entre-dents continue de varier. Or, la théorie indique que lorsque la limite est atteinte, l'écart

dû au jeu entre-dents doit rester constant. Cependant, les données expérimentales montrent

que la section associée au EJENL constant diminue presque linéairement en fonction de la

position angulaire du moteur. Ces éléments semble indiquer qu'une erreur sur le rayon (eR)

est présente et fausse les données du EJENL, tel que décrit par les équations suivantes :

EJENL = (R− eR)θ − x (3.10)

EJENL = (Rθ − x) − eRθ (3.11)

Lorsque la limite est atteinte, soit durant la phase a ou la phase c, l'écart dû au jeu entre-dents

entre la poulie et la courroie (Rθ − x) est supposé être constant. Cependant, l'erreur sur le

rayon (eR) qui est a�ectée par la position angulaire continue de faire varier le EJENL. Ainsi,

la pente de la limite est proportionnelle à l'erreur sur le rayon : plus l'erreur sur le rayon

est grande, plus la pente de la limite est importante. De plus, puisque la limite théorique est

horizontale, il est possible de trouver l'erreur sur le rayon en modi�ant celui-ci jusqu'à ce que

la limite expérimentale redevienne horizontale. L'écart entre la valeur du rayon modi�ée et le

rayon théorique de la poulie indique l'erreur sur le rayon e�ectif.

Pareillement, il est possible de remarquer que ce phénomène est a�ecté également par la

tension dans la courroie. Comme le montre la �gure 3.6, qui représente plusieurs courbes du

EJENL selon la même trajectoire mais selon di�érentes tension initiale, plus la tension dans la

courroie est élevée, plus la pente de la limite est inclinée et plus l'erreur est grande. La tension

dans la courroie écrase celle-ci sur la poulie, ce qui diminue le rayon e�ectif et peut expliquer

ce comportement.

En trouvant l'erreur sur le rayon pour chaque courbe aux di�érentes tensions, il est possible de

trouver la corrélation entre la tension et l'erreur sur le rayon. Étant donné que cette erreur est

causée par la compression d'un matériau élastique, la corrélation entre l'erreur et la tension

devrait être linéaire suivant la loi de Hooke. La �gure 3.7 présente les erreurs sur le rayon

en fonction de la tension moyenne dans la courroie. Les résultats montrent que la corrélation

entre l'erreur sur le rayon et la tension dans la courroie est linéaire.

Il serait donc possible d'inclure une compensation en temps réel du rayon de la courroie. Ce-

pendant, pour y arriver, il faut multiplier l'information de l'encodeur du moteur à chaque
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Figure 3.6 � Représentation de l'écart dû au jeu entre-dents selon di�érentes tensions dans
la courroie.

pas de temps avec le rayon corrigé et ensuite intégrer cette di�érence de position pour avoir

la position réelle. Étant donné que la correction se base sur la mesure directe des cellules de

charge et que celles-ci sont bruitées, la position modi�ée peut diverger de la position réelle.

La variation du rayon n'est donc pas compensée directement dans cet ouvrage, mais elle est

incluse dans l'identi�cation du EJENL sous la forme d'une erreur constante sur le rayon.

Il est aussi intéressant de voir l'impact des deux facteurs d'erreur principaux agissant sur le

système, soit l'élongation de la courroie et l'écart dû au jeu entre-dents entre la poulie et la

courroie. La �gure 3.8 montre ces deux e�ets sur la même échelle. Le jeu entre-dents varie

entre -180 et 220 microns, tandis que l'étirement de la courroie varie de ±70 microns. L'erreur

causée par l'étirement de la courroie est environ deux fois plus petite que l'écart dû au jeu

entre-dents, mais elle n'est cependant pas négligeable lorsqu'on veut atteindre une précision

inférieure à ±100 microns.
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Figure 3.7 � Erreur sur le rayon e�ectif de la poulie en fonction de la tension initiale de la
courroie.

3.4 Identi�cation des paramètres

Il a déjà été établi par Kiliç et collab. (2010) que les courbes du EJENL ont une très bonne

répétabilité en quasi statique et même en dynamique. C'est-à-dire qu'à vitesse constante, peu

importe la vitesse, les courbes du EJENL seront environ les mêmes et pareillement pour dif-

férentes accélérations constantes. On peut donc faire l'hypothèse qu'il est possible d'identi�er

les courbes du EJENL avec une trajectoire à vitesse constante et d'utiliser le résultat obtenu

pour prédire le EJENL d'une trajectoire avec une dynamique plus complexe. De plus, comme

il est mentionné dans les sections précédentes, les courbes du EJENL peuvent être séparées

en quatre parties soit la limite inférieure, la limite supérieure, les courbes de montée et les

courbes de descente. Les limites supérieures et inférieures, étant en fonction de la position

angulaire absolue et de la tension initiale, sont indépendantes des courbes transitoires. À l'in-

verse, puisque les courbes transitoires sont bornées par les limites supérieures et inférieures,

elles sont dépendantes des limites. Cependant, les courbes de montée ne sont pas liées aux

courbes de descente, elles peuvent donc être identi�ées séparément.

Pour avoir une identi�cation plus rapide et plus e�cace, les quatre parties seront identi�ées

séparément. L'identi�cation de la limite supérieure et la limite inférieures est réalisée dans
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Figure 3.8 � Comparaison entre l'écart dû au jeu entre-dents poulie/courroie et l'élongation
de la courroie.

un premier temps par une méthode des moindres carrés linéaire. Par la suite, avec les limites

�xées, il est possible de déterminer les données correspondant aux courbes transitoires, soit les

valeurs de θM , θB et EJENL0. Avec ces données, une première identi�cation par les moindres

carrés donne une idée globale des paramètres de la surface polynomiale des courbes transitoires

et pour améliorer davantage l'estimation, une identi�cation des moindres carrés non linéaire

est réalisée.

Puisque l'identi�cation des quatre parties du EJENL se fait séparément, il est avantageux

d'utiliser des données spéci�ques pour chaque identi�cation. Ainsi, pour identi�er la limite su-

périeure et les courbes transitoires de montée, une trajectoire composée de plusieurs montées à

partir de di�érentes positions de départ (di�érent θB), comme celle présentée à la �gure 3.9(a),

est utilisée. À l'opposé, pour la limite inférieure et les courbes de descente, une trajectoire cor-

respondant à plusieurs descentes selon di�érents points de départ, comme celle présentée à la

�gure 3.9(b), est utilisée. Les courbes du EJENL obtenu sont présentées aux �gures 3.10(a)

et (b).
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(a) Trajectoire pour l'identi�cation de la limite
supérieure et des courbes de montée.

(b) Trajectoire pour l'identi�cation de la limite
inférieure et des courbes de descente.

Figure 3.9 � Trajectoire utilisée pour l'identi�cation du EJENL sur le banc d'essai.

(a) EJENL utilisé pour l'identi�cation de la limite
supérieure et des courbes de montée.

(b) EJENL utilisé pour l'identi�cation de la limite
inférieure et des courbes de descente.

Figure 3.10 � Courbe du EJENL utilisée pour son identi�cation sur le banc d'essai.

3.4.1 Identi�cation des limites

Les équations des limites sont les premières à être identi�ées puisqu'elles sont indépendantes

des courbes transitoires et que ces dernières dépendent des limites. Les limites sont quant à

elle approximées par une équation polynomiale selon la position angulaire et sont identi�ées

par la méthode des moindres carrés linéaires.

Deux méthodes sont utilisées pour représenter les limites à l'aide d'une équation polynomiale.

Lorsque la transition entre la limite associée à l'espace de travail et celle qui est associée au

jeu entre-dents est graduelle, les deux parties de la limite peuvent être identi�ées ensemble. La

limite inférieure est propice à cette situation et son équation polynomiale est continue de θ = 0
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radian à θ = 12 radians comme on peut voir à la �gure 3.11. Si, au contraire, comme pour la

limite supérieure, la transition entre les deux parties de la limite est plus brusque, l'estimation

de la limite ne peut se faire avec un polynôme continu sur toute la plage de valeur. L'équation

de la limite représente alors uniquement la deuxième partie de la limite, comme présentée à

la �gure 3.12. L'équation de la limite supérieure est alors

Lsup =

{
P (θ0), θ < θ0

P (θ), θ ≥ θ0
(3.12)

où θ0 représente la valeur de la position angulaire à laquelle la limite commence. Pour la limite

supérieure, la valeur θ0 = 6 radian comme démontré à la �gure 3.12. La première section de

la limite est identi�ée par la première courbe transitoire de montée, soit à θB = 0.

Figure 3.11 � Identi�cation de la limite inférieure selon plusieurs degrés de polynôme.
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θ0
θ0

Figure 3.12 � Comparaison entre l'identi�cation de la limite supérieure selon l'équation (3.12)
ou selon une trajectoire continue.

Pour l'identi�cation des paramètres des équations polynomiales représentant les limites, les

données associées à la première courbe, soit celles identi�ées par les pictogrammes de la �gure

3.5, sont utilisées. Toutes les trajectoires correspondant aux limites d'une même série de don-

nées auraient pu également être utilisées pour avoir plus de données lors de l'identi�cation.

Cependant, cela aurait accentué le poids de l'identi�cation sur la �n des limites alors que ce

poids doit être réparti sur l'ensemble de la limite. La �gure 3.10a montre bien que la limite

supérieure entre θ = 8 radian et θ = 12 radian est plus dense en points de mesure. Pareille-

ment, la �gure 3.10b montre que la limite inférieure entre θ = 0 radian et θ = 4 radian est plus

dense en points de mesure. Une solution à ce problème aurait été d'ajouter une matrice de

poids lors de l'identi�cation pour pondérer chaque donnée expérimentale. Toutefois, puisque

le début de la limite est plus dense dans une série de données et que la �n est plus dense sur

l'autre, l'ensemble des données correspondant aux limites des deux séries de données pourrait

être utilisé a�n d'identi�er la limite. Toutefois, sélectionner les données correspondant aux

limites serait long et les béné�ces d'une telle identi�cation seraient incertains. La première

option est donc utilisée pour identi�er les courbes des limites.

Pour identi�er les coe�cients des équations polynomiales par la méthode des moindres carrés

linéaire, les équations de la limite doivent être mises sous forme d'un produit matriciel comme

décrit dans la section 1.4.2. En dé�nissant,
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y = [EJENL(1), EJENL(2), EJENL(3), ..., EJENL(k)]T (3.13)

ψL = [LL1, LL2, LL3, ...LLN ]T (3.14)

ΦL =




1 θ(1) θ(1)2 θ(1)3 ... θ(1)N

1 θ(2) θ(2)2 θ(2)3 ... θ(2)N

1 θ(3) θ(3)2 θ(3)3 ... θ(3)N

...
...

...
...

...
...

1 θ(k) θ(k)2 θ(k)3 ... θ(k)N




(3.15)

le modèle linéaire matriciel à résoudre est décrit comme,

y = ΦLψL + ey (3.16)

où ey représente l'erreur sur l'estimation qui est minimisée. L'indice K représente le nombre

de données utilisées pour l'identi�cation alors que l'indice N représente l'ordre de la courbe

polynomiale. Les paramètres de l'équation polynomiale, ψL, sont déterminés en utilisant un

inverse de Moore-Penrose comme

ψL = (ΦL
TΦL)−1ΦL

Ty. (3.17)

La �gure 3.11 montre di�érents degrés de polynômes pour l'estimation de la limite inférieure

ainsi que la racine de l'erreur quadratique moyenne associée à chaque estimation. Passé l'ordre

9, le polynôme devient instable et o�re de moins bonnes performances. Ainsi un polynôme de

degré sept à neuf peut être utilisé pour approximer la limite adéquatement. Dans le reste du

document, la limite inférieure est estimée grâce à un polynôme de degré neuf (N=9).

La �gure 3.12 montre la limite supérieure estimée à l'aide de l'équation (3.12) ainsi qu'avec

un polynôme continu sur toute la plage. La comparaison entre ces deux méthodes montre

bien que la jonction entre les deux sections de la limite est plus brusque et que la courbe

polynomiale continue a plus de di�culté à bien représenter la limite complète. En séparant

les deux limites, il est possible d'avoir une meilleure approximation de la limite entre θ = 6

radians et θ = 12 radians, c'est-à-dire durant la phase c. De plus, l'approximation continue

est de degré neuf tandis que celle de l'approximation séparée est de degré quatre. Il est donc

plus précis et plus e�cace d'estimer la limite supérieure avec l'équation (3.12).
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3.4.2 Identi�cation des courbes transitoires

Les courbes transitoires sont représentées à l'aide d'une surface polynomiale selon θM et θB,

telle que dé�nie par l'équation (3.4) à la page 48. La première étape de leur identi�cation

est de séparer les données expérimentales pour garder uniquement les sections correspondant

aux courbes transitoires, comme le montre la �gure 3.13. Les données en bleu représentent

l'ensemble des données expérimentales alors que celles en rouge indiquent les données utilisées

pour l'identi�cation. Les données des courbes transitoires sont déterminées à l'aide des limites

inférieure et supérieure préalablement calculées. Si une série de données se trouve entre les

limites et possède une vitesse positive, elle est incluse dans les données pour les courbes transi-

toires de montée. À l'opposé, une série de données entre les limites et avec une vitesse négative

est incluse dans les séries de données pour les courbes transitoires de descente. Par la suite,

avec les données des courbes transitoires, les valeurs de θM , θB , EJENL0 et EJENL sont

déterminées à chaque pas de temps. Cette première partie est réalisée de façon automatique

lors du traitement des données.

(a) Section pour les courbes transitoires de des-
cente.

(b) Section pour les courbes transitoires de mon-
tée.

Figure 3.13 � Représentation des données utilisées pour l'identi�cation des courbes transi-
toires.

Deuxièmement, une première identi�cation par la méthode des moindres carrés simples est

réalisée avec les données extraites. La méthode d'identi�cation est la même que celle qui est

utilisée pour les limites, mais les matrices y sont dé�nies comme,

y = [∆EJENL(1),∆EJENL(2),∆EJENL(3), ...,∆EJENL(k)]T

∆EJENL(ki) = EJENL(ki) − EJENL0(ki) (3.18)

ψL = [C1, C2, C3, ..., CS(N)+N ]T (3.19)
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ΦL =




1 θM (1) θ2M (1)2 θMθB(1) θ3M ... θM (1)θ
(N−1)
B

1 θM (2) θ2M (2)2 θMθB(2) θ3M ... θM (2)θ
(N−1)
B

1 θM (3) θ2M (3)2 θMθB(3) θ3M ... θM (3)θ
(N−1)
B

...
...

...
...

... ...
...

1 θM (k) θ2M (k)2 θMθB(k) θ3M ... θM (k)θ
(N−1)
B




(3.20)

Les résultats de cette identi�cation primaire sont présentés à la �gure 3.14. L'estimation faite

par une surface polynomiale de degré neuf est représentée en rouge alors que les données

expérimentales sont en bleu. Les courbes estimées obtenues représentent bien les courbes ex-

périmentales. Cependant, elles ne sont pas encore optimales et comportent encore quelques

défauts majeurs. Premièrement, les données extraites entre les deux limites ne représentent pas

uniquement les courbes transitoires. En utilisant systématiquement toutes les données entre

les deux limites identi�ées, certaines sections correspondant aux limites sont incluses dans

les données servant à l'identi�cation. Il est possible que pour une certaine courbe, la limite

correspondant à la phase a ou c soit légèrement décalée de la limite identi�ée. Ainsi, toute

la section inférieure à la limite est considérée comme faisant partie des courbes transitoires

et cela perturbe l'identi�cation. Elles pourraient être retirées de façon manuelle, mais cette

option n'est pas envisageable dans l'optique d'une méthode complètement automatisée. De

plus, détecter automatiquement la �n de la courbe transitoire et le début de la limite avec des

données expérimentales est plus ardu, puisque la limite ne revient pas toujours parfaitement

à la même place et qu'avec le bruit sur les mesures, le changement de direction créé par la

limite est di�cilement identi�able.

Deuxièmement, l'identi�cation par la méthode des moindres carrés calcule les meilleurs pa-

ramètres pour la surface transitoire dans une section déterminée. Cependant, les résultats

obtenus ne garantissent pas que les courbes transitoires fonctionnent bien avec le reste du mo-

dèle. Il est donc possible, lorsqu'on cherche une meilleure représentation globale des courbes

transitoires, que la courbe de régression diverge à son extrémité et ne rejoigne pas la limite cor-

respondante. La �gure 3.15 montre l'estimé du EJENL calculé avec les paramètres des courbes

transitoires identi�és selon les moindres carrés simples. Il est possible de voir que certaines

courbes transitoires ne rejoignent pas la limite, ce qui cause la divergence de l'estimé. Or, pour

un bon fonctionnement du modèle lors d'essais réels, les courbes transitoires doivent toujours

atteindre leurs limites respectives. Ainsi la méthode des moindres carrés seule ne su�t pas

pour l'identi�cation des courbes transitoires.

Pour que l'identi�cation soit adéquate, les paramètres �naux des courbes transitoires sont

identi�és avec l'outil "LSQnonlin" de Matlab, comme présenté dans la section 1.4.1. En prenant

l'ensemble des données pour l'identi�cation et les équations réelles du modèle, l'erreur globale

peut être minimisée, mais l'erreur locale spéci�que aux courbes transitoires ne peut l'être.
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(a) Courbes transitoires de montée. (b) Courbes transitoires de descente.

Figure 3.14 � Résultats de l'identi�cation des courbes transitoires par les moindres carrés
simple.

(a) Estimation du EJENL ciblant les courbes tran-
sitoires de montée.

(b) Estimation du EJENL ciblant les courbes tran-
sitoires de descente.

Figure 3.15 � Estimation du EJENL en dé�nissant les paramètres des courbes transitoires
selon l'identi�cation avec les moindres carrés linéaire.

L'équation que l'outil LSQnonlin doit minimiser est donc la di�érence entre le EJENL estimé

avec l'équation (3.6) et le EJENL expérimental. À chaque itération de l'outil LSQnonlin, seuls

les paramètres des courbes transitoires sont révisés, ce qui modi�e également le EJENL estimé.

Ces paramètres sont initialisés avec les valeurs obtenues par la première identi�cation linéaire.

Le résultat de l'identi�cation non linéaire est présenté aux �gures 3.16(a) et 3.16(b). Ces �gures
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montrent que l'identi�cation non linéaire permet d'avoir une meilleure identi�cation globale

du EJENL. Les courbes transitoires ne divergent pas et l'erreur globale sur l'identi�cation

du EJNEL est de 4.5 microns. Cependant, même si l'identi�cation non linéaire a permis aux

courbes transitoires d'atteindre leurs limites respectives, il n'est pas certain que toutes les

courbes vont rejoindre leurs limites en condition réelle. Il se peut qu'une courbe transitoire

entre les deux courbes identi�ées passe juste au-dessous de la limite et diverge comme aux

�gures 3.15(a) et 3.15(b). Pour garantir que les courbes transitoires atteignent leur limite, une

zone de tolérance est ajoutée sur celle-ci. Si une courbe transitoire entre dans cette zone pour

en ressortir plus loin sans avoir atteint la limite, cette courbe transitoire est alors forcée sur

la limite. La condition pour la zone de tolérance peut être exprimée comme

EJENL(k) =





LSup(k), si eS < emax et ėS > 0

LInf (k), si eI < emax et ėI > 0

EJENL(k), autrement

(3.21)

où

eS(k) = LSup(k) − EJENL(k)

eI(k) = EJENL(k) − LInf (k). (3.22)

Les termes eS et eI représentent les écarts du EJENL avec la limite supérieure et inférieure

respectivement tandis que ėS et ėI représentent leur première dérivée. La variable emax dé�nit

la zone de tolérance pour l'écart. Plus la valeur de la courbe transitoire se rapproche de la

valeur de la limite, plus l'écart (eS ou eI) diminue jusqu'à être inférieur à la zone de tolérance.

Cette condition est représentée par les critères eS < emax ou eI < emax, selon le cas. Si, une

fois dans cette zone, la valeur de la courbe transitoire n'atteint pas la valeur de la limite et

tend à augmenter, la valeur du EJENL est automatiquement �xée à la valeur de la limite.

Ainsi, le bon fonctionnement du modèle est garanti.

Finalement, avec les paramètres des limites et des courbes transitoires identi�és, il est possible

de développer une fonction pour estimer l'écart dû au jeu entre-dents et les non-linéarités dans

le système tel que présenté dans la section suivante.
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(a) Estimation du EJENL ciblant les courbes tran-
sitoires de montée.

(b) Estimation du EJENL ciblant les courbes tran-
sitoires de descente.

Figure 3.16 � Estimation du EJENL en dé�nissant les paramètres des courbes transitoires
selon l'identi�cation avec les moindres carrés non linéaire.

3.5 Élaboration de la fonction d'estimation du EJENL

Un schéma en blocs de la fonction d'estimation du EJENL est présenté à la �gure 3.17. Cette

fonction utilise comme entrées la position angulaire, la vitesse angulaire du moteur ainsi que

les paramètres préalablement identi�és des quatre sections et calcule le EJENL en se basant

sur les équations présentées dans la section 3.2.2.

Les variables d'entrée sont :

θ : position angulaire du moteur au pas de temps k

θ̇ : la vitesse angulaire du moteur au pas de temps k

PLS : paramètres de l'approximation polynomiale de la limite supérieure

PLI : paramètres de l'approximation polynomiale de la limite inférieure

PSM : paramètres de l'approximation par une surface polynomiale des courbes transitoires de

montée

PSD : paramètre de l'approximation par une surface polynomiale des courbes transitoires de

descente

emax : Valeur représentant la zone de tolérance des limites supérieure et inférieure

Les variables internes sont :

LSUP : Valeur de la limite supérieure au pas de temps k

LINF : Valeur de la limite inférieure au pas de temps k

HLS : Condition de maintien sur la limite supérieure

HLI : Condition de maintien sur la limite inférieure

65



ICM : Condition indiquant une courbe transitoire de montée

ICD : Condition indiquant une courbe transitoire de descente

CDP : Condition lorsqu'il y a un changement de direction

TB : Valeur représentant θB au pas de temps k

G0 : Valeur représentant le EJENL au début de la courbe transitoire

G : Valeur du jeu entre-dents intermédiaire au pas de temps k

eS : Valeur représentant l'écart entre la limite supérieure et la courbe transitoire de montée

eI : Valeur représentant l'écart entre la limite inférieure et la courbe transitoire de descente

TM : Valeur représentant θM
(k − 1) : Indique la valeur du terme à la précédente itération

La valeur de sortie est :

EJENL : Valeur du EJENL à l'itération k

Note : Les indices et les conditions de maintien sont des valeurs persistantes, c'est-à-dire

que leurs valeurs demeurent les mêmes à chaque itération jusqu'à ce qu'elles soient changées.

Ainsi, au début de la fonction, toutes les conditions de maintien et les indices ont la valeur de

l'itération précédente.
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variables d’entrée

θ, θ̇ PLS PLI PSMPSD

calcul des limites

si
CDP = 1
HLS = 1

Si
CDP = 1
HLI = 1

si
autrement

TB = θ
G0 = EJENL

HLS = 0
ICM = 1
ICD = 0

TB = θ
G0 = EJENL

HLI = 0
ICM = 0
ICD = 1

TB = TB(k − 1)

G0 = G0(k − 1)

TM = θ − TB

si
ICM = 1

si
ICD = 1

G = CM(TM , TB) G = CD(TM , TB)

si
G > LSup

ou autrement

EJENL = LSup
HLS = 1

EJENL = LInf
HLI = 1

EJENL = G

eS = LSup −G eI = G− Linf

HLS = 1
ou

eS < emax
ėS > 0

si
G > LInf

ou
HLI = 1

ou
eI < emax
ėI > 0

LInf = LI(θ)
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Figure 3.17 � Diagramme de la fonction d'estimation du EJENL.

Dans le premier segment de la fonction, les deux limites sont déterminées avec la valeur

de la position angulaire en entrée. Elles sont les premières à être calculées puisqu'elles sont

indépendantes de tout le reste. Dans la deuxième section, l'état du EJENL est déterminé pour

choisir les calculs à faire par la suite. Ainsi, si le EJENL se trouve sur les limites et qu'il n'y
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a pas de changement de direction, il n'est pas nécessaire de calculer les courbes transitoires

et la fonction retourne directement la valeur du EJENL qui est égale à la limite. S'il y a un

changement de direction sur la limite, les valeurs θB, G0 et toutes les conditions de maintien

sont changées et les courbes transitoires doivent être calculées tout comme si les limites ne

sont pas atteintes. La valeur de la courbe transitoire est déterminée dans le troisième bloc

selon sa nature (courbe de montée ou courbe de descente). Par la suite, dans le quatrième

bloc, l'atteinte de la limite est véri�ée. Si la courbe transitoire atteint la limite ou entre dans

la zone de tolérance et tend à en ressortir, la valeur du EJENL est �xée à celle de la limite. À

l'opposé, si la limite n'est pas atteinte, la valeur du EJENL est égale à la valeur de la courbe

transitoire. Finalement, la fonction donne en sortie la valeur du EJENL pour l'itération en

cours.

3.6 Validation de la fonction d'estimation

Il a été démontré dans la section précédente qu'il est possible d'identi�er l'écart dû au jeu

entre-dents et les autres non-linéarités entre la poulie et la courroie a�n de créer une fonction

qui estime ces e�ets. Cependant, avant d'implanter cette compensation dans des algorithmes

de commande, il est nécessaire de véri�er si cette fonction d'estimation du EJENL a de bonnes

performances pour d'autres trajectoires. Ainsi, le EJENL de di�érentes trajectoires quasi sta-

tiques et dynamiques est estimé avec la fonction développée et est comparé au EJENL expéri-

mental (EJENLexp), calculé selon le protocole établi dans la section précédente. L'erreur sur

l'approximation est calculée pour valider la performance de la fonction, et celle-ci est dé�nie

comme

eapp = EJENLcomp − EJENLexp, (3.23)

où EJENLcomp est le EJENL déterminé avec la fonction d'estimation développée.

La première trajectoire utilisée pour la validation de l'estimé du EJENL est une trajectoire

quasi statique, puisqu'elle est similaire aux trajectoires utilisées lors de l'identi�cation, soit un

déplacement à vitesse constante d'un point à un autre. La �gure 3.18 montre la trajectoire

prescrite ainsi que l'erreur obtenue sur l'estimé du EJENL. Cette erreur se situe entre ±

20 microns et a une valeur rms de 7.8 microns, tel que démontré par les lignes pointillées.

L'erreur sur l'approximation du EJENL est 170% plus élevée que l'erreur d'identi�cation à

cause de la répétabilité des limites. En comparant le EJENL expérimental à celui du modèle

à la �gure 3.19, il est possible de remarquer que les limites expérimentales sont légèrement

décalées vers l'extérieur lorsque comparées aux limites du modèle. Par conséquent, la valeur

de l'écart au début des courbes transitoires (EJENL0) est également décalée, ce qui crée une

erreur récurrente sur les courbes transitoires. Pour augmenter la précision de l'estimé en quasi

statique, l'identi�cation des paramètres servant à la conception de la fonction d'estimation
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devrait être réalisée sur un plus grand échantillon de données. Ainsi l'identi�cation serait faite

avec plusieurs trajectoires, comme celles utilisées et présentées à la �gure 3.10, et permettrait

notamment d'avoir une meilleure approximation des limites.

Figure 3.18 � Trajectoire quasi statique pour la validation de la fonction de compensation
ainsi que l'erreur sur l'estimation obtenue avec la représentation de sa valeur rms.

Toutefois, une véri�cation avec seulement des courbes quasi statiques n'est pas su�sante pour

garantir le bon fonctionnement de la méthode d'estimation pour toutes les trajectoires. Une

série de tests dynamiques est nécessaire a�n de voir le comportement de l'estimation lorsque

les accélérations et les vitesses sont plus importantes. Ces séries de tests dynamiques repré-

sentent mieux les conditions d'opération futures, c'est-à-dire le découpage au laser. La �gure

3.20 montre une trajectoire typique utilisée pour les tests dynamiques ainsi que l'erreur sur

l'approximation du EJENL obtenue. L'erreur varie de ± 42 microns avec une valeur rms,

illustrée par les lignes pointillées, de 12 microns. L'erreur d'estimation lors d'une trajectoire

dynamique est d'environ le double de l'erreur lors d'une trajectoire quasi statique. Cette di�é-

rence est attribuable à un décalage plus grand des limites comparé au modèle. La �gure 3.21

montre cet écart en comparant le EJENL réel obtenu lors du test dynamique avec celui estimé

avec le modèle développé. La comparaison des deux courbes montre bien que le décalage des

limites est plus important et qu'ainsi l'erreur d'approximation générale est plus grande. De

plus, le tableau 3.2 montre l'erreur sur l'estimation du EJENL selon di�érentes trajectoires

dynamiques. Les résultats obtenus montrent clairement que plus la trajectoire subit des accé-

lérations et des vitesses importantes, plus l'erreur sur l'approximation du EJENL est grande.

Les perturbations causant le décalage des limites sont donc plus importantes sur les trajec-

toires dynamiques. Ainsi, pour améliorer la précision de l'approximation, une identi�cation
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Figure 3.19 � Comparaison entre le EJENL expérimental lors d'une courbe quasi statique et
l'approximation du EJENL réalisée par la fonction de compensation.

de ces facteurs perturbateurs devrait être réalisée. Cependant, une telle identi�cation serait

longue et devrait être e�ectuée pour tous les systèmes, ce qui est fastidieux. En somme, la mé-

thode proposée pour l'identi�cation du EJENL permet de réduire l'erreur rms de 110 microns

sans la compensation à 14 microns avec la compensation, et ce lors de tests aux conditions

dynamiques maximales. À titre de comparaison, la méthode la plus performante proposée par

Kiliç et collab. (2010) permet une réduction de l'erreur rms de son système de 195 microns

à 26 microns. Les tests montrent donc que la méthode proposée dans ce mémoire o�re de

meilleures performances.

Table 3.2 � Résultats de l'estimation du jeu entre-dents pour di�érentes trajectoires dyna-
miques.

Trajectoire Vitesse Max Vitesse rms Accélération max Accélération rms Erreur rms
[m/s] [m/s] [m/s2] [m/s2] [µm]

a 0.606 0.220 2.61 0.770 13.9
b 0.421 0.170 1.68 0.513 11.9
c 0.356 0.114 0.805 0.291 10.5

70



Figure 3.20 � Trajectoire dynamique pour la validation de la fonction de compensation ainsi
que l'erreur sur l'estimation obtenue avec la représentation de sa valeur rms.

En conclusion, il est possible d'approximer le EJENL de di�érentes courbes quasi statiques et

dynamiques à partir d'une fonction basée sur l'identi�cation de celui-ci lors d'une trajectoire

quasi statique. Les performances de cette nouvelle fonction d'estimation démontrent que celle-

ci est �able et qu'elle peut être implantée dans divers algorithmes de commande a�n d'avoir

une meilleure estimation de la position du chariot.

3.7 Estimation du jeu entre-dents sur la table XY de Laserax

Étant donné que l'objectif du projet est d'améliorer la précision de la table de découpe acquise

par Laserax, il est important de véri�er si le modèle d'estimation du EJENL développé peut

être aisément adapté à la table. Ainsi, le capteur optique linéaire et l'encodeur rotatif externe

sont installés sur un axe de la table de positionnement. Le capteur optique est �xé sur le

chariot et l'encodeur du moteur sur la poulie menante. De plus, aucune boîte de réduction

n'est utilisée entre l'encodeur et la poulie menante, permettant au EJENL d'être facilement

isolé. Toutefois, les cellules de charge ne peuvent pas être installées sur la table en raison d'un

problème d'assemblage. Il n'a également pas été possible d'acquérir l'information du couple

fourni par le moteur pour avoir une approximation de la force dans la courroie.

Le protocole pour obtenir le EJENL expérimental est le même que celui déterminé à la section

3.3 pour le banc d'essai. Le chariot est déplacé à vitesse constante sur le rail par le biais de
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Figure 3.21 � Comparaison entre le EJENL expérimental lors d'une courbe dynamique et
l'approximation du EJENL réalisée par la fonction de compensation.

la poulie et du moteur. Les mesures de positions obtenues par le capteur linéaire optique et

l'encodeur du moteur sont enregistrées tout au long des tests. Par la suite, le EJENL est calculé

en comparant l'information de la position du chariot et celle de la poulie avec l'équation (3.7).

Le EJENL expérimental obtenu avec la table acquise par Laserax est présenté à la �gure 3.22.

Celle-ci représente di�érentes courbes de EJENL pour di�érentes tensions de la courroie lors

de plusieurs allers-retours du chariot. Par contre, il n'est pas possible d'avoir la tension exacte

dans la courroie, mais seulement une approximation puisqu'il n'y a pas de cellule de charge

sur le montage.

Les courbes du EJENL obtenues con�rment premièrement que la tension dans la courroie

a�ecte grandement l'erreur liée au jeu entre-dents. Plus la courroie est tendue, plus l'erreur

sur le rayon est grande, comme démontré à la section 3.3.1. Cependant, les courbes du EJENL

obtenues divergent à première vue des résultats du banc d'essai. Il n'est pas possible de retrou-

ver les quatre sections du EJENL expérimental telles qu'illustrées à la �gure 3.5. Les courbes

présentées à la �gure 3.22 comportent plutôt deux trajectoires séparées d'une distance d'envi-

ron 60 microns. Il est cependant normal d'avoir un saut lors d'un changement de direction dû

à l'étirement de la courroie. À titre de comparaison, le saut associé à l'étirement de la courroie

lors du changement de direction sur le banc d'essai était d'environ 25 microns.
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Figure 3.22 � Écart dû au jeu entre-dents (EJENL) expérimental obtenu sur la table XY
acquise par Laserax selon di�érentes tensions dans la courroie.

Une première option pour expliquer les résultats obtenus est que le saut représente un jeu entre-

dents minime et presqu'instantané. Ainsi, les courbes transitoires ne seraient pas visibles et

les trajectoires obtenues seraient composées majoritairement des phases a et c correspondant

à l'écart causé par le jeu entre-dents constant tel que démontré à la �gure 3.1. Cependant, en

approfondissant l'analyse des résultats, il est possible de démontrer que cette hypothèse est

invraisemblable. Premièrement, en mesurant l'épaisseur des dents de la courroie et la largeur

des rainures de la poulie, on peut déterminer qu'il y a une di�érence d'environ 500 microns.

Bien que ces mesures aient été prises avec un pied à coulisse et donc qu'elles soient peu précises,

il est quand même possible de déterminer qu'il y a un jeu fonctionnel non négligeable. De plus,

en regardant l'écart dû au jeu entre-dents sur la �gure 3.22, on remarque que celui-ci ne dépasse

pas les 450 microns pour la tension la plus forte. L'écart dû au jeu entre-dents n'a donc pas

atteint a priori son maximum lors des tests.

Le saut est dû à priori à l'étirement de la courroie et non à un écart instantané dû au jeu

entre-dents. Lors des tests, la résistance s'opposant au mouvement du chariot, qui crée par le

fait même la tension dans la courroie, provient majoritairement de la friction entre le chariot

et le rail. Cette friction a été mesurée avec un dynamomètre et est évaluée à cinq newtons

pour la table de découpe de Laserax comparé à 2.3 newtons pour le banc d'essai. Avec le banc

d'essai, la discontinuité reliée à l'étirement de la courroie est d'environ 25 microns, comme il

est possible de voir à la �gure 3.4a. Or, puisque la loi de Hooke est linéaire et que les deux

systèmes utilisent une courroie similaire, il est raisonnable de penser qu'avec une force de
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friction d'environ le double, la discontinuité reliée à l'étirement de la corroie sera deux fois

plus grande également. Il est à priori normal d'avoir une discontinuité d'environ 60 microns

sur la table de découpe acquise par Laserax.

Par conséquent, avec ces deux paramètres d'analyse, il est possible d'énoncer l'hypothèse que

les courbes obtenues avec la plage de mesure de 500mm représentent uniquement la première

courbe de montée, tel que représenté par les pictogrammes triangulaires vides de la �gure 3.2.

L'erreur causée par le jeu entre-dents entre la poulie et la courroie reste uniquement dans les

phases a et b et n'atteint jamais son maximum sur la plage mesurée. Les courbes du EJENL

n'atteignent jamais la limite supérieure, soit la phase c. Cependant, les mesures ont été prise

sur une plage de 500mm correspondant à la longueur de la bande optique. Avec une bande

optique plus longue, il aurait été a priori possible d'observer les trois phases du jeu entre-dents.

De plus, puisque durant la phase transitoire la friction entre la poulie et la courroie assure la

transmission de la puissance, une longue période transitoire, comme c'est le cas avec la table

acquise par Laserax, indiquerait une grande friction entre la poulie et la courroie. Ainsi, la

friction entre la courroie et la poulie serait trop importante pour observer le cycle complet

du jeu entre-dents sur une plage de 500 mm. Somme toute, les résultats obtenus, il n'est pas

possible d'identi�er l'écart dû au jeu entre-dents et ainsi de la compenser dans un algorithme

de commande.

Finalement, puisque les courbes obtenues avec la table de positionnement acquise par Laserax

représentent seulement la courbe transitoire débutant à l'origine, il ne peut être con�rmé que

le modèle du EJENL peut être adapté à tous les systèmes à courroie. Ainsi, l'écart dû au jeu

entre-dents d'un autre système est étudié a�n de valider le modèle développé.

3.8 Estimation du jeu entre-dents sur un système commercial

Comme il a été présenté dans la section précédente, il n'est pas possible de con�rmer, avec les

résultats obtenus sur la table acquise par Laserax, que la méthode développée pour représenter

le EJENL est adaptable à tous les systèmes. La période transitoire du EJENL est trop grande

pour être acquise par la règle optique disponible. Ainsi, pour véri�er si le modèle développé

peut être adapté à tous les systèmes commerciaux, l'écart dû au jeu entre-dents d'un axe

linéaire commercial entraîné par une courroie est déterminé. Les caractéristiques de l'axe

utilisé sont présentées dans le tableau 3.3.

La procédure de test est la même que celle qui est présentée dans la section 3.3. Le capteur

optique est installé sur le chariot et le même moteur que le banc d'essai est utilisé, avec son

encodeur, pour mesurer le déplacement angulaire de la poulie. L'encodeur externe et les cellules

de charge ne peuvent pas être utilisés à cause des problèmes d'assemblage sur l'axe commercial.

Puisque le système commercial utilise une boîte de réduction avec un ratio de 3 :1, le EJENL

74



Table 3.3 � Caractéristiques de l'axe linéaire commercial utilisé.

Compagnie Thomsom
Modèle 2HE-M10-0ZP

Type de courroie AT 3 mm, largeur : 20 mm
Répétabilité 0.1 mm
Précision 0.2 mm
Longueur 500 mm

Ratio de réduction 3 :1

est a�ecté par l'écart dû au jeu entre-dents des engrenages. Toutefois, il est possible d'isoler

ce jeu d'engrenages et d'analyser uniquement le EJENL. La trajectoire qu'emprunte le chariot

lors des expérimentations sur le système commercial est sensiblement la même que celle qui

est suivie lors des tests sur le banc d'essai. Le EJENL obtenu est présenté à la �gure 3.23.

Figure 3.23 � Écart dû au jeu entre-dents (EJENL) expérimental obtenu sur l'axe linéaire
commercial ainsi que l'approximation des limites réalisée avec une polynomiale de degré 5.

La �gure 3.23 montre que le EJENL obtenu sur l'axe commercial a environ la même forme

que le EJENL obtenu expérimentalement sur le banc d'essai, tel que présenté à la �gure 3.5.

Il est possible de distinguer les deux limites représentées par les lignes pointillées, ainsi que les

courbes transitoires. Cependant, les trajectoires des limites et des courbes transitoires ne sont

pas aussi lisses que celles obtenues sur le banc d'essai. Les courbes obtenues sont perturbées

par un facteur périodique ou une autre perturbation non linéaire à plus haute fréquence qui
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semble se superposer aux courbes attendues. De plus, il est facilement remarquable que toutes

les courbes semblent subir les mêmes e�ets, puisqu'elles ont la même trajectoire perturbatrice.

Ces perturbations pourraient cependant être compensées avec la connaissance de l'étirement de

la courroie, déterminé par les cellules de charge. Comme démontré par la �gure 3.4, l'utilisation

des cellules de charge permet de compenser une grande partie des non-linéarités du système et

regroupe les courbes ensemble. Cependant, même s'il n'est pas possible d'utiliser l'information

des cellules de charge, il est possible d'identi�er ces e�ets et de les compenser. Ainsi, les e�ets

perturbateurs agissant sur les limites sont identi�és a�n de créer une compensation qui est

appliquée sur les autres courbes. Il y a donc une compensation pour les trajectoires de montée

reliée à l'e�et perturbateur de la limite supérieure, et une compensation pour les trajectoires

de descente reliée à l'e�et perturbateur agissant sur la limite inférieure. Les deux limites sont

utilisées pour avoir des meilleurs résultats.

Pour identi�er ces facteurs perturbateurs, il faut d'abord dé�nir la courbe que devrait avoir les

limites sans les e�ets perturbateurs. À cette �n, il est possible d'approximer les courbes limites

avec une équation polynomiale telle que celle décrite dans la section 3.4.1. Ainsi, les limites

sont identi�ées par la méthode des moindres carrés à partir des données correspondant aux

limites supérieures ou inférieures. L'approximation des limites obtenues est représentée par

les lignes pointillées de la �gure 3.23. Par la suite, il est possible de déterminer la trajectoire

des perturbations en soustrayant l'approximation de la limite aux données expérimentales

correspondant à celles-ci. La trajectoire correspondant aux perturbations agissant sur la limite

supérieure est présentée à la �gure 3.24.

En connaissant la trajectoire des perturbations pour la limite supérieure et la limite inférieure,

il est possible d'identi�er ces perturbations. Une fonction par la sommation des sinus est utilisée

pour l'estimation, puisque l'erreur est de nature périodique. L'équation de l'approximation des

perturbations (Tpert) est dé�nie comme

Tpert = a1 sin(b1θ + c1) + a2 sin(b2θ + c2) + ...+ aN sin(bNθ + cN ), (3.24)

où les termes a1, b1, c1, ..., aN , bN , cN sont identi�és par la méthode des moindres carrés. Une

sommation de sinus d'ordre 9 (N=9) a été utilisée pour représenter la trajectoire des perturba-

tions, tel que démontré à la �gure 3.24. À titre de comparaison, la trajectoire des perturbations

a également été identi�ée avec une polynomiale de degré 9, ce qui représente le meilleur ré-

sultat obtenu avant que l'identi�cation ne devienne instable. La comparaison entre les deux

méthodes d'identi�cation montre bien que l'approximation par la sommation des sinus est la

meilleure des deux options.

Finalement, avec l'approximation des perturbations, il est possible de calculer les perturbations

agissant sur toute la trajectoire et de les compenser. Le EJENL obtenu avec la compensation
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Figure 3.24 � Perturbations agissant sur la limite supérieure obtenue en soustrayant l'ap-
proximation de la limite aux données expérimentales.

des perturbations est présenté à la �gure 3.25. Cette �gure montre bien que les trajectoires

obtenues sont plus lisses et plus facilement identi�ables que les précédentes. La forme du

EJENL avec compensation des perturbations est plus similaire au EJENL obtenu sur le banc

d'essai, même si sur la �gure 3.25 on peut remarquer qu'il semble y avoir plus de bruit. Une

forme moins bruitée et similaire aux résultats recueillis sur le banc d'essai aurait été obtenue

si les cellules de charge avaient été utilisées pour compenser l'étirement de la courroie. Ainsi, il

aurait été possible d'identi�er toutes les sections du EJENL expérimental de la même manière

que pour le banc d'essai. A priori, il n'y a aucune raison apparente qui empêcherait la méthode

développée de fonctionner sur un autre axe commercial similaire. La principale contrainte est

d'avoir une règle optique su�samment longue pour mesurer le déplacement réel du chariot sur

l'ensemble de la plage de travail et ainsi mesurer complètement l'écart dû au jeu entre-dents.

3.9 Conclusion

Ce chapitre a été consacré à l'étude du jeu entre-dents entre une poulie et une courroie crantée

en plus du développement d'une nouvelle méthode de représentation et d'identi�cation de

celui-ci. La particularité de la représentation proposée réside dans l'inclusion des autres non-

linéarités a�ectant le système global à la modélisation théorique du jeu entre-dents. Un autre

aspect intéressant de la nouvelle représentation est le modèle mathématique qui le décrit. Ainsi,

l'ensemble du modèle est représenté par des conditions booléennes, une fonction minimum et
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Figure 3.25 � Écart dû au jeu entre-dents (EJENL) expérimental obtenu sur l'axe linéaire
commercial avec la correction des perturbations.

maximum et des équations polynomiales, ce qui permet également une identi�cation et une

implantation plus simple. Pour valider le modèle proposé, l'écart dû au jeu entre-dents et les

autres non-linéarités, soit le EJENL, du banc d'essai ont été mesurés et identi�és avec succès

lors d'un parcours quasi statique ce qui a permis de développer une fonction d'estimation

du EJENL. Cette fonction a été validée en estimant le EJENL de di�érentes courbes quasi

statiques et dynamiques avec une erreur rms respective de 8 et 12 microns. Ainsi, il a été

con�rmé que le modèle proposé permet de créer une fonction d'estimation du EJENL pouvant

servir dans des applications dynamiques en temps réel. De plus, a�n de déterminer que la

nouvelle représentation du EJENL n'est pas unique au banc d'essai, le EJENL de la table

de découpe acquise par Laserax et celui d'un axe commerciale entrainé par une courroie a

été mesuré et analysé. Bien que les résultats obtenus avec la table de Laserax n'aient pas été

concluants, la forme du EJENL d'un autre axe commercial a pu être déterminée et celle-ci

est comparable au modèle développé, ce qui démontre le potentiel d'application aux autres

systèmes entrainés par une courroie.
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Chapitre 4

Modi�cation des algorithmes de

commande

Dans le chapitre deux, di�érents contrôleurs proposés dans la littérature pour la commande

d'un système à joint �exible ont été implantés sur le banc d'essai. Les résultats obtenus ont

permis premièrement de constater que le jeu entre-dents entre la poulie et la courroie a�ecte

grandement la précision. De plus, il a été déterminé que l'utilisation d'un deuxième capteur

situé après le joint �exible permet d'intégrer le caractère élastique de la courroie dans la

commande a�n d'améliorer davantage la précision. Ainsi, une solution simple pour améliorer

les performances est d'ajouter un capteur permettant l'acquisition de la position du chariot

directement. Cependant, ces capteurs sont dispendieux et ainsi l'objectif qui est d'améliorer

la précision sans augmenter le coût du système de façon signi�cative n'est pas atteint.

Les résultats obtenus ont permis d'élaborer une piste de solution pour améliorer la précision

d'un axe entraîné par une courroie en respectant les critères de ce projet. Ainsi, l'ajout de

deux cellules de charge reliant le chariot aux segments de courroie a permis de prendre en

compte l'e�et élastique de la courroie en estimant son élongation. Cependant, l'utilisation des

cellules de charge seules ne permet pas de corriger l'e�et du jeu entre-dents entre la poulie et la

courroie. Par conséquent, une compensation de l'écart dû au jeu entre-dents a été développée

dans le chapitre 3 en se basant sur une nouvelle méthode de représentation. Di�érents tests

ont été e�ectués pour démontrer l'e�cacité de cette méthode. En combinant l'élongation de la

courroie avec la compensation de l'écart dû au jeu entre-dents, il est possible d'avoir un bon

estimé de la position du chariot.

Cette méthode d'estimation de la position du chariot est implantée dans les algorithmes de

commande par couple pré-calculé et en cascade a�n d'améliorer leurs performances, tout en

respectant les objectifs �xés. Les résultats obtenus sont présentés dans ce chapitre. Les per-

formances des nouvelles versions de contrôleurs sont comparées aux résultats des premières

versions pour quanti�er l'amélioration réalisée.
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4.1 Mise en contexte

Dans la première version des algorithmes de commande, présentée au chapitre 2, la structure

de commande était la même que celle qui est proposée dans la littérature. Cependant, pour

atteindre un intervalle d'erreur e99 sur le suivi de la trajectoire qui est inférieure à±100 microns

sans l'ajout de capteurs dispendieux, l'utilisation du capteur linéaire n'est plus possible. Ainsi,

dans la deuxième version des contrôleurs, la rétroaction directe de la position du chariot est

remplacée par l'estimé de la position du chariot, x̂M , calculé à partir des mesures des deux

cellules de charge et de la compensation de l'écart dû au jeu entre-dents et des autres non-

linéarités (EJENL) c'est-à-dire,

x̂M = Rθ + CEJENL + ∆EC , (4.1)

où CEJENL est la compensation du EJENL tandis que ∆EC est la compensation de l'élongation

de la courroie telle que calculée par l'équation (3.9).

Les contrôleurs par couple pré-calculé et en cascade sont modi�és a�n d'inclure l'estimation de

la position du chariot via l'équation (4.1). Toutefois, le contrôleur PID n'est pas modi�é pour

ajouter les compensations du EJENL et de l'étirement de la courroie, car cet ajout aurait

une in�uence minime comparée à l'ajout de l'anticipation du couple. La deuxième version

des algorithmes de commande est implantée sur le banc d'essai et les résultats obtenus sont

comparés aux performances des contrôleurs sans la compensation. La procédure des tests est

la même que celle qui est présentée à la section 2.2. Le chariot doit suivre la trajectoire

test aussi �dèlement que possible à l'aide de son contrôleur. La position du chariot ainsi que

la position angulaire du moteur sont mesurées par leurs capteurs respectifs. L'erreur sur le

suivi de trajectoire est calculée pour déterminer les performances des algorithmes et elle est

représentée par la valeur maximale, la valeur rms de l'erreur ainsi que l'intervalle de l'erreur à

99%. Une comparaison des performances de tous les contrôleurs implantés sur le banc d'essai

est présentée au tableau 4.1.

Les algorithmes de commande auraient pu être modi�és davantage pour inclure l'information

des cellules de charge de façon plus signi�cative. Cependant, en modi�ant trop les algorithmes,

leur complexité est augmentée et leur implantation est plus di�cile. Également, puisque le

signal des cellules de charge utilisées est très bruitées, une utilisation plus marquée de celles-

ci dans le système pourrait augmenter les perturbations et diminuer les performances. Un

�ltre pourrait être appliqué sur la mesure de la tension lue par la cellule de charge, mais cela

amènerait un retard sur la lecture et pourrait déstabiliser système. L'utilisation d'une simple

compensation de l'élongation est donc su�sante pour prendre en compte le caractère élastique

de la courroie et ainsi améliorer la précision.
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4.2 Couple pré-calculé

Il a été observé dans la section 2.4 que l'erreur sur le suivi de trajectoire avec un contrôleur par

couple pré-calculé avec une rétroaction sur l'encodeur du moteur est grandement in�uencée

par le jeu entre-dents entre la poulie et la courroie. De plus, même avec une rétroaction sur la

position directe du chariot, l'erreur est a�ectée par l'élasticité de la courroie. Or, en modi�ant

le contrôleur pour y ajouter une compensation du EJENL et de l'élongation de la courroie,

comme présenté par le diagramme bloc à la �gure 4.1, les performances du contrôleur devraient

moins être a�ectées par ces perturbations. Cette nouvelle version du contrôleur, notée CPMV 2,

utilise l'information de l'encodeur moteur, des cellules de charge et la compensation du EJENL

pour estimer la position du chariot. Cette position estimée est ensuite comparée à la position

désirée pour calculer le couple à appliquer au moteur.

Système
ex UM θ

eq.(2.7)
ẋd

ẍd

xd

x̂M

PIDx

Up

Estimateur eq(4.1) dθ
dt

FA

Figure 4.1 � Diagramme bloc du contrôleur par couple pré-calculé CPMV 2 avec la compen-
sation de l'écart dû au jeu entre-dents et des autres non-linéarités (EJENL).

La �gure 4.2 montre l'erreur sur le suivi de trajectoire avec le contrôleur par couple pré-calculé

CPMV 2 qui utilise la compensation du EJENL et de l'étirement de la courroie. L'erreur sur

le suivi de trajectoire présente un intervalle e99 de 22 ±125 microns et une valeur maximale

de 210 microns. L'ajout de la compensation du EJENL et de l'élongation de la courroie au

contrôleur par couple pré-calculé améliore l'estimation de la position du chariot et permet une

diminution de l'erreur d'environ 55%, en comparaison avec le contrôleur sans compensation

qui présente un intervalle e99 de 60 ±220 microns. De plus, le coût du contrôleur a augmenté

de 100$, soit le coût correspondant aux deux cellules de charge et à l'ampli�cateur utilisés. Il

est également possible de remarquer à la �gure 4.3 que la densité de probabilitée de l'erreur

est plus similaire à la loi normale. Il n'y a plus de pic de densité comme avec le contrôleur

CPMV 1. Cependant, la �gure 4.2 montre que malgré une bonne estimation de la position

du chariot, illustré par la courbe en rouge, l'erreur sur le suivi de trajectoire obtenue avec le

contrôleur par couple pré-calculé CPMV 2 est non-négligeable.

L'erreur sur le suivi de trajectoire avec le contrôleur par couple pré-calculé est principalement
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Figure 4.2 � Illustration de l'erreur sur le suivi de trajectoire (etraj) lors du test avec le
contrôleur par couple pré-calculé V2 qui compense le EJENL. L'erreur sur l'estimation de la
position (eest) et l'intervalle d'erreur à 99% (e99) sont ajoutés pour améliorer la compréhension.

causée par la capacité du contrôleur à suivre la trajectoire et la précision de l'estimation de

la position chariot. La capacité du contrôleur à suivre la trajectoire dépend des gains que l'on

dé�nis au contrôleur, aux bruits dans le système et de la structure de commande. Entre les

deux versions du contrôleur, CPMV 1 et CPMV 2, ces paramètres sont globalement similaires.

Cependant, la précision sur l'estimation de la position du chariot varie grandement entre les

deux versions du contrôleur. Dans la version CPMV 1, l'erreur d'estimation varie entre -100

et 250 microns et dans la version CPMV 2, l'erreur sur l'estimation de la position du chariot

est d'environ ± 30 microns. Connaissant l'erreur sur l'estimation de la position du chariot de

chaque version, il est possible de la soustraire de l'erreur sur le suivi de trajectoire associé. Il

donc est possible de déterminer l'erreur ecV 1 et ecV 2 spéci�que à la performance interne des

deux versions de contrôleur . Ces erreurs sont dé�nies comme

ecV 1 = etV 1 − eestV 1 (4.2)

ecV 2 = etV 2 − eestV 2, (4.3)

où etV 1 et etV 2 sont respectivement les erreurs sur le suivi de trajectoire des deux versions

et eestV 1 et eestV 2 sont les erreurs sur l'estimation de la position du chariot des contrôleurs

CPMV 1 et CPMV 2. La �gure 4.4 représente l'erreur liée au contrôleur des deux versions et il

est possible de constater que celles-ci sont semblables. De plus, il est possible de constater que
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l'erreur ecV 2 est similaire à l'erreur sur le suivi de trajectoire présenté à la �gure 4.2. Ainsi,

l'erreur sur l'estimation de la position du chariot n'aurait plus d'e�et marqué sur l'erreur du

suivi de trajectoire pour la version CPMV 2 et cette erreur serait principalement causée par les

performances internes du contrôleur. À l'opposée, dans la première version, CPMV 1, l'erreur

serait causée par l'estimation de la position du chariot et les performances du contrôleur.

Les performances du contrôleur pourraient être améliorées davantage avec une meilleure iden-

ti�cation du système pour ainsi avoir une meilleure anticipation du couple que doit fournir

le moteur. Malgré tout, les performances obtenues avec ce contrôleur ne sont pas su�santes

pour atteindre l'objectif d'un intervalle e99 inférieur à ±100 microns.

Figure 4.3 � Illustration de la densité de l'erreur sur le suivi de trajectoire avec le contrôleur
par couple précalculé CPMV 2.

4.3 Cascade

Il a été démontré dans la section 2.5 que le contrôleur cascade CSV 1 o�re de bonnes perfor-

mances en utilisant à la fois les mesures du capteur optique �xé sur le chariot et celles de

l'encodeur du moteur. Ces deux capteurs mesurent l'information sur l'état du système avant

et après le joint �exible. Avec ces deux capteurs, le contrôleur peut inclure l'e�et du joint

�exible et également corriger le EJENL a�n d'atteindre un intervalle d'erreur e99 de ±38
microns. Cependant, pour atteindre une précision de ± 100 microns sans ajouter de capteur

dispendieux autre que l'encodeur du moteur, dans la seconde version du contrôleur cascade,

notée CSV 2, les mesures du capteur optique �xé au chariot sont remplacées par l'estimé de la
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Figure 4.4 � Illustration de l'erreur du contrôleur V1, ecV 1, et de l'erreur sur le suivi de
trajectoire du contrôleur V2, etV 2.

position de celui-ci, calculé avec l'équation (4.1). Les cellules de charge et la compensation du

EJENL permettent d'obtenir directement l'état du joint �exible et ainsi, toutes les informa-

tions nécessaires au bon fonctionnement du contrôleur en cascade sont présentes. Les lois de

commande restent les mêmes que celles qui sont présentées à la section 2.5. Seule la boucle de

rétroaction change, comme le montre le diagramme bloc à la �gure 4.5, pour intégrer l'estimé

de la position du chariot.

PIDX
xd ex F ′

r eq(2.11)
θd eθ

PID θ Système

Estimateur eq(4.1)x̂M

θ

BLOC A BLOC B

dθ
dt

FA

eq(2.13)
ẋd

ẍd
Fr

UM

eq(2.15)
θ̈d

F ′
r

T ′
mot

θ̇

Figure 4.5 � Diagramme bloc de la version CSV 2 du contrôleur en cascade avec la compen-
sation du EJENL et de l'élongation de la courroie.
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Figure 4.6 � Illustration de l'erreur sur le suivi de trajectoire (etraj) lors du test avec le contrô-
leur en cascade CSV 2 qui utilise la compensation du EJENL et des non-linéarités. L'intervalle
d'erreur à 99% (e99) est ajouté pour améliorer la compréhension.

La �gure 4.6 montre l'erreur sur la trajectoire du contrôleur en cascade CSV 2. L'erreur maxi-

male est de 105 microns et l'intervalle e99 est d'environ ±85 microns. Il est ainsi possible

d'a�rmer que l'objectif est atteint, puisque l'intervalle e99 est inférieur à ±100 microns et

que le contrôleur n'utilise pas de capteur dispendieux autre que l'encodeur du moteur. La

version CSV 2 a un coût associé au capteur d'environ 240$ tandis que la version CSV 1 a un

coût d'environ 1425$. Il est également possible de voir avec la �gure 4.7 que la distribution

de densité de l'erreur est presqu'identique à la courbe normale. Toutefois, l'erreur est deux

fois plus grande que celle de la première version du contrôleur, qui était de ±38 microns en

utilisant l'encodeur optique �xé au chariot. Cette erreur est principalement due au fait que

la position du chariot est maintenant estimée par l'encodeur moteur, les cellules de charge

et la compensation du EJENL. Comme démontré dans la section 3.6, l'erreur sur l'estimé de

la position du chariot atteint des maximums à 40 microns. Il est donc évident qu'il est peu

probable d'atteindre une erreur sur le suivi de trajectoire inférieure à 40 microns.

De plus, comme il a été mentionné dans la section 1.1, l'encodeur rotatif lié a la poulie a une

résolution équivalente à 12 microns, tandis que le capteur optique linéaire a une résolution de

5 microns. En utilisant l'estimé de la position du chariot avec une résolution plus faible, le

bruit de dérive est plus grand et le gain Kd du contrôleur doit être réduit, ce qui diminue par

le fait même les performances du contrôleur.
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Figure 4.7 � Illustration de la densité de l'erreur sur le suivi de trajectoire avec le contrôleur
en cascade CSV 2.

4.4 Analyse et conclusion

Dans ce chapitre, la compensation du EJENL et de l'élongation de la courroie ont été ajoutées

aux algorithmes de commande présentés dans le chapitre 2, a�n d'améliorer leurs performances

et d'atteindre l'objectif qui est d'avoir un intervalle d'erreur e99 inférieur à ±100 microns sans

l'ajout de capteurs dispendieux autres que l'encodeur du moteur. Les deux contrôleurs modi�és

ont été implantés à nouveau sur le banc d'essai pour pouvoir comparer leurs performances avec

et sans la compensation du EJENL et de l'élongation de la courroie. Le tableau 4.1 présente

un résumé des résultats obtenus. L'erreur sur le suivi de trajectoire est représentée à l'aide

de la valeur maximale de l'erreur, la valeur rms et l'intervalle d'erreur à 99% soit e99. L'écart

e99 représente l'intervalle dans lequel l'erreur se trouve 99% du temps avec l'hypothèse qu'elle

suit une distribution normale.

Le premier contrôleur implanté était le contrôleur par couple pré-calculé avec une rétroaction

sur la position angulaire du moteur. Dans la première version du contrôleur, soit CPMV 1, la

position du chariot était estimée uniquement par l'encodeur du moteur, ce qui introduisait

une grande erreur. Dans la seconde version, CPMV 2, présentée dans ce chapitre, la position

du chariot est encore estimée avec l'encodeur du moteur, mais la compensation du EJENL et

de l'étirement est ajoutée a�n d'améliorer la précision sur l'estimé de la position du chariot.

Comme présenté dans le tableau 4.1, l'erreur sur le suivi de trajectoire pour la version CPMV 2

diminue d'environ la moitié puisque la position du chariot est mieux estimée. L'erreur restante

est due aux performances internes du contrôleur et pourrait être améliorée avec une meilleure
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identi�cation des paramètres du système. Il est également possible de voir que la moyenne de

l'intervalle e99 n'est pas nulle pour les deux versions. Cela indique qu'il y a un facteur non

aléatoire qui vient perturber l'erreur. Ce facteur est plus grand dans la version CPMV 1 que

dans la version CPMV 2 puisque la moyenne de l'erreur y est plus grande. Malgré tout, les

performances du contrôleur n'atteignent pas l'objectif �xé puisque l'intervalle e99 est supérieur

à ±100 microns.

Le deuxième contrôleur implanté sur le banc d'essai était le contrôleur en cascade. La première

version présentée dans le chapitre deux, CSV 1, utilisait la mesure de l'encodeur linéaire �xé

sur le chariot en plus de celle de l'encodeur rotatif lié au moteur pour inclure l'e�et élastique

de la courroie et atteindre de meilleures performances. Toutefois, cette première version ne

respectait pas les objectifs �xés puisqu'elle nécessitait l'ajout d'un capteur dispendieux. Dans

la seconde version du contrôleur, CSV 2, le capteur optique �xé sur le chariot est remplacé par

l'encodeur du moteur ainsi que la compensation du EJENL et de l'élongation de la courroie.

Les résultats obtenus, présentés dans le tableau 4.1, permettent de voir que l'erreur a doublé,

mais que l'objectif est atteint. L'erreur de la version CSV 2 est supérieure à celle de la première

version en raison du remplacement du capteur optique. L'estimation faite par l'encodeur du

moteur et les compensations est moins précise et a une moins bonne résolution que le capteur

optique linéaire, ce qui cause une diminution de la performance. De plus, le coût de la version

CSV 2 est nettement inférieur à celui de la version CSV 1 puisqu'elle n'utilise pas le capteur

linéaire optique �xé au chariot. Il est également intéressant de constater que le contrôleur

cascade CSV 2 est plus précis et moins cher que le contrôleur par couple pré-calculé CPCV 1

avec une rétroaction sur la position directe du chariot. Même si le contrôleur CPCV 1 utilise

un capteur de haute précision pour mesurer la position du chariot, il n'inclut pas l'e�et de

la courroie dans le contrôleur et induit une erreur. Cela démontre donc l'utilité du contrôleur

cascade pour le contrôle de système à joint �exible.

Finalement, il est possible de conclure que le capteur optique dispendieux qui mesure directe-

ment la position du chariot peut être remplacé par l'encodeur du moteur, une compensation du

EJENL et une compensation de l'élongation de la courroie via l'acquisition de la tension dans

la courroie par deux cellules de charge, ce qui résulte en une solution technologiquement moins

dispendieuse. L'utilisation des cellules de charge permet d'inclure le caractère élastique de la

courroie dans les contrôleurs et avec la compensation du EJENL, corrige les autres erreurs de

transmission.
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Table 4.1 � Tableau résumant les performances des contrôleurs implantés sur le banc d'essai.

Contrôleur PID Couple pré-calculé Cascade
Version PIDV 1 CPMV 1 CPMV 2 CPCV 1 CSV 1 CSV 2

e99 [µm] N.D. 60±220 22±125 8±97 ±38 ±85
erms [µm] 440 105 52 38 15 31
emax [µm] 1000 280 210 180 65 105
Rétroactions et
compensations

Moteur Moteur Moteur
C.d.C*
CEJENL

Chariot Chariot,
moteur

Moteur,
C.d.C*
CEJENL

Indice de coût 225$ 225$ 325$ 1200$ 1425$ 325$
Atteinte objectif non non non non non oui

*Note : Le terme C.d.C est l'abréviation pour Cellule de charge.
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Conclusion

Ce mémoire a présenté les travaux e�ectués pour améliorer la précision d'un axe linéaire en-

traîné par une courroie en partenariat avec la compagnie québécoise Laserax. Cette compagnie

spécialisée dans les procédés laser industriels voulait étendre son champ d'activités vers la dé-

coupe au laser de plaques métalliques minces. Cependant, la table de découpe laser acquise

par la compagnie a une précision de base estimée à 800 microns ce qui est loin de la précision

nécessaire de ± 100 microns a�n d'être compétitive dans le marché actuel. Laserax a donc

lancé le projet d'améliorer la précision de leur table de découpe sans augmenter le coût global

de la table. L'objectif �xé était d'atteindre une précision de ± 100 microns en modis�ant les

algorithmes de commande sans ajouter de capteurs dispendieux autres que les encodeurs des

moteurs.

Dans le premier chapitre, le banc d'essais développé pour étudier le comportement d'un sys-

tème actionné par courroie a été décrit. Les premiers tests n'ont pas été e�ectués sur la table

de découpe acquise par la compagnie puisque celle-ci n'était pas disponible. Le banc d'essais

conçu est similaire à tout autre système linéaire en translation actionné par courroie. Cepen-

dant, di�érents capteurs ont été ajoutés, notamment un encodeur rotatif �xé au moteur, un

capteur optique linéaire de haute précision �xé au chariot et deux cellules de charge reliant le

chariot aux extrémités de la courroie. Les équations du système ainsi que les di�érentes sim-

pli�cations mathématiques ont été décrites par la suite. Les termes représentant la masse du

chariot, la friction du système et la raideur de la courroie dans les équations ont été identi�és

avec la méthode des moindres carrés simple ou non-linéaire.

Dans le deuxième chapitre, di�érents algorithmes de contrôles proposés dans la littérature pour

des systèmes à joints �exibles ont été implantés sur le banc d'essai a�n d'évaluer les avantages

et les inconvénients de chacun. Pour déterminer la performance de chaque contrôleur et pour

les comparer entre eux, l'erreur sur le suivi d'une trajectoire a été déterminée. Les contrôleurs

PID, par couple pré-calculé et en cascade ont été implantés. Cela a permis de constater que

lorsque seul l'encodeur du moteur est utilisé pour estimer la position du chariot, l'erreur sur le

suivi de trajectoire est grandement a�ectée par l'étirement de la courroie et le jeu entre-dents
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entre la poulie et la courroie. De plus, l'implantation du contrôleur en cascade a permis de

démontrer que pour atteindre une bonne précision, il est nécessaire d'avoir un capteur avant

et après la courroie a�n d'inclure son e�et élastique dans le contrôleur. La première version du

contrôleur en cascade implantée utilisait un encodeur linéaire optique �xé sur le chariot ce qui

va à l'encontre de l'objectif de ne pas ajouter de capteur dispendieux autre que l'encodeur du

moteur. Par la suite, une piste de solution pour l'atteinte de l'objectif a été élaborée. Celle-ci

visait à remplacer la rétroaction du capteur optique dans les contrôleurs par l'utilisation de

deux cellules de charge et une fonction d'estimation de l'écart dû au jeu entre-dents. Les deux

cellules de charge permettent d'acquérir la tension dans les segments de courroie et d'inclure

l'e�et élastique de celle-ci dans les contrôleurs. Toutefois, puisque les cellules de charges seules

ne peuvent compenser directement cet écart entre la poulie et la courroie, une fonction d'es-

timation du jeu entre-dents a été mise au point.

La troisième section de ce mémoire portait sur l'identi�cation de l'écart dû au jeu entre-dents

entre la poulie et la courroie combinée avec les non-linéarités du système soit, le EJENL (Écart

dû au Jeu Entre-dents et Non-Linéarités) a�n de créer une fonction d'estimation du EJENL.

Une première explication de l'origine du jeu entre-dents ainsi qu'une nouvelle méthode de

représentation et d'identi�cation du EJENL théorique ont été présentées. Ce nouveau modèle

est ensuite validé en mesurant expérimentalement le EJENL du banc d'essai. Par la suite, le

EJENL du banc d'essai a pu être identi�é selon les équations établies. Avec ces résultats, une

fonction d'estimation du EJENL a été conçue et validée sur di�érentes trajectoires quasi sta-

tiques et dynamiques. De plus, avec l'ajout des cellules de charge, une nouvelle relation entre

la tension de la courroie et le rayon e�ectif de la poulie a pu être déterminée. Plus la tension

dans la courroie est grande, plus la courroie est compressée sur la poulie et plus le rayon e�ec-

tif diminue. Le EJENL de la table acquise par Laserax a également été analysé. Cependant,

puisque la bande optique était trop courte, les résultats obtenus n'ont permis d'identi�er que

partiellement ce EJENL sans valider la fonction de compensation. Finalement, pour pallier ce

problème, le EJENL d'un axe commercial entraîné par une courroie a été caractérisé. Cela a

permis de démontrer que le modèle développé peut être adapté à d'autres systèmes entraînés

par courroie crantée.

Pour terminer, dans le quatrième chapitre, la fonction d'estimation du EJENL et la compen-

sation de l'élongation de la courroie ont été ajoutées aux algorithmes de commande précédents

a�n d'améliorer leur précision ou diminuer leurs coûts pour atteindre l'objectif �xé, qui était

d'avoir une précision inférieure à ±100 microns sans ajouter de capteur dispendieux autre que

l'encodeur du moteur. Dans le contrôleur par couple pré-calculé, la fonction de compensation

a permis d'améliorer l'estimation de la position du chariot et ainsi de diminuer l'erreur de

moitié. Celle-ci est passée de 60±220 microns pour la première version à 22±125 microns pour
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la deuxième version. Dans le contrôleur cascade, le capteur optique linéaire a été remplacé par

l'estimé de la position du chariot obtenu avec l'encodeur du moteur et la fonction de com-

pensation. L'erreur obtenue sur le suivi de trajectoire de ce contrôleur est le double de celle

obtenue avec la première version du contrôleur. Dans la version CSV 1 l'erreur était de ±38
microns alors que dans la version CSV 2 l'erreur était de ±85 microns. Toutefois, la version

CSV 2 n'utilise pas de capteur dispendieux et par conséquent, l'objectif du projet est atteint.

En conclusion, ces travaux ont démontré qu'il est possible d'améliorer la précision d'un axe

linéaire entraîné par une courroie en ayant une bonne connaissance du jeu entre-dents entre

la poulie et la courroie et en ajoutant deux cellules de charge qui permettent d'acquérir la

tension dans les segments de courroie. Ces cellules de charge permettent de connaître l'état de

la courroie et d'inclure l'e�et élastique de celle-ci dans les contrôleurs, tandis que la fonction

d'estimation du EJENL permet de compenser les erreurs de transmission. Cette méthode est

une bonne alternative aux capteurs dispendieux mesurant directement la position du chariot

et n'augmente pas signi�cativement le coût du système.

Améliorations futures

Les résultats présentés dans ce mémoire démontrent qu'il est possible d'améliorer la précision

d'un axe linéaire entraîné par une courroie en ayant une bonne connaissance du jeu entre-dents

et de la tension dans les segments de courroie. Cependant, la précision des contrôleurs pourrait

être améliorée davantage par quelques ajouts et la compensation pourrait même être étendue

à d'autres systèmes à courroie.

Premièrement, les performances du contrôleur sont liées à la précision d'estimation du EJENL.

Or, plusieurs améliorations sont envisageables pour améliorer le calcul du EJENL. Tout

d'abord, dans ce mémoire, le EJENL a été identi�é avec une seule série de données et l'es-

timation du EJENL était souvent décalée par rapport à l'identi�cation comme présenté à la

section 3.6. Ainsi, en augmentant le nombre de séries de données pour l'identi�cation, celle-ci

serait plus représentative et l'erreur obtenue diminuerait probablement. Également, l'estimé

du EJENL lors des trajectoires dynamiques est moins précise que lors des trajectoires quasi

statiques. Une étude pourrait être menée pour avoir une meilleure compréhension des e�ets

dynamiques de la courroie et déterminer la cause du manque de précision lorsque les trajec-

toires sont dynamiques.

Deuxièmement, l'approximation de la position du chariot pourrait être améliorée par l'ajout et

la fusion d'autres capteurs non dispendieux. Par exemple, un capteur optique �xé au-dessus

de la poulie menante, comme illustrée à la �gure 4.8, pourrait mesurer le déplacement de
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la courroie directement sans être a�ecté par le jeu entre-dents poulie-courroie. Un capteur

optique du même type que ceux qui sont présents, par exemple, dans les souris laser pour

ordinateur, pourrait être utilisé. Le déplacement de la courroie serait alors mesuré comme le

déplacement de la souris sur une table. En fusionnant les données provenant de ce capteur aux

autres données, la position du chariot pourrait être estimée avec une meilleure précision.

Poulie

Courroie

Capteur optique

Figure 4.8 � Illustration de l'implantation d'un capteur laser au-dessus de la poulie menante.

Finalement, ce concept d'estimation de la position du chariot avec la compensation du EJENL

et de l'élongation de la courroie pourrait être adapté à di�érentes architectures de systèmes

entraînés par une courroie. Ainsi, ce concept pourrait être adapté et intégré à une architecture

parallèle pour une table de positionnement entraînée par une courroie, comme celle qui est

présentée à la �gure 4.9 (Sollomann et collab., 2010) ou pour des architectures plus complexes

comme celles présentées par Laliberté et collab. (2010). L'ajout de la compensation du EJENL

et de l'élongation de la courroie peut être grandement utile dans ce genre d'architecture,

puisqu'il est plus di�cile d'ajouter un système mesurant directement la position du chariot.

De plus, dans une telle architecture, la courroie est plus longue et ainsi son élongation sous les

couples d'actionnement est plus importante, rendant sa compensation d'autant plus nécessaire.

En somme, cette nouvelle méthode peut être optimisée pour permettre de meilleures perfor-

mances et pour être implantée dans plusieurs systèmes commerciaux. Bien que ce travail ait

été réalisé avec un banc d'essai linéaire entraîné par une courroie, les conclusions de celui-ci

peuvent être appliquées à d'autres systèmes entraînés par une courroie ou à d'autres systèmes

à joints �exibles tels que des robots.
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Poulies

X

Y

Courroie

Chariot

τm1 τm2

Poulie menante Poulie menante

Figure 4.9 � Exemple d'architecture parallèle pour un déplacement XY.
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Annexe A

Information sur les courroies utilisées
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Figure 1.1 � Données fournies par le fabricant de courroies Broco�ex en lien avec la courroie
utilisée dans le banc d'essais.
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Figure 1.2 � Données fournies par le fabricant de courroies Broco�ex en lien avec l'approxi-
mation de la courroie de la table acquise par Laserax.
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