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Résumé

Ce mémoire présente une étude générale des manipulateurs paralléles actionnés par
cables pouvant comporter des ressorts. Les équations de vitesse ont été dérivées et
les forces dans les cables sont obtenues grace au principe du travail virtuel et & la
programmation quadratique. Ensuite, une analyse détaillée de 1’espace atteignable est
effectuée. Puisque la forme de cet espace dépend des accélérations a l'effecteur, on
doit maintenant parler d’espace dynamique. Il est démontré que pour pouvoir béné-
ficier pleinement de tous ses degrés de liberté, un mécanisme doit étre & actionnement
redondant. Il est aussi démontré que ’espace atteignable peut étre considéré comme
I’'union des sous-espaces correspondant a chacun des sous-manipulateurs non redon-
dants du mécanisme. Les frontiéres de ’espace atteignable sont de deux types: les
lieux d’équilibre impliquant un nombre de cables correspondant au nombre de degrés
de liberté moins un et les lieux de singularité. On constate que les lieux d’équilibre &
deux cables d’un manipulateur plan sans ressort décrivent une hyperbole, une parabole
ou une droite. Finalement, un algorithme de détermination analytique de ’espace at-
teignable a orientation constante d’'un manipulateur plan est proposé. Un exemple de

détermination de I’espace atteignable d’un mécanisme plan a six cébles est fourni.

Guillaume Barrette Clément, Gosselin



Avant-propos

La petite histoire...

Quand j’étais plus jeune, les robots me fascinaient et je m’imaginais faire de la
robotique quand je serais plus grand... mais j’étais loin de m’attendre a ¢a. Me voila
maintenant plus ou moins grand et j’étudie la robotique: plus de yeux, plus de bras,

que des équations et des matrices.

La décision d’entreprendre une maitrise fut pour moi assez facile quand j’eus terminé
mon baccalauréat; puisque c’était toujours vers la fin des cours que mon plus fort intérét

apparaissait, j’ai réalisé que je devais aller plus loin.

J’ai donc contacté quelques professeurs et j’ai finalement abouti au bureau de Clé-
ment, que je n’avais alors jamais rencontré. Aprés lui avoir énuméré mes intéréts (la
dynamique, la géométrie et les maths) ainsi que mes faiblesses (I'informatique), il a
choisi de me faire confiance et m’a proposé un projet vraiment intéressant grace auquel

j’ai pu me dépasser et obtenir beaucoup de satisfaction personnelle.
Les remerciements...

J’aimerais tout particuliérement remercier mon directeur de recherche, le professeur
Clément Gosselin, qui m’a proposé un projet fort captivant, m’a soutenu financiérement
et, surtout, a su me faire cheminer dans mes recherches tout en me donnant I’impression
que toutes ces bonnes idées venaient de moi. En plus d’étre le meilleur enseignant que
j’ai rencontré durant mes études universitaires, par sa pédagogie, son dévouement ainsi
que la profondeur de ses connaissances scientifiques, Clément est aussi un directeur de
recherche incomparable par son encadrement, sa disponibilité et la mise a la disposition

de ses étudiants d’un matériel informatique trés performant. Merci et bravo !
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Un gros merci a mes parents qui m’ont permis d’achever des études universitaires
en n’ayant pas & me soucier du toit et du couvert; merci aussi pour leur relecture de ce

mémoire, sur le plan de la langue bien entendu. Merci d’étre ce que vous étes !

Merci aussi aux membres du laboratoire de robotique qui m’ont aidé et qui ont été
une compagnie trés agréable durant ces deux années de maitrise. Merci a Rémi et Boris
pour leur soutien informatique indispensable: pour m’avoir répété maintes et maintes
fois comment supprimer le fichier lock de .netscape, comment arréter une application
qui ne répondait plus, etc. Merci & Rémi de m’avoir encouragé a utiliser XEmacs
comme éditeur de IXTEX pour la rédaction de mon mémoire: quel plaisir & utiliser et
quel temps gagné au bout du compte. Merci & Boris pour sa présence attentionnée
a tous les membres du lab. Merci a Ilian pour la révision de la version anglaise de
mon article et pour ses nombreux conseils. Merci au logiciel Matlab. Merci a Frank,
Simon et Thierry pour les quelques midis & jouer au soccer durant le dernier été de ma

maitrise. Merci & Boris, Vincent, Bernard et Dimiter pour toutes nos heures de bridge.

Merci & Denis Rancourt et Meyer Nahon pour leur correction attentive de mon

dépot initial et pour leurs commentaires constructifs.

Je tiens aussi & remercier parents et amis qui ont eu le courage et la patience de
m’écouter leur raconter mon projet et ses avancements. Merci & tous ceux qui avaient
plus hate que moi de voir la fin de cette maitrise et qui m’ont incité & terminer dans
un délai raisonnable en me demandant un nombre incalculable de fois durant les deux
derniéres sessions si j’avais enfin terminé; je répondais toujours qu’il ne me fallait plus

qu’'une autre petite semaine afin de peaufiner mon mémoire & mon gofit.
Un peu de conscience...

Finalement, je tiens & m’excuser pour tout le papier que j’ai utilisé pour la réalisation
de ce mémoire. J’ai fait des efforts quotidiens pour minimiser mon utilisation du papier
et j’aimerais tant que tous en fassent autant. Je crois que la qualité de I’avenir dépend

des gestes du présent, méme anodins.

On n’hérite pas de la terre de nos ancétres, on emprunte celle
de nos descendants.
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Introduction

Plusieurs études ont été effectuées sur des manipulateurs paralléles de toutes sortes [1]
mais trés peu d’entre elles impliquaient des manipulateurs actionnés par cables. Pour-
tant, les avantages de ce type d’actionnement sont nombreux et incontournables [2].
Premiérement, les cables permettent une amplitude de mouvement incomparable par
rapport aux actionneurs plus couramment utilisés, comme les vérins, et occupent un
espace trés limité lorsqu’enroulés sur une bobine. Ensuite, les cables étant utilisés en
tension uniquement, ceux-ci sont, pour une méme tache, beaucoup plus légers que la
plupart des actionneurs conventionnels; ils ajoutent ainsi une inertie presque néglige-
able aux systémes ou de grandes accélérations sont nécessaires. Les cables sont aussi
moins coiliteux que des vérins. Ils sont de plus trés souples et constituent donc une

sorte de protection naturelle lors d’une interférence ou d’une collision.

Les cables offrent des avantages certains mais ils impliquent aussi deux particularités
majeures a considérer sérieusement. Tout d’abord, l'unilatéralité de ’actionnement
qu’impose I'utilisation des cables engendre un espace atteignable différant considérable-
ment de I'espace atteignable qui aurait caractérisé un manipulateur de géométrie sem-
blable actionné de facon conventionnelle. En effet, cet espace atteignable ne dépend
plus des longueurs limites des actionneurs mais plutét de leur incapacité a reprendre
une compression; il s’agit donc de trouver les configurations ou les efforts a 1’effecteur
sont transmis sans qu’aucun des cables ne doive pousser. La seconde caractéristique a

laquelle on doit porter une attention particuliére découle directement de la premiére.



Le fait que les cables travaillent en tension seulement implique que 1’on doit utiliser la
redondance d’actionnement si on veut contréler pleinement® tous les degrés de liberté.
Cette situation survient dans le cas des manipulateurs ou les accélérations selon tous
les degrés de liberté sont requises, les simulateurs de mouvement par exemple. Pour
bénéficier pleinement des 6 degrés de liberté d’un simulateur, il faut donc utiliser au
moins 7 cables; et encore faut-il que ces cables soient disposés efficacement. La redon-
dance d’actionnement a pour conséquence d’engendrer des forces internes considérables
si le controle n’est pas efficace, et celui-ci est justement plus difficile & réaliser. Malgré
ce désavantage marqué sur le plan du controle, la redondance d’actionnement a cepen-
dant un bon c6té: en ajoutant des actionneurs supplémentaires on réduit grandement

ou élimine complétement les lieux de singularité a 'intérieur de ’espace atteignable.

L’utilisation de ressorts permet de réduire les forces dans les cables en diminuant les
effets de la gravité en mode statique ou en coopérant avec les cibles dans les directions

ou les plus grandes accélérations sont requises.

C’est pour toutes ces raisons que les manipulateurs paralléles actionnés par cables
doivent étre considérés et étudiés avec attention. Divers travaux sur ce type de ma-
nipulateur ont d’ailleurs été faits au cours des derniéres années. Mentionnons, entre
autres, des grues multidimensionnelles [3, 4], un robot ultra-rapide [5], une caméra
aérienne [6], un systéme de mesure de configuration de manipulateur |7], un systéme

virtuel d’entrainement sportif [8], et diverses autres études fondamentales [9, 2, 10].

Cependant, aucune analyse systématique des manipulateurs paralléles actionnés par
cables ne semble avoir été faite jusqu’a maintenant. Ce mémoire constitue donc une
étude fondamentale et systématique des manipulateurs de ce type. Il présente une
approche générale pour analyser ce type de mécanisme, surtout en ce qui concerne la

détermination de ’espace atteignable.

1Le plein controle des degrés de liberté signifie que tout jeu d’efforts peut étre appliqué & ’effecteur.



Chapitre 1

Notions de base et notation utilisée

Ce chapitre présente les notions de base sur les manipulateurs paralléles actionnés par cables
et la notation utilisée tout au long de ce mémoire. Il fournit aussi quelques définitions utiles.

1.1 Généralités

Un manipulateur paralléle actionné par cibles est constitué d’un corps mobile, I’effec-
teur, relié & la base par n liaisons (k liaisons actives, des cables, et n — k liaisons
passives, des ressorts) dans un environnement a d degrés de liberté. Ces k cables dont
on controle la longueur et, indirectement, la tension permettent d’actionner I'effecteur
dans son environnement; le nombre de cibles nécessaires afin de controler tous les degrés

de liberté sera établi au chapitre 4.



k cables,

n liaisons —
n — k ressorts

Ces n liaisons ont des points d’attache P, a P, sur la base et V; a4 V,, sur 'effecteur
(figure 1.1). Le point P; est défini par le vecteur p;, exprimé dans le repére fixe lié
a la base, tandis que le point V; est défini par le vecteur v;, exprimé dans le repére
mobile lié a 'effecteur et dont I'origine est au centre de masse de celui-ci. La position
de l'origine du repére mobile, C, est définie par le vecteur c. L’orientation du repére
mobile par rapport au repére fixe est exprimée par I'angle ¢ pour un systéme plan ou
par la matrice orthogonale Q pour un systéme spatial. La notation associée a la jeme
liaison du mécanisme est montrée a la figure 1.2 pour un systéme plan et a la figure 1.3

pour un systéme spatial.

N.B. On ne se préoccupe pas ici de la facon dont I’actionnement sera effectué en

pratique; on suppose que le point d’ancrage P; de chaque cable sur la base est fixe.

P, Py

P

Py
Figure 1.1: Architecture spatiale quelconque pour laquelle n = 5 et k = 4.

Dans ce mémoire, on utilise les unités du systéme international (SI). Ainsi, si aucune
spécification n’est fournie, temps, longueurs, masses, moments d’inertie, forces et mo-
ments de force sont mesurés en seconde (s), métre (m), kilogramme (kg), kilogramme-
métre carré (kg - m?), Newton (N) et Newton-métre (N - m) respectivement. Pour les

angles, il sera toujours précisé ponctuellement si les degrés ou les radians sont utilisés.



De plus, dans ce mémoire, une lettre minuscule en caractére gras désignera toujours
un vecteur, tandis qu’une majuscule en caractére gras désignera une matrice. Aussi, mis
a part certains parameétres utilisés ponctuellement, chaque symbole sera associé jusqu’a
la toute fin a I’entité qu’il désigne. Par exemple, d, n et k désigneront respectivement
le nombre de degrés de liberté, le nombre de liaisons et le nombre de cables d'un

mécanisme.

1.2 Systéme plan (d = 3)

Pour un systéme plan (figure 1.2), 'axe Y du repére fixe est considéré vertical (paralléle

au champ gravitationnel) et la notation suivante est utilisée:

p; : vecteur position du point P; (composantes a; et b; dans le repére fixe)
v; : vecteur position du point V; (composantes x; et y; dans le repére mobile)
c : vecteur position du point C, origine du repére mobile

(composantes x et y dans le repére fixe)
¢ : angle d’orientation du repére mobile par rapport au repére fixe

p; : distance entre P; et V; (longueur de la liaison )

La configuration de l'effecteur est entiérement définie par le vecteur c et I’angle ¢.

B(aia bz)

Pi

| 8J)

Figure 1.2: Notation pour la liaison ¢ d’'un mécanisme plan.



1.3 Systéme spatial (d = 6)

Pour un systéme spatial (figure 1.3), 'axe Z du repére fixe est considéré vertical et la

notation suivante est utilisée:

Pi
V;

C

Q
Pi

vecteur position du point P; (composantes a;, b; et ¢; dans le repére fixe)
vecteur position du point V; (composantes x;, y; et z; dans le repére mobile)
vecteur position du point C', origine du repére mobile

(composantes x, y et z dans le repére fixe)

matrice d’orientation du repére mobile par rapport au repére fixe

distance entre P; et V; (longueur de la liaison 7)

La configuration de Deffecteur est entiérement définie par le vecteur c et la

matrice Q.

Pi(aia bi) Ci)

al

X

Figure 1.3: Notation pour la liaison ¢ d’un mécanisme spatial.



1.4 Définitions

Les définitions suivantes sont introduites pour faciliter la compréhension du texte du

mémoire; certaines d’entre elles seront clarifiées au moment approprié.

EFFECTEUR : Organe terminal d’'un mécanisme, d’un robot ou d’'un manipulateur.

MECANISME PARALLELE : Mécanisme dont Peffecteur et la base sont reliés

par plusieurs chaines cinématiques.

REDONDANCE D’ACTIONNEMENT : Un mécanisme est dit & actionnement

redondant lorsqu’il posséde plus d’actionneurs que de degrés de liberté.

CONFIGURATION : Etat d’un mécanisme ou position de tous les corps de ce mé-
canisme. La configuration d’un mécanisme est définie par ses variables articulaires

et ses variables cartésiennes.

SINGULARITE : Dégénérescence de la relation entre les vitesses articulaires et les

vitesses & 'effecteur d’'un manipulateur.

CONFIGURATION SINGULIERE : Configuration d’un mécanisme pour laquel-

le celui-ci est en singularité.

CONDITIONS DYNAMIQUES : Ensemble des accélérations linéaires et angu-
laires de I’effecteur. Les conditions dynamiques sont définies par trois paramétres
dans le plan (i, 4, ¢), et six dans espace (%, §j, %, w) ol w est le vecteur tridimen-
sionnel des vitesses angulaires de I'effecteur par rapport aux trois axes respectifs

du repére fixe.

ESPACE ATTEIGNABLE DYNAMIQUE : Ensemble des configurations du mé-
canisme permettant de générer les conditions dynamiques requises tout en main-

tenant les cables en tension.

CONFIGURATION POLYVALENTE : Configuration dans laquelle le mécanis-

me peut résister a tout jeu d’efforts externes ou générer tout jeu d’accélérations

A 'effecteur.



Chapitre 2

Cinématique du systéme

Dans ce chapitre, les relations entre les vitesses des actionneurs et les vitesses de ’effecteur
sont établies pour les mécanismes paralléles plans et spatiaux actionnés par cables.

2.1 Dérivation des équations de vitesse

On part de 'expression de p;, la longueur du cable i, puis on développe:
pi = [ (c+Qvi—pi) |,
pi = (c+Qvi—pi) (c+Qvi—p;),
P? = c’c+2¢"Qv; — 2¢"p; + (Qvi>TQVz’ - QP?QVi + P?pi )

p? = clc+ QCTQV,- — 2ch,- + V,TVi - QP;TFQVz‘ + P?Pi . (2.1)

8



En dérivant par rapport au temps, on obtient, pour chaque actionneur:
pipi =c'e+ (Qvy) e+ c"Qv; — ple — pl Qv | (2:2)
ol p; est le taux de variation de la longueur de la liaison 1.

L’équation (2.2) représente un systéme a n équations qui peut étre exprimé sous la
forme matricielle suivante:

Ap=Bt, (2.3)

ol p est le vecteur des vitesses articulaires, t est le vecteur des vitesses de 'effecteur,
comprenant les translations et les rotations, et ou A et B sont les matrices jacobiennes

du systéme. On a

T
;0 0 0|
0 p 0
A — i . - A, O (2 5)
' 0 AT ) .
Prn—1 0
L 00 0 ] |
(Aa)kxk:dlag[plpk] ) (AT)(n—k)x(n_k):dlag[pk+1pn] ,
b
b3
B = : — (Ba)kxd ’ (2.6)
T‘ (BT)(n—k)xd
bn—l
bT
- oo dpxd

ol d est le nombre de degrés de liberté du manipulateur et ou les indices a et r référent

respectivement aux actionneurs et aux ressorts.

Les rangées b” de la matrice B et le vecteur t étant différents pour un systéme plan

et un systéme spatial, ceux-ci sont définis aux deux sections suivantes.



2.2 Systéme plan (d = 3)

Dans un espace a deux dimensions, la matrice de rotation est

Q- [cosgb —singb]

sing  cos¢

et sa dérivée par rapport au temps

Q=EQ¢

0 —1
1 0|

avec

L’équation (2.2) devient donc:

pipi = c'e+(Qvi) e+ c"EQvid — pl'c — plEQvi¢ ,

pipi = (c+Qv;—p)Te+(c— Pi)TEQVz'CZ'S .

La rangée b] de la matrice B et le vecteur t de (2.3) sont les suivants:
T
b?lx?::{(c‘l'Qvi_pi) ((c_pi)TEQVi)}’

t3><1:[l" v (b}T

(2.7)

(2.8)

(2.9)

(2.10)

(2.11)
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2.3 Systéme spatial (d = 6)

Dans un espace a trois dimensions, la matrice de rotation Q est une matrice 3 x 3
orthogonale. Elle peut étre constituée & partir des invariants naturels de la rotation
qu’elle représente ou a partir des trois angles d’Euler. Sa dérivée par rapport au temps

est
Q=0Q (2.12)

avec

vect(Q) = w

oll w est le vecteur des trois composantes principales de la vitesse angulaire de I'effecteur

par rapport aux trois axes respectifs du repére de base.

L’équation (2.2) devient donc:

pipi = ¢ e+ (Qvy) e+’ (wxQvi) —pj¢—p; (wxQvi),
pii = (c+Qvi—pi)Te +(QVz' X (C_Pz’))Tw~ (2.13)

La rangée b! de la matrice B et le vecteur t de (2.3) sont les suivants:

, (2.14)

biT1x6: { (C‘l'QVi—Pz')T (QVi X (C_Pi))T

tﬁxlz[éT wT}T:{j Y 2 Wy wy W, }T. (2.15)
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Chapitre 3

Dynamique du systéme

A partir des équations de vitesse obtenues au chapitre précédent, sont établies dans ce chapitre
les relations entre les efforts articulaires et les efforts dynamiques a 'effecteur.

3.1 Dérivation des équations de force

Selon le principe du travail virtuel, on peut écrire
—fT6p = e’ 6x (3.1)

avec

fT:[fl fa ... fn}
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ou f; est la tension dans la liaison 7 et ol p et x sont respectivement le vecteur des
longueurs des cables et le vecteur des coordonnées cartésiennes (position et orientation)

de Veffecteur.

Dans le cas plan,
' =|F F, ov]=|m@E+g" Id] (3.2)

ou F,, F, et 7 sont les forces et le couple appliqués par I’ensemble des cables et ressorts
sur I'effecteur, g est le vecteur d’accélération gravitationnelle et pointe dans la direction
négative de I’axe Y (on considére un plan paralléle a la gravité), ¢ et qb sont, respective-
ment le vecteur d’accélération linéaire et le scalaire d’accélération angulaire du centre
de masse de D'effecteur et, enfin, m et I sont respectivement la masse de l'effecteur et

le moment d’inertie de celui-ci par rapport a son centre de masse.

Dans le cas spatial,
e'=|F, F, F. 7, 7, . } = { m(é+g)l (Iw+wx Iw)? } (3.3)

ou I, F,, F., 7;, 7, et 7, sont les forces et couples appliqués par ’ensemble des cables
et ressorts sur l'effecteur, g est le vecteur d’accélération gravitationnelle, ¢ et w sont
respectivement les vecteurs d’accélération linéaire et d’accélération angulaire du centre
de masse de l'effecteur et, enfin, m et I sont respectivement la masse de 1'effecteur et

le tenseur d’inertie de celui-ci par rapport a son centre de masse.

De I’équation (2.3), on peut écrire

ép=A"'Bix (3.4)

En substituant cette équation dans (3.1), on obtient

—fTAT'Béx = e’ 0x (3.5)

Puisque cette derniére équation doit étre satisfaite pour tout vecteur de déplacement

cartésien 0x, on peut écrire

-B'A Tf=e (3.6)
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Des équations (2.5) et (2.6) on sait que

B” = [BT BT | (3.7)
7 . Al 0
AT = AT T (38)

et on peut alors décomposer le membre de gauche de (3.6) de la fagon suivante:
BTATf = BTA'f, + BIA', (3.9)

ou f, est le vecteur des forces dans les cables et f,., le vecteur des forces dans les ressorts.
L’équation (3.6) devient donc

~BIAJ'f, +e, =e, (3.10)

e, = —B'A'f, (3.11)

ou e, est le vecteur des efforts, forces et moments, appliqués par ’ensemble des ressorts

sur 'effecteur.

Si les conditions dynamiques et la configuration sont données, les vecteurs e, f, et

e, sont connus et on obtient finalement une équation de la forme
Wi, =h (3.12)

avec

dek = —BgA;l et hd><1 = e —e, (313)

Les éléments de h correspondent donc aux forces et moments que doivent générer les
cables sur D'effecteur; ces efforts servent a induire les accélérations désirées a 1'effecteur

et a reprendre les efforts engendrés par les ressorts.
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3.2 Forces dans les cables

Pour obtenir f,, soit les forces dans les cables, on doit solutionner I’équation (3.12);

deux situations surviennent:

e Cas isostatique (k = d)

La solution est unique et est obtenue par
f,=W 'h. (3.14)
e Cas hyperstatique (k > d)
Il existe une infinité de solutions.

On choisira la solution & norme minimale. Celle-ci permet de minimiser la norme
de f, et est obtenue par
f, = W'h, (3.15)

ot WY est I'inverse généralisée (ou pseudo-inverse) de W, soit

w! =wi(ww’)~L. (3.16)

Cette solution ne garantit en rien que les composantes de f, seront positives,

c’est-a-dire la tension dans les cables.

Le probléme a solutionner en réalité est donc:

minimiser i
Wi, =h (eq. 3.12), (3.17)
f,, >0 1=1,2,...,k.

sous

La résolution de ce probléme est possible grace a la programmation quadratique
[11, 12]. Cette technique permet justement d’optimiser une certaine fonction
quadratique tout en respectant une série de contraintes, d’égalités et d’inégalités.
Dans le cas présent, la fonction & minimiser est la norme du vecteur des forces
dans les cables et les contraintes a respecter sont I’équation d’équilibre (3.12) et

le fait que la force dans chacun des cables doit étre positive ou nulle.



Voici un exemple de calcul des forces dans les cables par la norme minimale et par la

programmation quadratique pour deux trajectoires circulaires & orientation constante.

Le manipulateur utilisé pour ces calculs, montré & la figure 3.1, a une masse de 10 kg, un

moment d’inertie par rapport a son centre de masse de 10 kg-m? et son architecture est

définie a I’équation (3.18). Ces deux trajectoires sont définies par le centre et le rayon

d’un cercle ainsi que 1’angle (en radians) de la position de I'effecteur sur ce cercle et ses

dérivées premiéres et secondes, soit 0, w et « respectivement. L’expression analytique

de la progression de I'angle 6 en fonction du temps est présentée a I’équation (3.19).

P11 =

Vi =

V4 =

r T - T -
=/t o], m=[90], ps=]|10

(9 10] . ps=[110]. pe=[0 5]

1o0] . w=[10]. w=[10].

(3.18)

1 O}T, vs=| —1 O}T, ve=| —1 O]T

10F

Figure 3.1: Manipulateur plan a six cables.
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0(t) = At° + Bt* + Ct* (3.19)

avec

A=12r /t;, B=-=30m/t;, C =20m/t}
ou 0 est exprimé en radians et ¢y est le temps total de la trajectoire.

La premiére trajectoire (figure 3.2), centrée en (5,5), est complétement a I'intérieur
de l'espace atteignable tandis que la seconde trajectoire (figure 3.4), centrée en (1,5),
débute et se termine a 'intérieur de I'espace atteignable mais en sort entre ¢t ~ 1,7 s
et t = 1,95 puis entre t =~ 2,55 et t & 3,3s. Pour chacune des deux trajectoires,
une orientation ¢ de 0°, un cercle de 2 m de rayon et un temps total t; de 5s ont été

utilisés.

Les figures 3.3 et 3.5 montrent la progression des forces dans les actionneurs calculées
par la programmation quadratique et par la norme minimale pour ces deux trajectoires
respectivement. On constate que la programmation quadratique permet de minimiser
la norme du vecteur des forces tout en gardant celles-ci positives, lorsque la configura-
tion le permet. On remarque aussi que, ce faisant, lorsque 'effecteur s’approche de la
frontiére de ’espace atteignable, dans la seconde trajectoire, des forces trés grandes sont
nécessaires dans les seuls cables qui peuvent travailler en tension pour ces configurations.
Pour les configurations a I'extérieur de 1’espace atteignable, certaines forces doivent étre
négatives pour respecter les équations d’égalité et la programmation quadratique ne
donne alors plus de résultats satisfaisants. La norme minimale, quant a elle, ne percoit

pas cette transition car elle utilise tous les actionneurs sans contrainte de signe.

La programmation quadratique permet donc de vérifier si une configuration appar-
tient & l'espace atteignable et de calculer, s’il y a lieu, les tensions correspondantes.

Cependant, elle ne permet pas de prédire cet espace atteignable.

Dans quels cas existe-t-il une solution ? Pour quelles configurations tous les cables

travaillent-ils en tension ? Le chapitre 4 répond & ces questions.
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Figure 3.2: Trajectoire 1: intérieur de I’espace atteignable.
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Chapitre 4

Espace atteignable

Ce chapitre présente une analyse systématique de l'espace atteignable des manipulateurs pa-
ralléles plans et spatiaux actionnés par cibles.

4.1 Description générale de ’espace atteignable

Pour les manipulateurs paralléles conventionnels, I’espace atteignable dépend des limi-
tes des actionneurs et des lieux de singularité [13, 14]. Pour les manipulateurs paral-
léles actionnés par cables cependant, I’ensemble des configurations que peut atteindre

Ieffecteur dépend surtout du fait que les cables ne travaillent qu’en tension.
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Définition: L’espace atteignable d’un manipulateur paralléle actionné par cables
est I’ensemble des configurations du mécanisme pour lesquelles tous les cables impliqués

travaillent en tension afin de produire sur I’effecteur les conditions dynamiques requises.

Autrement dit, I’espace atteignable comprend toutes les configurations pour lesquel-
les il existe au moins une combinaison de cables (certains cables peuvent étre au repos)

permettant d’engendrer a 'effecteur les accélérations désirées.

Puisque pour un manipulateur paralléle actionné par cables, contrairement aux ma-
nipulateurs conventionnels, I’espace atteignable dépend des accélérations a ’effecteur,
on doit maintenant parler d’espace dynamique. L’espace atteignable en mode statique
ne constitue alors qu’un cas particulier d’espace dynamique pour lequel les accélérations

sont nulles.

4.2 Description détaillée de I’espace atteignable

L’équation (3.12), soit Wf = h, peut étre réécrite de la fagon suivante:

f1W1+f2W2+—|—fk_1Wk_1+kak :h f, 20 (221, ,k’) (41)

ol f; est la force dans le i cable et w; est la :° colonne de la matrice W ces vecteurs
w seront dorénavant appelés vecteurs directeurs. Pour alléger 1’écriture, les forces dans
les cables ne seront désormais plus identifiées par f, mais plutot par f, I'indice a étant
omis. Tel que décrit au chapitre précédent, les éléments de h sont les forces et moments

de force appliqués par ’ensemble des cables actionnés sur 1’effecteur.

Puisque les cables ne peuvent pas travailler en compression, les coefficients f; a f
de (4.1) doivent tous étre positifs ou nuls. L’espace atteignable est donc ’ensemble des
configurations pour lesquelles le vecteur h peut étre obtenu par la somme vectorielle

des vecteurs w, mais en utilisant uniquement des coefficients positifs ou nuls.

Considérons tout d’abord un mécanisme plan, pour lequel la compréhension de la

démarche qui va suivre et la visualisation des concepts sont beaucoup plus faciles.
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4.2.1 Espace atteignable d’un manipulateur plan

Dans le cas d'un manipulateur plan, pour qu'une configuration appartienne a 1’espace
atteignable, les vecteurs directeurs w et le vecteur h correspondant a cette configura-
tion doivent respecter la régle suivante: h se trouve a 'intérieur (ou sur une des faces)
d’au moins une des pyramides triangulaires (figure 4.1) formées par chacune des com-
binaisons de trois des vecteurs directeurs dans ’espace virtuel des efforts appliqués par
les cables sur 'effecteur; les trois dimensions de cet espace sont la somme des forces
selon 'axe X, la somme des forces selon I'axe Y et la somme des moments de force,

appliqués par les cables sur I'effecteur.

La figure 4.1 est une représentation des quatre vecteurs directeurs w; a wy et
du vecteur h d’un manipulateur quelconque & quatre cables dans cet espace virtuel
des efforts. Les vecteurs directeurs pivotent, de facon continue, autour de l'origine
des axes de cet espace au cours d’'un changement de configuration du mécanisme. La
configuration correspondant a la disposition des vecteurs illustrée appartient a ’espace
atteignable puisque le vecteur h se trouve a l'intérieur de la pyramide formée par les

vecteurs wi, ws et wy.

Xty

Figure 4.1: Pyramide formée par trois des vecteurs directeurs.
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Le vecteur directeur w; d’'un manipulateur plan est de la forme suivante:

A —z
1
w; = p B, —vy ; pi = \/(Az —z)*+ (Bi —y)*, (4.2)
Ciz + Dy + E;
avec

A; = a;+y;sing —x;cos¢

B, = b;—x;sin¢ —y;cos¢

C; = x;sing+y;cos¢ ,

D;, = y;sing —x;cos¢ ,

E; = —a;lx;sin ¢+ y; cos | + bi[x; cos ¢ — y;sin @] .

On remarque, d’apres la forme de p; (la longueur du cable i), que les deux premiers
éléments de w; forment un vecteur unitaire. Ceci est cohérent puisque w; constitue une
des colonnes de la matrice Jacobienne et ses deux premiers éléments sont des cosinus
directeurs et ne font que distribuer la force du cable i selon les axes x et y. Dans le cas
d’un manipulateur spatial, ce sont les trois premiers éléments de w; qui formeront un

vecteur unitaire.

On constate que, pour une configuration donnée, afin que 1’équation (4.1) soit res-
pectée quel que soit le vecteur h, c’est-a-dire afin que le vecteur h puisse étre obtenu,
quel qu’il soit, par une somme vectorielle quelconque des vecteurs directeurs en utili-
sant uniquement des coefficients positifs, au moins quatre vecteurs directeurs doivent
étre disponibles et ceux-ci doivent étre disposés de maniére a couvrir 'ensemble des
directions dans 'espace virtuel des efforts; ces quatre vecteurs pointeront, par exemple,
vers les quatre sommets d’un tétraédre régulier centré a l'origine. Ceci revient a dire
que pour un manipulateur paralléle plan actionné par cables, afin qu’il soit possible de
controler pleinement tous ses degrés de liberté dans une configuration donnée, celui-
ci doit comporter au moins quatre cables et ceux-ci doivent étre disposés de fagon
efficace pour cette configuration. Comme il a été mentionné dans l'introduction, le
plein controle des degrés de liberté signifie que tout jeu d’efforts peut étre généré a

Deffecteur.
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Pour le reste de ce mémoire, une telle configuration pour laquelle tout jeu d’accéléra-
tions peut étre imposé a I'effecteur sera qualifiée de polyvalente. On constate que toute
configuration polyvalente appartient nécessairement & ’espace atteignable, quelles que

soient les conditions dynamiques requises.

N.B. La découverte de ces configurations polyvalentes ne fait pas I'objet de ce mémoire;

celles-ci ne sont présentées que pour aider a la compréhension de la démarche.

Il est trés peu probable, voire impossible, que toutes les configurations d’un mécanis-
me puissent bénéficier d’une telle répartition polyvalente des cables, c’est-a-dire garan-
tissant le plein controle de tous les degrés de liberté, sans quoi I'espace atteignable de
ce mécanisme ne serait défini que par les limites de ses articulations. Aussi, 'utilisation
de céables supplémentaires permettra, entre autres, d’augmenter le nombre de configu-

rations pour lesquelles le manipulateur bénéficiera d’un tel avantage.

Alinsi, pour plusieurs configurations d’un manipulateur plan, malgré un nombre de
cables supérieur & quatre, les vecteurs directeurs ne couvriront pas I’ensemble des di-
rections dans l'espace virtuel des efforts. Pour une telle configuration non polyvalente,
ces vecteurs seront tous situés du méme c6té d’un plan passant par ’origine du systéme
d’axes de cet espace, comme a la figure 4.2. Dans cette illustration, les vecteurs di-
recteurs forment une pyramide a quatre faces (wo, w3, w, et ws définissent quatre plans
qui constituent les faces de la pyramide; wy, wg et h sont a l'intérieur) et le vecteur h
doit absolument se trouver a l'intérieur de cette pyramide afin que les accélérations

requises a 'effecteur puissent étre appliquées par les cables.

On peut observer a partir de la figure 4.2 que peu importe la position du vecteur h a
I'intérieur de la pyramide a quatre faces, celui-ci se trouve aussi a 'intérieur d’au moins
une des pyramides triangulaires correspondant a une combinaison de trois vecteurs
directeurs (w,, ws et wg dans cette illustration). Cela revient a dire que chaque
configuration de I'espace atteignable peut étre réalisée par seulement trois cables. Ceci
ne garantit pas que cette combinaison de trois cables sera optimale en ce qui concerne les
forces mais seulement que toute configuration de I’espace atteignable peut étre atteinte
en utilisant seulement trois cables. On peut en conclure que l’espace atteignable est
I'union des sous-espaces réalisables par chacune des combinaisons de trois cables. Cette

constatation est cruciale pour les développements subséquents.
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Xfy

Lfa

Figure 4.2: Disposition non polyvalente des six vecteurs directeurs.
4.2.2 Espace atteignable d’un manipulateur spatial

Bien que la visualisation d’entités géométriques soit impossible dans un espace a six
dimensions, les concepts construits dans la section précédente peuvent tout de méme

étre étendus aux manipulateurs spatiaux.

Dans le cas des manipulateurs spatiaux, les vecteurs directeurs w, le vecteur h et
I’espace virtuel des efforts ont six dimensions, lesquelles sont la somme des forces et des

moments de force appliqués par les cibles sur I'effecteur selon les axes x, y et z.

Pour qu’une configuration appartienne a ’espace atteignable, les vecteurs directeurs
et le vecteur h correspondant a cette configuration doivent respecter la régle suivante: h
doit se trouver a I'intérieur (ou sur une des faces) d’au moins une des hyper-pyramides
a six faces formées par chacune des combinaisons de six des vecteurs directeurs dans

cet espace virtuel des efforts.

Alinsi, par analogie avec les manipulateurs plans, pour que le vecteur h puisse étre

obtenu, quelle que soit son orientation, par une somme vectorielle quelconque des
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vecteurs directeurs, au moins sept de ces vecteurs doivent étre disponibles et ceux-
ci doivent couvrir de facon adéquate ’ensemble des directions dans cet espace virtuel.
Ceci revient & dire que pour qu’il soit possible de controler tous les degrés de liberté
d’un manipulateur paralléle spatial actionné par cables, il faut que celui-ci comporte

au moins sept cables et ceux-ci doivent étre disposés de facon efficace.

Comme dans le cas des manipulateurs plans, toute configuration polyvalente appar-

tient nécessairement a l’espace atteignable.

On peut aussi affirmer, encore par analogie, que chaque configuration de 1’espace
atteignable d’'un manipulateur spatial paralléle actionné par cables peut étre réalisée
par seulement six cables; ceci ne garantit pas que cette combinaison de six cables sera
optimale en ce qui concerne les forces. On peut en conclure que l'espace atteignable

est I'union des sous-espaces réalisables par chacune des combinaisons de six céables.

Le vecteur directeur w; d’un manipulateur spatial est de la forme suivante:

A —x
Bi—vy
w= Ll GTE oA By (G (43)
Pi | Diy+ E;z+ F;
G,z + H;z + I
| Jix + Ky + L |
avec
A = a; — Qui Gi =~ ,
Bi =b; — qyi , H; = qui ,
Ci=c¢ —q, Ii = a; @z — ¢i Qui
D; =q.; , Ji = qyi
E; = —Qyi Ki = —qui ,
Fi = —biq.i + ciqyi , Li = —a; qyi + bi qui
et
Qi = A Vi,
Qyi = (hTVz‘ )
Qi = ngz’ )

ol q]T est la rangée j de la matrice de rotation Q et v; est le vecteur position du
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point d’ancrage du cable i sur Peffecteur (chapitre 1); les q.;, ¢, et ¢.; sont donc les
coordonnées de ce point d’ancrage dans le repére de base. On remarque encore ici que

les trois premiers éléments de w; forment un vecteur unitaire.

4.2.3 Espace atteignable d’un manipulateur a d degrés de liberté

On peut résumer et généraliser les concepts établis aux deux sous-sections précédentes

de la facon suivante.

Un manipulateur & d degrés de liberté doit posséder au moins d + 1 cables afin
qu’il soit possible de controler pleinement tous ses degrés de liberté dans une configu-
ration donnée, et, de plus, les cables doivent étre disposés de facon efficace pour cette

configuration.

Toute configuration bénéficiant d’une telle répartition des cables, c’est-a-dire per-

mettant le plein controle de tous les degrés de liberté, appartient & ’espace atteignable.

De plus, chaque configuration de I'espace atteignable d’un manipulateur paralléle a
d degrés de liberté actionné par cables peut étre atteinte en utilisant seulement d cables.
Pour des conditions dynamiques données, son espace atteignable est donc I'union des

sous-espaces correspondant & chacune des combinaisons de d cables.

4.3 Frontiéres de ’espace atteignable

Lorsque 'on s’intéresse a I'espace atteignable d’'un mécanisme, c’est en réalité les fron-

tiéres de cet espace que I’on cherche & obtenir.

Une configuration polyvalente (définie a la section 4.2.1), bien qu’elle appartienne
a l'espace atteignable, n’appartiendra jamais & la frontiére de cet espace. En effet,
pour une légére variation, quelle qu’elle soit, par rapport & une telle configuration, le
vecteur h pourra toujours étre obtenu par une somme vectorielle de trois des vecteurs

directeurs.

La figure 4.2 permet de visualiser les deux seules fagons pour le manipulateur de

traverser une frontiere de son espace atteignable lors d’un changement de configuration.
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Une frontiére est traversée de la premiére facon lorsque 'une des faces de la pyramide
vient croiser le vecteur h et de la deuxiéme lorsque que la pyramide s’ouvre et que les
seuls vecteurs directeurs capables de produire h deviennent coplanaires, h devenant le

seul vecteur de son co6té du plan ou de I’hyper-plan formé par ces vecteurs directeurs.

Pour un manipulateur plan, une situation évidente pour laquelle celui-ci se trouve
sur 'une des frontiéres de son espace atteignable peut donc étre décrite a ’aide de
la pyramide de la figure 4.2 encore une fois: le vecteur h doit se trouver sur une des
faces de cette pyramide (un des quatre plans en couleur). Le vecteur h peut alors
étre constitué par seulement deux des vecteurs w et, dans ce cas, le systéme se trouve
en situation d’équilibre a deux cébles (section 4.3.1). Les conditions géométriques et

mathématiques complétes sont fournies a la section 5.2.3.1.

Le deuxiéme type de frontiére est abordé a la section 4.3.3. Le cas du manipulateur

spatial est traité a la section 4.3.2.

4.3.1 Equilibre a deux cables d’un manipulateur plan

Pour cet équilibre, 1'équation (4.1) devient
fﬁvvu‘+'fLVVu =h (4.4)

ol les indices p et v référent aux deux cables impliqués dans ’équilibre.

Puisque seules les directions des vecteurs w, et w,, et non pas leurs normes, ont une
incidence sur les lieux de I’équilibre & deux cébles, on peut omettre p, et p, de (4.2);
la longueur d’'un cable n’a pas d’influence sur les efforts qu’il engendre sur l'effecteur.

L’équilibre peut étre représenté par la combinaison linéaire suivante:
aw, + (1 —a)w, = A\h (4.5)

ou

avec
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Le paramétre o effectue une somme linéaire des vecteurs w, et w, tandis que le
paramétre \ ajuste la longueur de h a celle de {aw” + (1 — a)w;}. La figure 4.3

permet de visualiser cette paramétrisation.

Figure 4.3: Paramétrisation linéaire de 1’équilibre a deux cables.
Considérons d’abord le cas pour lequel n = k, c’est-a-dire que le mécanisme ne

comporte aucun ressort.

4.3.1.1 Equilibre 4 deux cébles d’un mécanisme sans ressort (n = k)

Pour un mécanisme sans ressort h = e et ’équation (4.5) devient

aw, + (1 —a)w, = \e (4.7)

ou

0<a<1l, A>0,

et on obtient le systéme de trois équations suivant:

a(A,—x)+(1—a)(A, —2z) = IF,, (4.8)
a(By—y)+(1-a)(B,—y) = AFy, (4.9)
aCu+Dy+E,)+(1-a)(Chr+Dy+E,) = Ar. (4.10)

En éliminant o et A on obtient, pour une orientation constante de l’effecteur, une
relation en x et y (annexe A); celle-ci représente une hyperbole (dans la majorité des
cas), une parabole, ou alors une ou deux droites. L’annexe B explique en détail la

nature quadratique des lieux d’équilibre & deux cables.



L’avantage de cette paramétrisation linéaire (équation (4.5)) tenait dans la corres-
pondance possible entre les limites physiques des lieux d’équilibre & deux cables et les
valeurs limites du paramétre o. Malheureusement, en résolvant pour {z,a} ou pour
{y, a}, les valeurs de x et y correspondant aux valeurs limites de «, soit 0 et 1, ne sont
pas toujours les limites de la section recherchée de la courbe mais plutot les positions
ou la force dans un et un seul des deux cables subit un changement de signe. Ceci est

di au fait que I’élimination de A\ ne respecte pas nécessairement le signe de celui-ci.

La figure 4.4 représente les lieux d’équilibre & deux céables correspondant aux cables
2 et 3 d’'un mécanisme a trois cables dont I'architecture est présentée a I’équation (4.11),
pour un angle de rotation ¢ de 20° et une accélération de I'effecteur de 2m/s? dans la

direction positive de 'axe X.

2p. ‘ -

10

15

Figure 4.4: Lieux d’équilibre a deux cables.
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La ligne continue est la partie utile de la courbe (hyperbole), c’est-a-dire la partie ou
les deux cables impliqués dans I’équilibre peuvent travailler en tension. Les carrés (O)
indiquent les positions correspondant aux valeurs limites du paramétre o. La facon de
déterminer la partie utile de la courbe des lieux d’équilibre & deux cables sera abordée

A la section 5.2.3.1.

La figure 4.5 illustre les trois hyperboles d’équilibre & deux cables du méme méca-
nisme pour la méme orientation mais sans accélération; ici encore, les lignes continues
sont les parties utiles des lieux d’équilibre & deux céables. On remarque, grace a cette
figure, que ceux-ci ne délimitent aucune zone fermée, et puisque l'espace atteignable
devrait représenter une partie limitée du plan XY, il faut donc en déduire que les lieux
d’équilibre a deux céables ne constituent pas le seul type de frontiére. En effet, tel que
mentionné précédemment, il existe un deuxiéme type de frontiére; celui-ci est traité a

la section 4.3.3.

12*,_ . : i -

10+ . : _

_2,

6 8 10 12 14

Figure 4.5: Trois hyperboles d’équilibre & deux cables.
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4.3.1.2 Equilibre 4 deux céables d’un mécanisme avec ressort (n > k)

Pour un mécanisme avec ressort, la résolution des équations (4.8), (4.9) et (4.10) n’est
pas possible et, puisque la forme de (4.5) ne permet pas de trouver les bornes par le

parameétre o, on utilise tout simplement 1’équation paramétrique suivante:
aw, + Aw,; =e — e, (4.12)

avec

Z uj pk—i—y ! )

ot u; est la j¢ colonne de la jacobienne —BT A ! de e, (équation (3.11)) correspondant
au ressort j (liaison k + j) et K, pr+; et [; sont respectivement la raideur, la longueur
et la longueur libre de ce ressort. Les vecteurs u jouent le méme role et sont de la
méme forme que les vecteurs directeurs w (équation (4.2)) mais ils correspondent aux
ressorts. Ici encore on utilise des vecteurs directeurs de normes quelconques wy, et w;.
En ce qui concerne les vecteurs u cependant, les normes doivent étre conservées car la

force exercée par chacun des ressorts dépend directement de sa longueur.

On obtient le systéme de trois équations suivant:

a(A, — ) + A(A, - Z Apvj = ) K (s — 1)/ prvs - (4.13)
n—k
a(B, —y) +AB, —y) = F, - Z Bivj = ) Kj(orrs — i)/ sy (4.14)
j=1
a(Cux+Dy+E,)+NCyux+Dyy+E,)
n—k
=7 = > (Crjv + Diyjy + By j) K (v — i)/ oy (4.15)
j=1

ou les coeflicients A a E sont définis a 1'équation (4.2).

Pour un mécanisme avec ressort, et pour une orientation constante de ’effecteur, la
résolution (annexe A) n’a été possible que pour des longueurs libres nulles des ressorts,

soit
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4.3.2 Equilibre & cinq cables d’un manipulateur spatial

Par analogie avec le manipulateur plan, le manipulateur spatial sera dans une configura-
tion appartenant a la frontiére de son espace atteignable quand le vecteur h correspon-
dant se trouvera sur une des faces de I’hyper-pyramide, c’est-a-dire sur un des hyper-
plans formés par cinq des vecteurs directeurs définissant cette hyper-pyramide dans son
espace virtuel a six dimensions. Le vecteur h peut alors étre constitué par seulement
cing des vecteurs w et, dans ce cas, le systéme se trouve en situation d’équilibre & cinqg

cables.
Cet équilibre peut étre représenté par la combinaison linéaire suivante:
1W1{ + QoW9 + gW3 + QuWy4 + Qs W5 = h (416)

ou les indices 1 a 5 référent aux cinq cables impliqués dans I’équilibre. Les paramétres

oy a a5 effectuent une somme linéaire des vecteurs w.

Puisque seules les directions des vecteurs directeurs w ont une incidence sur les
lieux de I’équilibre & cinq cébles, et non pas leurs normes, on peut omettre p; de (4.3).

Pour un mécanisme sans ressort, on obtient alors le systéme de six équations suivant:

i=1,...,5 (4.17)
Y o(Diy+ Ez+F) =1, ,

Z a,(G,x + HZZ + Iz) = Ty s

ou les coefficients A a L sont définis a ’équation (4.3).

Pour une orientation constante de I'effecteur, la résolution de ce systéme d’équations
permet d’obtenir une relation de degré 3 en x,y et z (annexe G); celle-ci décrit une
surface dans I’espace représentant les lieux d’équilibre & cing cables d’'un manipulateur

spatial.

Le calcul de I’équation des lieux d’équilibre a cing cables d’un manipulateur paralléle
spatial comprenant un ou plusieurs ressorts n’a pas été effectué dans le cadre de ce

mémoire.
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4.3.3 Singularités

Le second type de frontiére de ’espace atteignable d’un manipulateur paralléle actionné
par cables a été abordé au début de la section 4.3. Comme il fut alors mentionné, pour
une configuration appartenant a ce type de frontiére, le vecteur h se retrouve seul d’un
des cotés du plan ou de ’hyper-plan défini par les vecteurs directeurs qui permettraient
de constituer h dans la configuration voisine appartenant a I’espace atteignable. Le
manipulateur est donc en singularité puisque les seuls vecteurs directeurs utiles sont
coplanaires. Les lieux de singularité correspondant a des sous-manipulateurs a d cables
constituent donc le deuxiéme type de frontiére. Les conditions géométriques et mathé-
matiques complétes permettant d’identifier ce type de frontiére, pour les manipulateurs

plans, sont fournies a la section 5.2.3.2.

De plus, comme il a été démontré & la section 4.2, ’espace atteignable est I'union des
sous-espaces de chacune des combinaisons de d cables. Ainsi, il est tout a fait logique
de pouvoir considérer comme frontiére potentielle, chacune des courbes représentant les

lieux de singularité correspondant a chacune de ces combinaisons.

Les lieux de singularité des ces sous-manipulateurs & d cables sont identiques a
ceux des manipulateurs composés d’actionneurs conventionnels: dans le cas plan, ils
peuvent étre représentés par des quadratiques [15], alors que dans le cas spatial, ils

correspondent & des cubiques [16].

La figure 4.6 est un exemple de lieux de singularité représentant une ellipse, pour le
méme mécanisme a trois cables que celui présenté précédemment (équation (4.11)) avec
¢ = —15° et & = —4m/s?. La figure 4.7, quant a elle, montre les quatre quadratiques,
soit trois hyperboles d’équilibre & deux cables et une ellipse de singularité, constituant
les frontiéres potentielles de ’espace atteignable du méme mécanisme pour un équilibre

statique et un angle de rotation nul.
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Figure 4.7: Les quatre courbes quadratiques d’un mécanisme plan a trois cibles.
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Chapitre 5

Détermination analytique des
frontiéres de ’espace atteignable a
orientation constante d’un mécanisme

plan actionné par cables

Ce chapitre décrit la procédure permettant de déterminer analytiquement les frontiéres de
I’espace atteignable & orientation constante d’un mécanisme plan actionné par cébles. Il
comprend un apergu général de la méthode puis une description détaillée de I'algorithme de
calculs.
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5.1 Description générale de la méthode

La méthode analytique de détermination des frontiéres de ’espace atteignable & orien-
tation constante d’un manipulateur paralléle plan actionné par cables proposée dans
ce mémoire est simple. En voici un apercu général. La premiére étape consiste en
la création de chaque quadratique d’équilibre a deux cables correspondant & chaque
combinaison de deux cables et de chaque quadratique de singularité correspondant
a chaque combinaison de trois cables; ces courbes sont les frontiéres potentielles de
I’espace atteignable. On intersecte ensuite toutes ces courbes, deux a deux, pour for-
mer un ensemble de sections de courbes. On teste finalement chacune des sections ainsi
créées afin de déterminer lesquelles constituent les frontiéres recherchées. La validation

des sections est accomplie grace a des conditions mathématiques simples.

Chaque section est testée en son point médian, c’est-a-dire le point milieu d’une
section linéaire ou le point d’une section quelconque dont 1’abscisse correspond a la
moyenne des abscisses des bornes de cette section. Ce point sera, en général, assez
éloigné des extrémités de la section et, par conséquent, assez distant d’une section
voisine ayant une extrémité commune. Si la section est infinie, on choisit un point

arbitraire suffisamment loin de la borne finie, s’il en existe une.

5.2 Description détaillée de I’algorithme

Voici maintenant, de fagon plus détaillée, I’algorithme de calcul des frontiéres de I’espace

atteignable d’un manipulateur paralléle plan actionné par cables.

5.2.1 Création des quadratiques

Le but de cette étape est la création d’une série de quadratiques W. Chacune de ces

quadratiques sera représentée par un ensemble de huit paramétres comme le suivant:

U ={n,a,b,cd et )}, (5.1)
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ou le premier paramétre, 7, indique le nombre de coefficients de la forme explicite de
cette quadratique (annexe D), les cinq paramétres suivants, a, b, ¢, d et e, sont les coef-
ficients de la forme explicite de la quadratique (les coefficients superflus valent 0) et le
septiéme, ¢, spécifie le type de la quadratique (annexe E). Le dernier paramétre, 1), re-
groupe 'information concernant la combinaison de cables d’otl provient la quadratique;

cette information sera utile lors du processus de validation des sections (section 5.2.3).

1. Génération des quadratiques

Calcul des quadratiques d’équilibre & deux cables (annexe A) correspondant &
chaque combinaison de deux cébles et des quadratiques de singularité (annexe C)
correspondant & chaque combinaison de trois cables sous la forme générale sui-
vante:

Ey2® + Eyy® + Esay + Egx + Esy + Eg = 0. (5.2)

En ce qui concerne le calcul les quadratiques d’équilibre a deux cables, on devrait
négliger les combinaisons de deux cables dont le point d’attache sur ’effecteur
est commun. En général, I’équilibre impliquant ces deux cables sera impossible.
De la méme facon, on doit négliger les combinaisons de trois cables dont le point

d’attache sur 'effecteur est commun lors du calcul des quadratiques de singularité.

De plus, les lieux d’équilibre pour lesquels p; —p; = A(Qv; —Qv;), c’est-a-dire la
droite passant par les points d’attache sur la base des deux cables impliqués dans
I’équilibre est paralléle a celle passant par les points d’attache correspondants
sur l'effecteur, devraient étre représentés par une simple droite. En effet, la
quadratique calculée pour ce doublet de cables dégénére en deux droites dont
I'une passe par leurs points d’attache respectifs sur la base; cette derniére doit
étre éliminée (voir le cas particulier de la section B.2). En pratique, ces lieux
d’équilibre correspondent soit au cas ou ys = 0 de la section E.1.3, soit au cas
particulier du point 2 de la section D.2. On doit identifier laquelle des deux

droites passe par les deux points d’attache sur la base puis on 1’élimine.

N.B. Pour certaines conditions dynamiques ou pour certaines architectures ou la
position du centre de masse par rapport aux deux points d’attache sur I'effecteur

est particuliére, 1'équilibre & deux cébles sera imposible a réaliser (voir I'annexe B).
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2. Forme explicite

Transformation de chacune des quadratiques sous la forme explicite correspon-

dante (annexe D).

Voici les quatre formes explicites de quadratique.

n=>5 vy = ar+bxtvVex?+dr+e
c

n .y ax + +:)s+d

n=3, y = ar’+br+tc

n=1 x = a
Le paramétre 7 représente le nombre de coefficients de 1’équation.

. Classification des quadratiques

Identification du type de chaque quadratique et division de certaines d’entre elles

en deux quadratiques plus simples (annexe E).

Voici les sept types de quadratiques.

e TYPE 1 : Ellipse
e TYPE 2 : Parabole oblique ou horizontale
e TYPE 3 : Parabole verticale ou droite non verticale

e TYPE 4 : Hyperbole dont les deux branches sont une au-dessus de ’autre

TYPE 5 : Hyperbole avec discontinuité en x

TYPE 6 : Hyperbole avec asymptote verticale
e TYPE 7 : droite verticale

. Elimination des doublons

Fusion de quadratiques de méme forme explicite et de méme type, c’est-a-dire dont
la norme du vecteur des différences des coefficients correspondants, les paramétres
a & e de ¥, est plus petite qu'une certaine limite ¢ (dans ’algorithme utilisé,
e = 1077) et dont les paramétres 7 et ¢ de I'une sont respectivement identiques a

ceux de 'autre.
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Deux quadratiques ¥, et ¥, seront donc fusionnées si
Ma<e? | ogu=n , t,=t, (5.3)
T
A= [ a,—a, b,—b, ¢,—c, d,—d, eu—e,,} .

N.B. On doit conserver, dans le paramétre ¢ de ’équation (5.1), toutes les com-
binaisons de cables correspondant a chacune des quadratiques fusionnées lors de
cette étape. Cette information doit aussi étre conservée au cours de la division

des quadratiques en sections (section 5.2.2).

5.2.2 Division des quadratiques en sections

Le but de cette étape est de générer une série de sections de quadratique 2. Chacune

de ces sections sera définie par un ensemble de douze paramétres comme le suivant:

Q= {777 a, b7 ¢, da €, ¢, 67 Cminv gmina gmaxa gmax} (54)

ol les sept premiers paramétres sont les mémes que pour ¥ et

1 sinp=>5et Q provient de la branche du haut (+),
0= q —1 sin=2>5et Q provient de la branche du bas (—), (5.5)
0 autrement (n # 5),

autrement dit, si 7 = 5, la section sera portée par I’équation

y=ar+b+o0ver? +dr+e. (5.6)

Emin €6 Emar sont respectivement les coordonnées principales des bornes minimale et
maximale de la section. La coordonnée principale correspond a la variable indépendante
de la forme explicite de la quadratique: une abscisse si 77 # 1 et une ordonnée si n = 1.
Finalement, (,,in €t (e sont les types de bornes rencontrées et prennent les valeurs

suivantes:
0 si&; est finie,
G = 1 si&; est une asymptote verticale (n = 4),

2 si la section n’est pas bornée a cette extrémité.

¢ sera utile a la détermination du point médian et lors de la représentation graphique

de la section.
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. Intersection des quadratiques deux & deux (annexe F).

Chacune des intersections correspondant a une quadratique est représentée par

un ensemble de deux paramétres comme le suivant:

A={¢,6} (5.7)

ou & est la coordonnée principale de l’intersection et ol ¢ est le méme qu’a
I’équation (5.5) et prend la valeur 1, —1 ou 0 selon que 77 = 5 et que I'intersection

appartient a la branche du haut de la quadratique ou a celle du bas.

. Points limites

Pour les quadratiques de forme = 4 ou = 5, on ajoute aux points d’intersection
obtenus précédemment (étape 1), des points limites correspondant a I’asymptote
verticale si 7 = 4 et aux racines réelles de la courbe limitative si n = 5, soit
et ro de la section E.1. L’ensemble de ces points, points d’intersection et points

limites, sont les points de discontinuité d’une quadratique.

. Séparation des points de discontinuité des branches du haut et du bas (si n = 5)
Les points limites doivent & la fois faire partie des points de discontinuité des
branches du haut et du bas.

. Elimination des doublons

Fusion de deux points de discontinuité confondus d’une quadratique ou d’une
branche de quadratique (dans l’algorithme utilisé, deux points de discontinuité
distants de moins de 107% sont considérés comme confondus). On doit bien faire
attention & conserver les points limites et & ne pas comparer deux points de

discontinuité appartenant a deux branches différentes.

. Ordonnancement des points de discontinuité

Les points de discontinuité de chaque quadratique, ou de chaque branche, sont

classés en ordre croissant de leur coordonnée principale.
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6. Création des sections

Pour chaque type de quadratique, on créera un nombre de sections directement

relié au nombre de points d’intersections i de celle-ci.

TYPE 1 : Ellipse

On crée ¢ + 2 sections, toutes finies.

TYPE 2 : Parabole oblique ou horizontale
On crée i + 2 sections; les deux sections extrémes ne sont bornées qu’a une

extrémité.

TYPE 3 : Parabole verticale ou droite non verticale
On crée i + 1 section(s). Si i = 0, la section est infinie; si ¢ > 0, les deux

sections extrémes ne sont bornées qu’a une extrémité.

TYPE 4 : Hyperbole sans discontinuité en x

On crée ¢ + 2 sections. Si ¢ = 0, les deux sections sont infinies; si i = 1,
une section est infinie et les deux autres ne sont bornées qu’a une extrémité;
et finalement, si ¢ > 1, trois ou quatre des sections ont, au plus, une borne
finie, selon que les intersections sont sur une seule branche de la quadratique

ou sur les deux.

TYPE 5 : Hyperbole avec discontinuité en x

On crée i + 4 sections; les quatre sections extrémes ne sont bornées qu’a une
extrémité.

TYPE 6 : Hyperbole avec asymptote verticale

On crée 7 + 2 sections; deux des sections possédent une borne asymptotique
et les deux sections extrémes, les mémes si ¢ = 0, ne sont bornées qu’a une
extrémité.

TYPE 7 : droite verticale

On crée i + 1 section(s). Si i = 0, la section est infinie et, si ¢ > 0, les deux

sections extrémes ne sont bornées qu’a une extrémité.
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5.2.3 Validation des sections

Avant d’élaborer sur la validation des sections, il est important de mettre en lumiére
une particularité liée au point médian d’une section, puisque c’est en ce point que celle-
ci sera testée. Les sections ayant été créées en intersectant chaque quadratique avec
chacune des autres, le point médian d’une section ne présentera jamais a la fois des
caractéristiques d’équilibre & deux cables et de singularité. Cette particularité a les

conséquences géométriques suivantes pour les vecteurs directeurs.

e Equilibre & deux cables
Le vecteur h est dans le plan défini par deux des vecteurs directeurs.

Aucun autre vecteur directeur ne peut se retrouver dans ce méme plan, sans quoi

cela correspondrait aussi & une singularité.

e Singularité
Trois vecteurs directeurs sont coplanaires.

h ne peut étre aussi coplanaire avec ces trois vecteurs, sans quoi cela correspon-

drait aussi & un équilibre a deux cables.

Exception: h sera nécessairement coplanaire & ces trois vecteurs directeurs si
ceux-ci sont colinéaires. Ce cas implique que deux des cables sont confondus; une
disposition appropriée des points d’attache des cables permettra d’éviter une telle
situation. Si toutefois ce cas survient, il est démontré a la section 5.2.3.2 qu’une

telle section n’appartiendra jamais a 1’espace atteignable et qu’on devra la rejeter.

Les assertions précédentes sont d’'une importance cruciale pour la validation des

sections.

Point important, si la section provient d’'une quadratique fusionnée a I'étape 4 de
la section 5.2.1, les conditions énumérées aux deux sous-sections suivantes devront étre
vérifiées pour chaque combinaison de cables correspondant a cette quadratique. Une

section sera acceptée si au moins une de ses combinaisons vérifie ces conditions.

Autre point important, les égalités de ces conditions doivent étre vérifiées avec une
certaine marge d’erreur . Par exemple, x = a doit étre interprété comme |y —a| < &

et Y > a comme Y > a — €. Dans l'algorithme utilis¢, la marge d’erreur est de 107°.
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5.2.3.1 Validation des sections d’équilibre a deux cables

La validité d’une section d’équilibre a deux cables est vérifiée, en son point médian, par

les deux conditions nécessaires et suffisantes suivantes.

Premiérement, pour appartenir & la frontiére de 'espace atteignable, la section
doit appartenir a la partie de la quadratique ou les deux cables travaillent en tension.
Géométriquement, ceci signifie que le vecteur h doit se trouver dans le secteur angulaire
défini par les deux vecteurs w, et w, auxquels correspond la section, comme a la
figure 4.3. Mathématiquement, cette condition peut étre représentée par la relation
suivante:

AL An >0 et AT A >0 (5.8)

Ay = W, X W,
)\uh:WMXh

AhV:hXWV

Deuxiémement, pour que la section soit valide, celle-ci doit correspondre a une
des faces de la pyramide et non & un doublet de vecteurs directeurs définissant un
secteur angulaire & l’intérieur de la pyramide. Par exemple, pour la configuration
correspondant a la figure 4.2, la section provenant de 1’équilibre impliquant les cables 2
et 3 sera acceptée tandis que celle correspondant plutét aux cables 1 et 2 sera rejetée.
Géométriquement, ceci signifie que tous les autres vecteurs directeurs doivent se trouver
du méme coté du plan formé par les deux vecteurs directeurs correspondant aux deux
cables impliqués dans I’équilibre. Cette condition peut étre écrite mathématiquement

de la facon suivante:

}Zsigne ((Wu X W,,)TWZ-) ‘ =k—2 (i#upi#v) (5.9)

i=1

ou k est le nombre de cables du mécanisme.

Comme il a été vu a la section 4.3, une configuration polyvalente ne fait jamais
partie de la frontiére de I'espace atteignable. Aussi, la deuxiéme condition remplit bien
son role & ce sujet car elle rejette toute section dont le point médian correspond & une
configuration polyvalente. En effet, pour une telle configuration, il n’existe aucun plan

tel que tous les vecteurs directeurs se trouvent du méme coté de celui-ci.
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5.2.3.2 Validation des sections de singularité

La validité d’une section de singularité est un peu plus complexe a visualiser mais les

conditions géométriques et mathématiques qui la décrivent restent simples.

Ce type de frontiére est rencontré lorsque trois des vecteurs directeurs sont coplanai-

res; ceux-ci correspondent aux trois cables en singularité du mécanisme.

Soit p, v et ¢ les numéros des ces trois vecteurs directeurs coplanaires, et soit 7,
Yus €t Ve les cosinus respectifs des angles entre chacune des combinaisons de deux de

ces trois vecteurs directeurs coplanaires;

T

7Vij = COS 92‘]‘ = (510)

[wil[w;]
ou 0;; est I'angle entre w; et w;.

Voici les deux conditions géométriques que doit respecter une section pour ap-

partenir a la frontiére de I'espace atteignable. Pour le point médian de cette section:

1. h doit étre seul de son c6té du plan défini par ces trois vecteurs directeurs, tous

les autres vecteurs directeurs se trouvant de 'autre c6té ou dans ce plan.

Il sera établi plus loin que pour que la section puisse appartenir & la frontiére
de l'espace atteignable, les trois vecteurs doivent étre distincts (équation (5.15)),

garantissant, ainsi 1’existence de ce plan.

Mathématiquement, cette condition s’écrit:

signe(w!n;) <0, i=1...k, i # p,vets (5.11)

(2

ou n; est la normale au plan de w,, w, et w., pointant du méme coté de ce plan
que h, soit

n; = s\
A=W; X W, s = signe(h’X)

ou ¢ et j correspondent aux indices du v dont la valeur absolue est la plus petite,

garantissant que w; et w; ne sont pas colinéaires.

N.B. n; est le méme que celui de la figure 5.1 présentée plus loin.
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2. Ces trois vecteurs directeurs doivent tendre a se refermer autour de h pour un

déplacement infinitésimal de I'effecteur d’un des deux cotés de la section.

Pour cela, les trois vecteurs doivent définir un secteur angulaire d’au moins 180°.
En effet, dans le cas ou ces trois vecteurs seraient répartis sur moins de 180°,
aucun déplacement infinitésimal de ceux-ci ne créera une pyramide contenant h
sauf si celui-ci était coplanaire au départ; tel qu’établi au début de la section 5.2.3,
ce cas ne surviendra jamais au point médian car il constitue un croisement avec
un équilibre a deux cables. Une condition mathématique efficace qui vérifie que

les vecteurs sont répartis sur au moins 180° est

/7/.1,1/ _'_ f}/,ug _'_ f}/ug S _1 (512)

Cette seconde condition mérite d’étre clarifiée; celle-ci se subdivise en deux cas.

L’angle du secteur est plus grand que 180°

Yuv 7"é _17 s 7é _17 Yvs 7"é —L (513)

Les trois vecteurs sont distincts.

Ce cas valide toujours la section car pour un déplacement de l'effecteur hors de la
singularité, les trois vecteurs n’étant plus coplanaires, ceux-ci devront nécessairement
former une pyramide d’un des deux cotés du plan qu’ils définissaient dans la configura-
tion singuliére, selon le coté de la section vers lequel se déplace I'effecteur; tout vecteur

de ce coté du plan sera a l'intérieur de cette pyramide.

L’équation (5.23) démontrera que le comportement des vecteurs directeurs pour une
direction donnée de déplacement de I'effecteur sera l'inverse de leur comportement pour

la direction opposée.

L’angle du secteur est exactement 180°

Y =—1 ou que=-1 ou 7,=-1 (5.14)

Deux des vecteurs sont colinéaires et opposés.
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Le cas ou les trois vecteurs seraient colinéaires sera rejeté a priori car la seule
facon de quitter cette configuration vers l'intérieur de ’espace atteignable serait par
un équilibre a deux cables; ce genre de croisement n’est pas possible au point médian
d’une section. Ainsi, seules les sections pour lesquelles les trois vecteurs coplanaires
sont distincts doivent étre considérées. Si les trois vecteurs sont distincts, aucun des ~

ne vaudra 1, soit
Yuv #1, s #1, Yoo # 1. (5'15)

Pour vérifier si les trois vecteurs coplanaires tendent a se refermer autour de h
pour une des deux directions de déplacement, il faut utiliser les dérivées de ceux-ci par

rapport au déplacement de 'effecteur.

La dérivée partielle de w; par rapport a une variable quelconque 6 est

1 (1 1
6 5 00 o0 ( pi> wibi (5.16)

et, aprés simplification, les dérivées partielles de w; par rapport a x et y sont respec-

tivement
) 1 1 (A; — )
Wi i — L)Wy
= — —_ 5.17
Ox Pl e - (5:-17)
L Ci ]
B ana (B — y)
Wi i Y)W
= —| -1 |+—7"" 5.18
Oy pi p; (5:18)
L D

ou w;, p; et les coefficients A; & D; sont définis a 1’équation (4.2).

Pour un déplacement unitaire de I'effecteur dans une direction perpendiculaire & la
section et une pente m au point médian, les déplacements en x et y seront respective-

ment

Ar = +——' (5.19)
m2+ 1
1
Ay = —_ 5.20
Vo= F o (5.20)

ot le choix de signe signifie que I'effecteur peut quitter la section d’un cété ou de 'autre.
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Pour une section verticale, ces déplacements seront plutot
Az = =1, (5.21)

Ay = 0. (5.22)

La dérivée de w; par rapport au temps pour un déplacement de I’effecteur perpen-

diculairement & la section sera donc

(5.23)

+A

ox Y Jy

ol A est un facteur qui dépend de la vitesse du déplacement.
La vitesse du déplacement étant arbitraire, seule la direction importe; on peut

simplifier cette expression en posant A = v/m? 4+ 1 pour une section non verticale et

A = 1 pour une section verticale. On obtient donc, selon le cas:

w; =+ (m o oy ) (5.24)
ou 5
W.
S 2
w; = £ o (5.25)

La figure 5.1 aidera a visualiser la procédure subséquente. Dans cette figure, les
trois vecteurs w; sont les vecteurs directeurs coplanaires (w, et w, étant colinéaires),
les w; sont les dérivées respectives de ces trois vecteurs par rapport au temps pour un
déplacement de I'effecteur perpendiculairement a la section, n; est la normale au plan
de ces trois vecteurs (du méme coté de ce plan que h), ny est la normale au plan défini
par w,, w, et n; (du méme coté de ce plan que w,) et nz est la normale au plan défini
par n; et h (si n; et h sont confondus, on posera n; = w,,, tel que décrit plus loin).
Comme toujours, h est le vecteur des forces et moment que doivent appliquer les cables
sur 'effecteur; il ne sera pas nécessairement du méme coté du plan de normale n, que

sur cette illustration.

On utilise les dérivées des trois vecteurs directeurs pour savoir dans quelles directions
respectives et avec quelle amplitude relative se déplaceront ceux-ci dans I’espace virtuel

des efforts pour le déplacement de I'effecteur.

Pour caractériser le comportement des vecteurs w;, trois autres paramétres doivent

aussi étre définis: les angles 3, (3 et 33. On appellera 3;, 'angle entre w,, et w, dans
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Figure 5.1: Cas ol deux des vecteurs directeurs sont colinéaires.

le plan comprenant n;, du c6té de ny, (5, I’angle entre ces deux mémes vecteurs dans le
plan comprenant ny, du cété de ns, et 33, 'angle entre w. et n;. Pour la configuration
de la figure 5.1, 3, et 35 valent 180° et (B3 vaut 90°.

Avant de poursuivre, voici la notation qui sera utilisée pour les projections des
vecteurs. On utilisera p(u, v) pour désigner la projection de u sur v et p,(u,v) pour
désigner la projection de u perpendiculairement a v, c’est-a-dire dans un plan normal

a v. La relation entre p(u, v) et p,(u,v) est la suivante:

on(u,v) + p(u,v) = u. (5.26)

On utilisera aussi des projections inverses identifiées par p~'(u,v) et p '(u,v).
On entend par projection inverse, une projection dont le vecteur résultant constitue
I’hypoténuse du triangle rectangle au lieu du coté adjacent a I’angle entre u et v; le
vecteur obtenu est dans la méme direction que le vecteur résultant d’'une projection
réguliére mais sa norme est plus grande que le vecteur a projeter. L’expression mathé-
matique de la projection inverse d’un vecteur u quelconque est

u’u

Tt (5.27)

p~' (1) = p(u)

ol p~'(u) représente p~'(u,v) ou p,'(u,v), selon le cas, et p(u) représente la projec-

tion réguliére correspondante de u (p(u,v) ou p,(u, v) respectivement).

Pour que la relation entre les dérivées soit représentative, on utilisera les dérivées

normalisées des vecteurs w,, w, et w.. On divisera donc chaque dérivée par la norme
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du vecteur w correspondant et on obtiendra finalement la dérivée normalisée suivante:

W= (5.28)

La dérivée normalisée d’un vecteur est un indice vectoriel de la vitesse de rotation de
ce vecteur au moment ou ’effecteur quitte la section. La vitesse de rotation instantanée
0; d’un vecteur w; est tout simplement la norme de la composante de w; normale a w;;
la composante de w; paralléle & w; n’a pas d'impact sur la vitesse de rotation. On a

donc:

0 = |on(W], wy). (5.29)

Cette vitesse de rotation est selon un axe perpendiculaire a w; et w;.

On peut aussi calculer la vitesse de rotation de ce vecteur autour de la normale n;
ou ny en prenant la composante de p, (W, w;) perpendiculaire a cette normale. Par

exemple, la vitesse de rotation autour de n; sera:
0;(ny) = ’p(wf, nz)‘- (5.30)

On peut donc utiliser les dérivées normalisées pour analyser le mouvement des trois

vecteurs.

On distingue deux types de comportement des vecteurs w, et w,.

e w, et w, restent coplanaires avec n (3, = 0)

Cela signifie que les projections sur n; des dérivées normalisées respectives de w,

et w, sont égales et opposées:
p(Wr,my) = —p(W;,n;). (5.31)

Dans ce cas, les trois vecteurs directeurs ne pouvant rester coplanaires, w. quitte
forcément le plan (p(w,n;) # 0). Pour un déplacement de Deffecteur, si [
augmente, la section sera acceptée si O3 diminue: les trois vecteurs se referment
autour de h. Si 3, diminue et (53 augmente, la section est aussi acceptée car
cela correspond au déplacement opposé. Mathématiquement, la condition est la

suivante:
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swn; <0 (5.32)

. ok :k T
§ = signe ((p(wuv n2) + p(wlj7 n2)) n2)
ou s permet de tenir compte des deux directions possibles de déplacement; s vaut

1 si By diminue et —1 s’il augmente.

w,, et w, ne restent pas coplanaires avec n, (ﬁl # 0)
@(W; nl) 7& —KJ(W; nl) (533)

Dans ce cas, 5 n’intervient plus dans la validation de la section. La validation
dépend alors du vecteur direction d du déplacement de l'intersection entre le
segment ¢, reliant les pointes des vecteurs w, et w,, et le plan défini par n;
et h au moment ou l'effecteur commence a se déplacer: pour une diminution
de (3, c’est-a-dire p(W},n1) + p(W;,n;) > 0, h doit étre compris entre d et la
projection de ny dans le plan normal & n3 (figure 5.2). Si 3; augmente, on choisit

le déplacement opposé.

n;

g
d Pn

@n(n% Ilg)
Figure 5.2: Plan normal a nj.

Pour que la section soit valide, il faut donc que ’angle v}, entre h et cette projec-
tion de ny soit plus petit que ’angle 14 entre d et cette méme projection. Puisque
ces angles seront toujours entre 0 et 180 degrés pour le déplacement approprié de

I’effecteur, on peut tout aussi bien comparer les cosinus de ces angles:

cos(vy) < cos(thy) (5.34)

h"p,(ny,n3) d”p,(ny, ny)
< s
|h [, (ny, n3)| |d] [, (02, n3)|

(5.35)
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ol s permet de choisir le déplacement approprié; s vaut 1 si #; diminue et —1 §’il

augmente.

Aprés simplification, on obtient finalement:
hy; o, (12, 113) < 5d;, on(n2, 13) (5.36)

. L 3 : %k T
s = signe ((p(wu, ny) + p(w), nl)) nl)
ou h, et d, sont les vecteurs unitaires correspondant a h et d.

Il existe une situation qui fait un peu exception mais qui peut facilement étre
analysée: le cas oul le vecteur h est perpendiculaire & ny,. Dans ce cas, la normale
n3 serait paralléle & ny et le processus décrit précédemment ne fonctionnerait
pas. La vérification de la validité d’une telle section est pourtant trés simple: il
suffit que J; augmente quand 3; diminue, et vice versa, pour qu’elle soit valide,
c’est-a-dire que le produit des s respectifs des équations (5.32) et (5.36) soit égal
a —1. On peut aussi utiliser I’équation (5.36) en procédant comme si h était
paralleéle & n;, c’est-a-dire en posant n3 = w, et en remplacant h par n; dans

cette équation.

Le vecteur direction d est calculé de la maniére suivante. L’effet du mouvement
des vecteurs w, et w, sur le déplacement de I'intersection entre le segment ¢ et
le plan normal & n3 peut étre décomposé en quatre composantes indépendantes
associées a chacune des quatre projections des vecteurs w, et w, sur n; et ns.

Ce vecteur direction d sera donc la somme vectorielle de ces quatre composantes:

ou d;; représente 'effet sur d de la composante de w; paralléle & n;.

La figure 5.3 permet de visualiser I'effet des deux composantes de w, (n; a été
déplacé pour ne pas interférer avec d,;). On doit remarquer que les dérivées non
normalisées sont utilisées ici. L’effet de (W, n), représenté par d,q, est tout
simplement une réduction de celui-ci par un certain facteur A qui tient compte

des longueurs respectives des vecteurs w, et w,,.
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@(Vvu>n1)

@(Vvuvll2) ‘\\\\\\\\\\\\

Figure 5.3: Deux des quatre composantes du vecteur direction d.

L’effet de p(W,, n2) est plus évident dans la figure 5.4: d,;» est aussi une réduction
de p(W,,n2) par le méme facteur \ mais celle-ci doit subir une projection inverse

sur le plan normal & n3. On a donc:

dﬂl = )\@(W“,nl), (538)
dio = o' (A o(Wu ), m) = Ao, (p(W,, m),m3), (5.39)
avec
Y .7 B
Wl + W]

Le principe est le méme pour les composantes d,; et d,», associées a w,, sauf que
le numérateur de \ est la norme de w, au lieu de celle de w,. En substituant les
expressions des d;; dans I'équation (5.37), en remplagant ensuite w, par wj, |w,|
et w, par w) |w,|, puis en éliminant les facteurs communs (la norme de d n’ayant
aucune importance), on obtient finalement une expression du vecteur direction d

qui dépend des dérivées normalisées:

d = p(w;,n;) + pgl(p(wz, n,), ng) + p(w),ny) + pgl(p(wz, n,), ng). (5.40)

23



Figure 5.4: Plan normal a n;.

Résumé Vu la complexité de la démarche de validation des sections de singularité, un
résumé s’'impose. Pour que la section soit acceptée, les trois vecteurs coplanaires doivent
étre distincts (équation (5.15)) et définir un secteur angulaire d’au moins 180° (équa-
tion (5.12)). De plus, h doit étre seul de son c6té du plan de ces trois vecteurs (équa-
tion (5.11)). Ensuite, si I’angle de ce secteur est exactement 180° (équation (5.13)), la
section est automatiquement acceptée; sinon (équation (5.14)), les conditions suivantes
interviennent pour vérifier que les trois vecteurs se déploient bien autour de h. Si les
deux vecteurs colinéaires se déplacent dans un plan comprenant n, (équation (5.31)),
I’angle 35 doit diminuer quand ’angle 3, augmente et vice versa (équation (5.32)); sinon
(équation (5.33)), le segment reliant les pointes de ces deux vecteurs doit se déplacer
entre h et la projection inverse de n, dans le plan normal & n3 quand ’angle 3; diminue

et vice versa (équation (5.36)). Voici la démarche sous la forme d’un algorithme.

1. (5.15) et (5.12);
2. (5.11);

3. e soit (5.13) — section acceptée;
e soit (5.14);

— soit (5.31), si (5.32) — section acceptée;
— soit (5.33), si (5.36) — section acceptée.

o4



5.3 Deétermination de I’espace atteignable d’un méca-

nisme plan a six cables

Voici maintenant un exemple complet de détermination de I’espace atteignable du mé-
canisme montré a la figure 3.1 dont effecteur est une barre de 2 m de long, de masse

de 10 kg et de moment d’inertie de 10 kg m? par rapport a son centre de masse.

Les lignes continues et discontinues référent respectivement aux lieux d’équilibre a

deux cables et aux lieux de singularité.

La figure 5.5 montre I’ensemble des quadratiques générées par la premiére étape de
la procédure (section 5.2.1). Les figures 5.6 et 5.7 montrent respectivement les quadra-
tiques associées au sous-systéme constitué des cables 1, 3 et 5 et 'espace atteignable
correspondant. Les figures 5.8 4 5.13 illustrent I’espace atteignable du mécanisme com-

plet pour diverses orientations et divers jeux d’accélérations.

Figure 5.5: Frontiéres potentielles de ’espace atteignable.
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Figure 5.7: Sous-espace des cables 1, 3 et 5.
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Figure 5.9: Espace atteignable [¢p = —15°, & = 2m/s?, §j = —12m/s?|.
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Figure 5.11: Espace atteignable [¢ = 20°, & = 4m/s?, ¢ = —10rad/s?].
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Figure 5.13: Espace atteignable [¢ = 40°, ¢ = 5rad/s?.
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Conclusion

Le but des travaux de maitrise présentés dans ce mémoire était 1’étude systématique
des manipulateurs paralléles actionnés par cables, plans et spatiaux. Les notions de
base et la notation utilisée ont été I'objet du chapitre 1. L’étude cinématique de ces
mécanismes a été élaborée au chapitre 2. Les équations de force ont été dérivées au
chapitre 3 et il y a été vu que 'utilisation de la programmation quadratique était un
moyen de calculer les forces dans les cables pour les manipulateurs redondants car elle
permet de minimiser la norme du vecteur des forces tout en respectant les équations
d’équilibre et des contraintes d’inégalité, a savoir que les forces dans les cables doivent
étre positives. La programmation quadratique rend donc possible la résolution du
systéme de I’équation (3.17). Le calcul des forces pour deux trajectoires circulaires a

servi de démonstration.

Puisque la programmation quadratique ne permet pas de déterminer pour quelles
configurations les cables travaillent en tension pour des conditions dynamiques don-
nées, une analyse détaillée de I'espace atteignable a été effectuée et celle-ci est présen-
tée au chapitre 4. L’espace atteignable d’'un manipulateur paralléle actionné par cables
dépend des conditions dynamiques, c¢’est-a-dire les accélérations de 'effecteur, et le con-
cept d’espace atteignable dynamique a ainsi été introduit. L’espace atteignable d’un
tel mécanisme est donc ’ensemble des configurations pour lesquelles les accélérations
désirées sont induites a 'effecteur en autant que les cables impliqués dans cet équilibre

dynamique travaillent en tension. Il a été démontré a la section 4.2 que pour qu’'une
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configuration d’'un manipulateur appartienne & son espace atteignable, le vecteur h
doit pouvoir étre obtenu par une somme vectorielle des vecteurs directeurs en utilisant
seulement des coefficients positifs ou nuls. Ceci revient & dire que le vecteur h doit
se trouver & l'intérieur d’au moins une des pyramides formées par chacune des com-
binaisons de d vecteurs directeurs dans I'espace virtuel des efforts sur I'effecteur. Il a
aussi été démontré que pour qu’une configuration d’un manipulateur soit polyvalente,
c’est-a-dire qu’elle permette d’imposer tout jeu d’efforts a I’effecteur, le manipulateur
doit étre redondant et les cables doivent étre disposés de facon efficace; une telle con-
figuration appartiendra toujours a ’espace atteignable du manipulateur, peu importe
les conditions dynamiques. La pyramide de la figure 4.2 a permis de conclure que
I’espace atteignable est I'union des sous-espaces correspondant aux sous-manipulateurs

a d cables.

La section 4.3 décrit les frontiéres de I’espace atteignable. On y montre que ces
frontiéres sont de deux types: les lieux d’équilibre & d cables et les lieux de singularité.
Les équations de ces lieux sont obtenues; pour le manipulateur plan sans ressort (k = n),
les lieux d’équilibre & deux cables décrivent une hyperbole, une parabole ou droite. Il fut
aussi montré que les configurations polyvalentes n’appartiennent jamais a la frontiére

de I'espace atteignable.

Un algorithme de détermination analytique des frontiéres de ’espace atteignable a
orientation constante d’un manipulateur paralléle plan actionné par cables est présenté
au chapitre 5. La méthode simple que cet algorithme utilise comporte trois étapes
principales. On crée d’abord chacune des quadratiques d’équilibre & deux cébles ainsi
que chacune des quadratiques de singularité correspondant a chacun des sous-systémes
a trois cables. On calcule ensuite toutes les intersections entre ces courbes et on les
divise en sections. On teste finalement chacune des sections afin de déterminer lesquelles

constituent les frontiéres de I’espace atteignable.

Les travaux de recherche présentés dans ce mémoire ont donc permis une meilleure
compréhension des manipulateurs paralléles actionnés par cables, surtout en ce qui
concerne la description de I’espace atteignable et la détermination analytique de celui-
ci dans le cas des manipulateurs plans. Les principaux résultats ont été publiés dans

[17] pour des mécanismes plans.
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Bien que les objectifs de recherche visés par cette maitrise aient été atteints, dif-
férentes avenues seraient a envisager pour la poursuite de ces travaux. Il serait in-
téressant de déterminer I'espace atteignable pour une plage donnée des conditions dy-
namiques afin de, par exemple, concevoir un simulateur de mouvement permettant une
gamme d’accélérations désirées dans son espace de travail. L’obtention des courbes
d’équilibre & deux cébles d’un manipulateur plan comprenant des ressorts dont les
longueurs libres sont non nulles serait un avancement important. Finalement, la déter-
mination analytique de 1’espace atteignable d’'un mécanisme spatial serait sans doute

I’objectif ultime.
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Annexe A

Lieux d’équilibre a deux cables
a orientation constante

d’un mécanisme plan

Cette annexe donne les coefficients de la forme générale de I’équation des lieux d’équilibre &
deux céables & orientation constante d’un mécanisme plan. La premiére section traite des mé-
canismes sans ressort et la seconde des mécanismes comportant des ressorts dont les longueurs

libres sont nulles.

Chacune des sections détaille d’abord chacun des coefficients de I’équation d’équilibre et
démontre ensuite la démarche de résolution aboutissant & ces coefficients.
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A.1 Meécanisme plan sans ressort

A.1.1 Equation des lieux d’équilibre sous sa forme générale

N+ Ty +Tyay+ T +Tsy+ Ty =0 (A.1)
Ty = F, :(yl — yo) cos ¢ + (1 — x) sin ¢} (A.2)
T, = F, (:L'l — x9) cos P+ (y2 — y1) sin gb} (A.3)
s = F, :(yg —y1) cos ¢ + (xg — x1) sin gb}
+F, [(:cg —x1)cos ¢+ (y1 — y2) sin QS] (A.4)
T, = F, :(ylb2 — biy2) cos ¢ + (baw1 — byx2) sin Cb}

+F, [[(ag +a1)(y2 — y1) + bixy — baxs] cos ¢
+[bays — brys + (a1 + az)(xe — x1)]sin ¢ + yyw9 — x1y2]
7[(y1 — v2) cos @+ (x1 — 2) sin§ + by — by (A.5)
Ts = F, [[(bl + bo) (29 — 1) — agys + ary1] cos ¢

_|_

+arzy — asws + (by + b2)(y1 — y2)]sin g — y1wy + flyz]
+F, [(331@2 — a172) €os ¢ + (a1y2 — Y1az2) sin ¢}

+7‘[(:E2 —x1)cosp+ (Y1 — yo)sing + a; — (12} (A.6)
Ty = C,F,+CyF,+C.t (A7)
ol

[(bz — b)) (172 + 71Y2) + (a1 — a2) (Y192 — $1$2)} cos” ¢
[
[oa(

{51(b2y2 + asx3) — ba(biyy + a121)| sin @

(&1 - az $1y2 + y1932) (52 — b (flfz - y1y2)} sin ¢ cos ¢

(
+ )
+|b2(b1x1 — a1y1) + b1 (a2ys — baxa) } cos ¢
+ )
+22(biyr + a1x1) — z1(bayz + azs)
Cy = [(a2 — a1) (122 + 21y2) + (b1 — b2)(v102 — ylyg)} cos ¢
—i—[ (by — b1)(z1y2 + y122) + (a1 — a2)(y1y2 — x1x2)} oS ¢ sin ¢
—i—[ag aryy — bixy) + ay (bazo — (Zgyg):| Ccos ¢
+| )

az(byyr + a1z1) — aq1(baya + asy } sin ¢



+y2(ar1z1 + biyr) — yi(baye + a2)

Cr = (a1y2 + x1bs — y1a9 — byxs) cOs @
+(b1y2 — z1a9 + a9 — Y1be) sing
tagby — T1y2 — a1by + Y179

A.1.2 Méthode de résolution

On part des équations (4.8), (4.9) et (4.10), soit
alAd —x2)+ (1 —a)(As —x) = N, ,
aBi—y)+ (1 —a)(B:—y) = AF,,
a(Cix+ Dy + E1) + (1 — a)(Cox + Doy + Ey) = 7.

ol les indices 1 et 2 désignent les deux cables impliqués dans 1’équilibre.

On isole d’abord A dans chacune des trois équations précédentes:

alA; —x)+ (1 —a)(As —x)

A= Fx ;
L aB (0B
F, ’
\ = a(Ciz+ Dy + Ey) + (1 — a)(Cox + Doy + Es)

T

On égale ensuite a tour de role la premiére et la deuxiéme de ces équations avec la

troisiéme et on solutionne pour . On trouve

(A2 — ZL’)’T — (CQZL’ + Dgy + E2)Fx
(A2 — Al)T + (Cll’ + Dly + El — CQZL’ — D2y — E‘Q)F’I7

(Ba —y)T — (Cox + Doy + Eb)F,
(BQ — Bl)T + (C’lx + Dly + E1 — CQLU — Dgy - EQ)Fy.

On égale finalement ces deux équations puis on regroupe les facteurs de z2, 92, xy, x,y

et les termes constants pour obtenir les coefficients 77 a Tg.
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A.2 Meécanisme plan avec ressort

A.2.1 Equation des lieux d’équilibre sous sa forme générale

Les lieux d’équilibre a deux cables avec ressort sont représentés par I’équation de degré

3 suivante:

Ty 2® + Toy® + Ty 2y + Ty wy® + Ts 2
+Ts5y* + Tray + Tya + Ty y + Thp = 0. (A.8)

Dans I'expression des coefficients 17 a T}, 'indice ¢ fait référence au i€ ressort, K;

est la raideur de ce ressort, les coefficients A & E sont définis a ’équation (4.2).

Tl = CQ(CQ — Cl)Fy
n—k
+Cy Y- [(Cy = Ca) Bryi + (Ba = Bi)Chsi + BiCy — BsCh|K; - (A.9)

i=1

T2 = D2(D1 - DQ)FZL’
n—=k
+Dy ) {(D2 — D) Apyi + (Ar — Ag) Dy + Ay Dy — Ang]Ki (A.10)

i=1

Ty = Cy(Cy— Co)Fx + |(Dy— Dy)Cs + (Cy — C1)Ds| Fy

Cy(Cy — C) Ajts
+|(Dy — Da)Cy + (Cy — Co) Do Bry
g +[(A1 — A)Cy + (By — Bl)D2} Choti

+2 K, (A.11)
i=1 +CQ(BQ - Bl)Dk—H
+(A201 — A1C'2 + BlD2 — Bng)CQ
L "‘(Bng — BQCl)DQ }
Ty = [(D1—Dy)Co+ (C1— Cz)Dz}FZL’ + Dy(Dy — Dy)Fy

(D2 = Dy)Cy + (Cy = Cy) D) Ars
ok +Dy(Dy — D3)Biyi + Da(Ar — Ag)Cryi
+ Z +[(A1 — Ap)Cy + (B — BI)D2} Dy K; (A.12)
T 44Dy — A Dy)Cy
+(A2Cy — A1Cy + B1 Dy — By Dy) Do
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T5 = 02(3102 - BgCl)FZL' + CQ(Bl - BQ)T

+[(A2Cy = A1Cy + B3 — E1)Cy + (Ca — C1) En| Fy

n—k

+2

i=1

Co(BoCy — B1C) Agyi

+[(A102 — AyCy + By — Ey)Cy + (C — 02)E2}Bk+z’
+[(A2Bl — A1 By)Cy + (B — Bl)E2}Ck+z’

+C5(By — By) By

‘l‘(BlEg — BgEl)CQ + (3102 — BQCl)EQ

Ty = [(BiDy— ByDi + Ey — Ey)Dy + (Dy — Dy)Ey| Fu
+D2(A2D1 - D2A1)Fy + (A2D2 - DQAl)T

n—k
+2
i=1

| [(BaDy — BiDy + By — Ey)Dy + (Dy — D1) By Ay |
+Dy(A1Dy — Ay D) By

+|(A2B1 — A1 By) D + (Ay — A9)Ba| Dy

+Dy(Ay — Ay) By + (A2 — A Ey) Dy

+(A2D1 - Ang)EQ

K (A.13)

K, (A.14)

T7 = [(Bng — Bng + El — EQ)CQ + (3102 - BgCl)Dg + (Cl — 02)E2:| Fzx
+[(A2Dy — A1 D3)Cy + (A3Cy — AiCy + By — By) Dy + (Dy — Di) | Fy
+[(Bl — By)Dy + (Ag — A1)02}7'

n—k

1=1

i [(Ble — B1Dy + Ey — Ey)Cy
+(ByCy — BiCo) Dy + (Co — C) By | g

+[(A1Dy = Ay Dy)Cy + (Dy — Dy) B

+(A1Cy — AyCy + Ey — E) Do By
+ :(A2Bl — A1 By)Dy + (A — A2)E2}Ck+i K;
+ :(A2Bl — A1 By)Cy + (B — BI)E2]Dk+i
+|(A1 — A2)Cs + (By — B1) D) By
+(AsEy — A1Ey)Cy + (B1Ey — BoEy) Dy
+(AxCy — A1Cy + B1Dy — By Dy ) Ey

(A.15)

69



TS - [(BlEQ — BgEl)CQ + (31C2 — Bgcl)Eg} Fx
+[(A2Er — A1 E5)Cy + (ACy — A1Cy + By — By Es| Fy
+|:(A1B2 — AgBl)CQ + (Bl — B2>E2:|T

i [(BzEl — B1Ey)Cy + (BoCy — BIC2)E2}Ak+i ]
+[(A1Ey — Ay E)Ch

+nz_:k +(A1Cy — AsCy + By — E2)E2]Bk+i

i=1 | +Ey(AxBy — ByA1)Cry

+|(A2B1 — A\ By)Cy + (By — B1) | By

| +(B1Ey — BoEL ) Ey

Ty = [(BiEy— ByEy)Dy+ (BiDy — BoDi + Ey — By) By| F
+|(A2Ey — A\ Ey)Ds + (Ay Dy — A1 Dy) By| Fy
—F{(AlBg — AgBl)Dg + (A2 — Al)Eg}’T

| [(B:Ex — BBy D,

+(ByDy — B1Dy + E5 — EI)E2}Ak+i
+"z_:k +{(A1E2 — Ay By ) Dy + (A1 Dy — Ale)Ez]Bkﬂ
i=1 | +E2(AxBy — BoA1) Diy
+{(A231 — A1 B) Dy + (A1 — A2)E2} Eyti

+(AsEy — A1 Eb)Ey

K;
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(A.16)

(A.17)

T10 = E (BlE2 — BgEl)F.T + EQ(AQEl - AlEQ)Fy + EQ(AlBQ - AgBl)T

(BoEy — B1Ey)Agyi + (A1 By — AsEy) Biyy
+E2Z 9F) — B1Ey)Agyi + (AL Es 2F) By K,
+(AsBy — A1 Bo) By

A.2.2 Méthode de résolution

On part des équations (4.13), (4.14) et (4.15), soit

n—k

a(Ay — )+ MAy— ) = F, = D (A5 — ) Kj(prrj — 1)/ prts

J=1

(A.18)



(B —y) +ANBy —y) = F, — Z : Ki(prrj — 1)/ prss
Oé(Cll’ + Dly + El) + )\(CQSL’ + Dgy + Eg)
n—k
=7 =Y (Ciz+ Djy + E))Kj(prvj — 1)/ prvj -
j=1

ol les indices 1 et 2 désignent les deux cables impliqués dans 1’équilibre.

On isole d’abord A dans chacune des trois équations précédentes:

Fy — oAy — 2) — S35 (AS — 2) K (pray — 1)/ i

A2 — T
N = Fy—a(B—y)— X}z k(B* YKokt — 1)/ prr
By —
N o= T~ a(Crz + Dy + Er) — SI2F(Cra + Diy + EDKj(prrj — 1)/ pri

CQSL’ + Dgy + Eg

On égale ensuite a tour de role la premiére et la deuxiéme de ces équations avec la

troisiéme et on solutionne pour a. On trouve

(CQSL’ + Dgy + Eg) (A2 — SL’)T + S

a = )
(Al — I)(CQLU + Dgy + EQ) (A2 — ZL’)(ClLU + Dly + El)
- C* D3 E7)(Ag — -
avec — Z T+ y+ )( ZI}') ka—i_]il,
j=1 (CQ[L’ + Dg’y + Eg)(Aj — ZL’) Pl+j
o = (CQZL’ + Dgy + Eg)Fy — (Bg — y)T + Sj

(B — y)(Cyx + Doy + Ey) — (By — y)(Ciz 4+ D1y + Ey)’

avec i

(Ca+Diy+E)Ba=y) | . pros =1
Pk+j

—(Cox + Doy + E»)(Bj —y)

On égale finalement ces deux derniéres équations puis on regroupe les facteurs de

23, y3, 2%y, xy?, 2%, %, vy, 2,y et les termes constants pour obtenir les coefficients 7

a TIO-
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Annexe B

Nature quadratique des lieux
d’équilibre & deux cables a orientation

constante d’un mécanisme plan

Cette annexe donne une explication géométrique de la nature quadratique (hyperbole, parabole
ou droite) des lieux d’équilibre & deux cables a orientation constante d’'un mécanisme plan.

B.1 Considérations générales

Les lieux d’équilibre a deux cables d’un mécanisme plan représentent I’ensemble des
configurations pour lesquelles ce mécanisme est en équilibre en utilisant seulement deux

des k cables dont il dispose.
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Un mécanisme plan comportant seulement deux actionneurs ne pourra étre en équi-
libre que pour un ensemble limité de configurations. Pour une orientation donnée, cet
équilibre ne sera donc atteint que pour certaines positions bien particuliéres de son plan

de travail.

Deux actionneurs agissent sur I'effecteur comme une force r appliquée au point d’in-
tersection P; entre ces deux actionneurs ou leurs prolongements respectifs (figure B.1).
La grandeur et la direction de cette force dépendent de la force dans chaque actionneur,
celle-ci étant en fait la résultante vectorielle des forces appliquées par chacun des deux

actionneurs (figure B.2).
P,

By

\

\ // r
@—
Py

Figure B.1: Manipulateur plan a deux actionneurs (k = 2).

Pour des actionneurs conventionnels, cette force r pourra étre dans toute direction;
pour des cables cependant, puisque ceux-ci ne peuvent travailler qu’en tension, la direc-
tion de cette force devra étre comprise entre eux, c’est-a-dire dans le secteur angulaire

décrit par les deux cables, comme sur la figure B.2.

Figure B.2: Force appliquée par deux actionneurs.
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On observe, pour la configuration de la figure B.1, que seul un ensemble limité
de conditions dynamiques peuvent étre réalisées, selon la direction et la grandeur de
r. Pour la force r illustrée, puisque la seule autre force sur I'effecteur est ’attraction
terrestre, celui-ci subit des accélérations de |r|/m vers la droite et de g vers le bas,
ol m et g sont respectivement la masse de ’effecteur et I’accélération gravitationnelle,
ainsi qu’une accélération angulaire dans le sens anti-horaire de |r|\/I, ou I et A sont
respectivement le moment d’inertie de 1’effecteur par rapport & son centre de masse et
la distance entre r et ce centre de masse. On constate aussi que pour que ’accélération
angulaire de leffecteur soit nulle, il faut que le centre de masse de celui-ci soit sur la
droite porteuse de r et que, dans ce cas, pour la configuration montrée, ’effecteur doit

absolument subir une accélération horizontale puisque r n’est pas vertical.

Le lecteur doit noter que, & moins d’autres indications, les mots horizontal et ver-
tical désigneront respectivement des directions perpendiculaire et paralléle au champ

gravitationnel.

On peut en conclure qu’il existe une relation bien claire entre les trois composantes
d’accélération de ’effecteur pour une configuration donnée, ou alors, il existe un nombre
limité de configurations pour lesquelles des conditions dynamiques données peuvent étre

réalisées.

En réalité, I’ensemble des conditions dynamiques possibles pour une configuration
donnée dépend uniquement de la position du point d’intersection P; par rapport au
centre de masse. Cela revient a dire que pour trouver I’ensemble des configurations
pour lesquelles un équilibre dynamique quelconque peut étre atteint, il faut trouver
I’ensemble des configurations pour lesquelles la position de P; par rapport au centre de
masse est appropriée. Pour 1’équilibre statique par exemple, il faut donc que le centre

de masse de l'effecteur soit sur la méme droite verticale que le point d’intersection P;.

On doit remarquer que, pour des actionneurs conventionnels, ’ensemble des configu-
rations pour lesquelles I’équilibre statique peut étre atteint est le méme que si I’effecteur
subit une accélération linéaire verticale puisque dans ce cas, l'effet d’une telle accéléra-
tion est de modifier la grandeur apparente de la gravité, c’est-a-dire la force verticale
exercée par ceux-ci sur I'effecteur. Si les deux actionneurs sont des cables, cela ne sera

vrai que si § > —g, c’est-a-dire si cette accélération permet a ceux-ci de travailler en
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tension. A cause de sa simplicité, le cas de 1’équilibre statique est traité en premier

lieu.

B.2 Equilibre statique

P,(L,H)

X
P, &
Iy Iy
N |
haf (z,y)
\
\\\ W hs
N Vs
h N .
\\\ : y
Ay
¥ P

Figure B.3: Equilibre statique d’un manipulateur plan & deux cables.

La figure B.3 illustre une configuration d’un mécanisme a deux cables pour laquelle
I’équilibre statique est possible. Sur cette figure, 'origine du repére coincide avec le
point P, (pour simplifier les résultats), le point P, est situé en (L, H) et les dimensions
désignées par des fléches ont les signes appropriés dans ce repére. Puisque pour une
orientation donnée de ’effecteur [y, [y, h1 et h, sont des constantes, pour toutes les
configurations respectant la régle de 1’équilibre statique, c’est-a-dire dont le centre de

masse et le point P; sont sur la méme verticale, les deux égalités géométriques suivantes,
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établies & partir de triangles rectangles semblables, seront vérifiées:
ll X
h — hy h—yvy’
—l2 L—z
h—hy  h—y+H

ol x et y désignent la position du centre de masse de 'effecteur.

En isolant A dans 'une de ces deux équations, en substituant sa valeur dans la

seconde, puis en isolant y, on obtient une quadratique de la forme :
Tva? 4+ Tyay + Tyx + Tsy + T = 0 (B.3)
avec

T1 = hg — hl, T3 = ll — lg, T4 - ZQH + (L + l2)h1 — (L + ll)hg,
T5 == —llL, T6 == (th - lgH)ll

Cette équation représente ’ensemble des positions (x,y) du centre de masse pour

lesquelles 1’équilibre statique peut étre atteint.

Pour faciliter I'identification des différents cas, les mémes coefficients que ceux de
'équation (D.5) ont été utilisés; on remarque que le terme en y? est absent et que la
forme explicite (annexe D) de cette équation ne sera jamais a cinq coefficients (point 1

de la section D.2).

Différents cas particuliers surviennent.

° I1 #ly

Ce cas est le plus fréquent; T3 # 0 et I’équation (B.3) peut étre ramenée a la

forme suivante (voir le point 2 de la section D.2):

C
= b B4
y=ar+0-+ v d (B.4)
avec
hl — hg llhg — hllg — (H — CLL)ZQ
L =1 L =1

(ll — 12 — L)(H — aL)lll2 d— llL
(= 12)? ’ o=l

76



Cette équation est celle d’une hyperbole possédant une asymptote verticale en

x = —d et une asymptote oblique (possiblement horizontale) selon y = ax + b.

On constate, par I’expression de a, que la pente de cette asymptote oblique sera la
méme que celle du segment qui joint les deux points d’attache de I'effecteur et, par
I’expression de d, que la position de I’asymptote verticale par rapport aux deux
points d’attache sur la base, soit P, et P,, est dans la méme proportion que la
position horizontale du centre de masse par rapport aux deux points d’attache sur
Ieffecteur. Autrement dit, si le centre de masse est aux deux tiers de la distance
horizontale entre les deux points d’attache sur l'effecteur, I'asymptote verticale
sera située aux deux tiers de la distance horizontale entre les points d’attache sur

la base.

Si les deux actionneurs sont des cables, seule la partie de I’hyperbole ot les deux
actionneurs travaillent en tension sera utile. Si I’on considére les deux points de
cette hyperbole pour lesquels un des cables a une longueur nulle, soit (I1,h;) et
(L+1s, H+hy), ceux-ci divisent I’hyperbole en quatre sections; 'une de ces quatre
sections constituera la partie utile, §’il en existe une (voir Exceptions a la page
suivante). La détermination de cette partie utile est détaillée a la section 5.2.3.1.
Dans le cas de la figure B.3, la partie utile de ’hyperbole est la section située sous

la droite y = h; et a gauche de 'asymptote verticale.

Cas particulier: H —alL =0

La pente du segment joignant les points d’attache sur D'effecteur est la méme
que celle du segment joignant les points d’attache sur la base. Dans ce cas, le
coefficient ¢ de I’équation (B.4) est nul et I’hyperbole dégénére en deux droites
selon les deux asymptotes, soit y = ax + b et © = —d (voir le cas particulier du

point 2 de la section D.2).

Seule la droite verticale devra étre considérée comme lieux d’équilibre car la droite
oblique, puisque pour toute configuration de celle-ci les deux actionneurs sont
colinéaires, représente un ensemble de configurations singuliéres pour tous les

sous-mécanismes & trois cables comprenant ces deux cables.

Si les deux actionneurs sont des cables, seule la partie de la droite verticale située

sous la droite oblique, c’est-a-dire sous y = —a d + b, permet 1’équilibre.
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Exceptions:

Pour certaines configurations ot /; et [, sont de méme signe, il existe des situations
ol aucune section de I’hyperbole, ou de la droite verticale, ne permettra I’équilibre
a deux cables. Ceci survient, plus spécifiquement, lorsque a = H/L, lorsque
li,lo >0et a> H/L ou lorsque l;,ls <0et a < H/L.

=1

Les deux points d’attache sur 'effecteur sont sur la méme droite verticale; dans

ce cas Ty = 0 et I’équation (B.3) devient
Tia* + Tyx + Tsy + T = 0. (B.5)

—h=0L=0

Dans ce cas T5 = T = 0 et on obtient une équation de la forme:
az® +br =0 (B.6)
avec
a:hg—hl, b:(hl—hg)L

Cette équation est vérifiée pour x = 0 et pour x = L et représente donc deux
droites verticales. Ces deux droites sont en réalité des lieux d’équilibre a un

seul cable.

Si L = 0, les deux points d’attache sur la base sont aussi sur la méme

verticale et ces deux droites sont confondues.
- ll == 12 §£ O
* L=0

Les deux points d’attache sur la base sont sur la méme droite verticale;

dans ce cas T5 = 0 et on obtient une équation de la forme
az® +br+c=0 (B.7)
avec
a = hy — ho, b= (hy—hy — H)ly,

c = HI.
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Cette équation est vérifiée pour

(hy — hy + H)ly & (hy — ho — H)ly

2(hy — ho) (B8)
et, aprés simplification, les deux racines de 1’équation sont:
; . IWH
€TrT1 = , =
1= 2 Iy — Iy

La premiére de ces deux racines est une solution uniquement mathé-
matique et représente ’ensemble des configurations ou les quatre points
d’attache sont sur la méme droite verticale, c’est-a-dire les deux cables
sont colinéaires. L’ensemble de ces configurations représente des lieux
de singularité pour tous les sous-mécanismes a trois cibles comprenant
les deux présents cables et ne sera pas réalisable en pratique sauf dans
le cas particulier ou [; = [, = 0, c’est-a-dire le centre de masse aussi sur
cette droite; cependant, ce cas est déja couvert par I'item précédent.
La seconde racine est donc la seule & considérer ici mais I’équilibre sta-
tique pour I’ensemble de ces configurations n’est possible que pour un
mécanisme & actionnement conventionnel; des cables ne permettent pas
cet, équilibre.

L#0

Dans ce cas Ty # 0 et ’équation (B.3) peut étre ramenée a la forme

y =azr’+br +c (B.9)
avec
ho — hy hi—hy H+hi —hy
pu— b:
“T L T A
LH
C:hg—lT.

Cette équation est celle d’'une parabole dont ’axe de symétrie est vertical
et situé en x = —b/(2a).

Si les deux actionneurs sont des cables, seule la partie de la parabole ou
les deux actionneurs travaillent en tension sera utile. Sil’on considére les
deux points de cette parabole pour lesquels un des cables a une longueur

nulle, soit ({1, hy) et (L+1a, H+ hs), ceux-ci divisent la parabole en trois
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sections: une section finie, entre ces points, et deux infinies, de part et
d’autre. Seule la section finie pourra étre la partie utile de la parabole,
et ce, seulement si a > 0, c’est-a-dire lorsque la parabole est infinie vers
le haut. Sur les deux sections infinies, les forces dans les actionneurs
sont nécessairement de signes opposés. La détermination de cette partie

utile est détaillée & la section 5.2.3.1.

B.3 Equilibre dynamique quelconque

La transposition de la démarche précédente au cas général de 1’équilibre dynamique
quelconque est triviale. Considérons tout d’abord les lieux d’équilibre a deux cébles

pour une accélération linéaire de I'effecteur uniquement.

B.3.1 Accélération linéaire de ’effecteur

Dans le cas statique, la seule force a reprendre par les actionneurs était ’attraction gra-

vitationnelle terrestre. Considérons maintenant une accélération linéaire de 'effecteur.

Comme il fut mentionné & la fin de la section B.1, pour des actionneurs convention-
nels, si 'accélération subie par 'effecteur est paralléle a la force de gravité, les confi-
gurations pour lesquelles I’équilibre sera possible seront les mémes que pour 1’équilibre

statique.

Si maintenant l'effecteur doit subir une accélération linéaire quelconque dont la
composante perpendiculaire & la gravité est non nulle, la position du point P; par
rapport au centre de masse de 'effecteur devra étre telle que le segment joignant ces

deux points est paralléle & la force exercée par les cables sur I'effecteur.

Pour les actionneurs, la force nécessaire pour accélérer 1’effecteur avec une intensité
donnée et dans une direction donnée revient au méme que de reprendre une force
équivalente dans la direction opposée. Ceci revient & dire que le cas oll une accélération
quelconque est imposée a 'effecteur peut étre considéré comme un cas statique dont
la gravité apparente vue par les cables est modifiée, en intensité et en orientation; la

pente de cette gravité apparente sera (j + )/ (g est positif). De cette affirmation,
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on peut immédiatement conclure que les différents cas établis & la section B.2 seront
les mémes pour le cas dynamique & accélération linéaire en ajustant la direction de la

gravité percue par les cables.

Cet ajustement implique, toujours en se référant a la figure B.3, que le systéme
d’axe doit étre réorienté! de facon a ce que ’axe Y pointe dans la direction opposée de
cette gravité modifiée, et, encore ici, les dimensions [, et [; doivent étre paralléles a ’axe
X tandis que h, h; et hy sont paralléles & Y. De plus, le mot vertical, utilisé a plusieurs
reprises pour désigner une direction paralléle a la gravité, garde sa signification en

tenant compte du fait que la direction de la gravité a possiblement changg.

B.3.2 Accélération angulaire de ’effecteur

La transposition des résultats obtenus aux sections B.2 et B.3.1 & des cas d’équilibre

dynamique quelconque est trés simple.

Si ’ensemble des configurations permettant d’imposer une accélération linéaire don-
née a l'effecteur correspond aux configurations pour lesquelles le point P; et le centre
de masse ont la méme abscisse, 'axe des Y étant bien entendu paralléle & la gravité ap-
parente percue par les actionneurs, I’ensemble des configurations permettant d’imposer
une accélération angulaire quelconque, en plus de la méme accélération linéaire, corres-
pondra aux configurations pour lesquelles la différence \ entre les abscisses respectives
du point P et du centre de masse sera constante; cette constante sera la distance néces-
saire pour générer le moment de force requis a l'effecteur, soit A\ = P;, —x = 7/|r| ou
Pr., v et 7 sont respectivement les abscisses du point P; et du centre de masse et, le

moment de force requis (positif dans le sens anti-horaire).

Cela revient tout a fait au méme que de chercher les lieux d’équilibre & accélération
linéaire, sans accélération angulaire, pour un effecteur dont le centre de masse est
déplacé parallélement & 1’axe X d’une distance équivalente. (L’équation obtenue ne

serait pas la méme bien siir puisque celle-ci exprime la position du centre de masse

1L utilisation d’un repére dont aucun des axes n’est paralléle au champ gravitationnel est sans nul
doute trés peu pratique; cependant, le but de cette annexe n’est pas la dérivation des équations des
lieux d’équilibre & deux cables mais bien ’explication géométrique de la nature de ceux-ci. L’obtention

de ces équations est I’objet de la section 4.3.1.1 et de "annexe A.
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et que celui-ci a été déplacé sur D'effecteur; un simple changement de coordonnées
permettrait alors de retrouver I’équation recherchée pour la position réelle du centre
de masse, soit x = 2’ — X ol 2’ est I'abscisse du centre de masse déplacé, associé a la
nouvelle équation, et \ représente ce déplacement du centre de masse. Quoi qu’il en

soit, ces deux équations exprimeraient les mémes positions de effecteur.)

N.B. II est bien clair que si cette nouvelle position du centre de masse résulte en la
coincidence avec 1'un des cas d’exception de I'item «l; # lo» de la section B.2, ou au
cas ot a < 0 de I'item «L # 0» de la méme section, I’équilibre dynamique ne sera pas

possible.

Par exemple, les configurations permettant d’imposer des accélérations de g/2 m/s>
horizontalement (axe X positif) et mg/I rad/s* en rotation, dans le sens anti-horaire
(g est la grandeur de accélération gravitationnelle), sur un effecteur ayant une masse
m et un moment d’inertie / par rapport a son centre de masse, sont les mémes que celles
permettant d’imposer la méme accélération horizontale, sans accélération angulaire, sur
un effecteur semblable dont le centre de masse est déplacé d’'un métre dans la direction

de accélération.

Les quadratiques représentant les lieux d’équilibre a deux cables pour des conditions

dynamiques quelconques sont donc de méme nature que celles obtenues a la section B.2.
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Annexe C

Lieux de singularité
a orientation constante

d’un mécanisme plan

Cette annexe détaille les six coefficients de la forme générale d’une quadratique de singularité
d’un mécanisme plan pour une orientation ¢ donnée présentée a I’équation (C.1). Chacun
de ces six coefficients 7; est subdivisé en d’autres sous-coefficients S; associés aux différentes
fonctions trigonométriques.

Cette équation a été obtenue en égalant & zéro le déterminant de la matrice B définie aux
équations (2.6) et (2.10).

T11L'2+T2y2—|—T3£L'y+T4ZIZ'—|—T5y+T6:O (Cl)
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e Facteurs de z?

Ty, = Sycos¢p+ Sssing (C.2)

Sy = (b3 —b2)y1 + (b1 — b3)ya + (b2 — b1)ys
Sy = (bg — bg)wl + (bl — bg)wg + (b2 — bl)xg

e Facteurs de 72

T, = Sycos¢+ Sssing (C.5)
Sy = (a3 — ag)xl + (a1 — ag)xg + (CLQ — al)xg (0.6)
S5 = (a2 —azg)yr + (a3 — a1)y2 + (a1 — az)ys

e Facteurs de xy
T3 = Sycos¢+ Sssing (C.8)

Sy = (by —b3)x1 + (a2 —az)yr + (bs — by)x2

+(az — a1)y2 + (b1 — ba)z3 + (a1 — az)ys (C.9)
S5 = (ag —az)zy + (bs — b2)y1 + (a3 — ay) 2
+(b1 — b3)y2 + (a1 — az)xz + (b2 — b1)ys (C.10)
e Facteurs de z
T, = Sicos®p+ Szcosgsing + Sycos¢+ Sssing + Sg (C.11)
S1 = {(@1 —ag)wy + (by — b2)y2 + (a3 — a1)w3 + (bz — bl)y?ﬁ}xl

+ [(bl — bg)wg + (CL2 — al)yz + (bg — bl)xg + (a1 — ag)yg} U1
+ [(az —az)x3 + (by — b3)y3} T + {(bz — bg)xs + (a3 — az)y:a} y2 (C.12)
S3 = [(51 —ba)xa + (a2 — a1)y2 + (b3 — bi)xs + (a1 — a3)y3]$1



e Facteurs de y

Ty =

S1 =

Sy =

+ [(az —a1)xy + (b2 — b1)y2 + (a1 — az)zs + (b1 — bs)l/:a} (0
+ [(bg —bg)xs + (a3 — ag)yg} x9 + {(ag — ag)xs + (by — bg)yg} Y2
(b1bs — bib2)z1 + (a1b2 + asbz — a1bs — azbs)y1

+(b1b2 — babs)za + (agbs — azby + a1bs — azby)ye

+(babs — bibs)x3 + (agby + agby — azba — a1b2)ys

(a1ba + azby — a1bg — agbs)w1 + (biba — b1b3)y1

+(az2bs — agby + a1bs — asby)xa + (babs — bibo)yo

+(agby + agby — azbs — a1be)xs + (b1bs — babs)ys

{(&2 —ay)w + (b2 — b3)y2 + (a1 — az)xs + (b2 — b3)y3}x1
+ [(53 —b1)wa + (b1 — 52)1‘3} Y1

+ [(as — az)zs + (b3 — bl)y?)} z9 + (b1 — b2)w3y2

51 cos® ¢ + Sscosgsin g + Sy cos ¢+ S sin g + Sg

—

(bg — b1)xe + (a1 — a2)y2 + (b1 — b3)xs + (az — al)yg}xl

:((11 —az)wz + (b1 — b2)y2 + (a3 — a1)zs + (bs — bl)y3] Y1

:(53 — b2)xs + (a2 — (13)313} T2 + {(02 —az)rz + (b — b3)y3] Y2
a; — az)xg + (by — b2)y2 + (a3 — a1)xs + (bs — bl)yg]xl

:(bl —ba)xa + (a2 — a1)yz + (bs — b1)xz + (a1 — (13)113} (7

:((12 —az)xs + (b2 — bg)yg} T + [(bz —b3)xs + (a3 — a2)y3] Y2

— + +

+ o+

(agby — agby — asby + asbs)x1 + (arag — araz)y1

+(asba — arby — a1bs + asbi)xa + (a1a2 — azas)ye

+(a1bs + arby — agby — agbs)xs + (azas — ar1az)ys

(a1a3 — ayaz)xy + (asbe — asby + agby — agbs)y1

+(arag — agas)wa + (a1bs — asby — asba + a1b2)yo

+(azas — aras)ws + (a2bs + azby — a1bs — ar1ba)ys

{(az& —a)y2 + (a1 — a2)y3}$1

+ [(az —az)xy + (ba — b1)y2 + (a2 — az)ws + (by — bs)l/:a} Y1

+(a1 — az)ysrs + {(&3 —ay)w3 + (bz — bz)y:’)} Yo

(C.13)

(C.14)

(C.15)

(C.16)

(C.17)

(C.18)

(C.19)

(C.20)

(C.21)

(C.22)
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e Termes constants

Ts

S

S3

Sy

S5

Se

Sy cos? ¢ + S3cos ¢psin ¢ + Sy cos ¢ + S sin ¢ + Sg (C.23)

[((12(13 + b1b3 — babs — ajagz)xe + (azbe + azbs — agby — a1b3)y2
+(arag + babs — b1by — asas)xs + (a1be + agby — agby — agbg)yg}xl
+ :(agbg + agbs — azby — a1bs)xe + (babs — agas + ajasz — bibs)ys
+(a1bg + agbr — azby — azbz)xs + (azaz + biba — araz — 5253)113} (0
+ :(alag — b1bs + biby — ajag)zs + (asby — a1be + a1bs — agbl)yg} To

+ _(agbl — a1be + arbs — agby)xs
+(b1bs — biby — araz + ala2)y3} Y2 (C.24)
[(agbg + asbs — azby — a1bs)xa + (babs — azas + ajaz — bibs)ys
+(a1be + agby — asby — asbs)xs + (azas + bibs — ajag — bgbg)yg}xl
+ :(b2b3 — agas + ajaz — bibg)za + (azby + a1bs — asba — agbz)ys
+(agag + bi1by — ajas — babs)xs + (asbe — arbs — agby + agbg)yg} Y1
+ :(agbl —a1by + a1bs — asby)zs + (b1bs — biba — ajas + alag)yg] To

+ :(b1b3 — biba — araz + araz)rs
+(a1by — azby — arbz + azbl)ys} Y2 (C.25)
(asba — agb3)by + (b2 — b1)zays + ((bl —b3)xs + (a3 — a2)y3>y2}w1
—I-[ (azbz — azbz)ay + ((53 —bo)wz + (a1 — a3)y3)$2 + (a2 — Gl)y2$3} (0
+(a1bs — azbi)bazs + (azb — a1bs)asys
+(az2b1 — a1bg)bszs + (a1by — azb1)asys (C.26)
(agbs — agbz)ar + (a1 — az)yszs + ((a3 —ay)zz + (b — bz)y3)y2}$1
+{ asbs — azba)by + ((az —az)zz + (b1 — b3)y3>$2 + (b2 — bl)y2ﬂf3} (7
+(azb1 — a1bg)asxs + (azby — aibs)bays
+(a1be — agbr)azzs + (a1b2 — azb1)bsys (C.27)
[(alag — agaz)x2 + (a1bs — agba)ys + (azas — ajaz)rs + (agbs — albg)yg]xl
+{ azby — agbz)xa + (b1b3 — b2b3)y2 + (asba — azby)xs + (b2bs — b1b2)y3} (7
—I—{ araz — aaz)rs + (azby — 0153)3/3}@
+[ arby — agbr)zz + (biba — blb3)y3}y2 (C.28)
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Annexe D

Forme explicite d’'une quadratique

Cette annexe décrit de facon détaillée la transformation d’'une quadratique de sa forme générale
4 sa forme explicite. Un paramétre n est associé & chacune des quatre formes explicites
possibles; celui-ci représente le nombre de coefficients de 1’équation correspondant & cette
forme.

La section D.1 énumeére les quatre différentes formes explicites d’'une quadratique selon
son paramétre 7 et la section D.2 montre les détails des calculs et la valeur des coeflicients
correspondant & chacune des quatre formes.

87



D.1 Les quatre formes explicites
e nN=>5

y=ar+bEt Ve +dr+e (D.1)

Cette équation, selon la valeur des coefficients sous le radical, peut étre celle d’une
ellipse, d’une parabole, d’une hyperbole, d’une droite ou de deux droites. Chacun
des différents types de quadratique obtenus de cette équation est présentée de

fagon plus détaillée & 'annexe E.

e =14

y=ar+b+ (D.2)

r+d
Cette équation est celle d’une hyperbole centrée en (—d, —dx + b) dont les équa-
tions des asymptotes sont © = —d et y = ax + b. L’allure de cette hyperbole
dépend de la valeur du coefficient c. Si on numérote, de fagon giratoire, les qua-
tre secteurs du plan définis par les deux asymptotes, le premier étant au-dessus
de 'asymptote oblique et a droite de I'asymptote verticale, les deux branches de
I’hyperbole sont situées dans les secteurs 1 et 3 si ¢ > 0 et dans les secteurs 2 et 4
si ¢ < 0. Sic=0, cas limite, I’hyperbole dégénére en deux droites selon les deux

asymptotes.

e =23

y=ax’+bx+c (D.3)

Cette équation est celle d’'une parabole dont I'axe de symétrie est paralléle & ’axe

Y ou, si a = 0, celle d'une droite de pente b.

e =1

r=a (D.4)

Cette équation est celle d'une droite verticale.



D.2 Identification et calcul de chacune des formes

explicites

La forme générale d’une quadratique est la suivante:

T2+ Ty + Tsay+ Tyx + Tsy + T = 0. (D.5)
On peut transformer cette équation en regroupant d’abord les termes par puissance

de y:
Toy* + (Tsx + Ts)y + (Tyx? + Tyx + Ty) = 0. (D.6)

On cherche ensuite & isoler y afin d’obtenir une forme explicite; celle-ci dépend de

la valeur des coefficients T;. Quatre cas sont possibles.

1. VT; #0 (cas général)

On solutionne (D.6) pour y, soit

—(Tya +T5) & \/(Ta + T5)? — ATy(Tr122 + Tyw + T)
2T, ’

’y =
puis on obtient une équation de la forme n = 5, soit

y=ar+b+Ver:+dr+e (D.7)

dont les coefficients sont:

T T T2 T
a = —=, b=——-, C=—%5 — 7

2T 2T, AT} T
g _ LIy T T T

M7 Ty ‘TuET T,
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2. Ty =0,T3 #0

On isole y dans (D.6)

Tl.CL’2 + T4.§L’ + T6
(T3.§L’ + T5) ’

y:

puis on obtient une équation de la forme n = 4, soit

1
= b+ —— D.8
y=axr+b+ T d (D.8)
dont les coefficients sont:
T T
- b= —ad— =2
a Tg’ a Tg’
Ts Ts
— _pd— =S d= 22
‘ Ty T

Cas particulier : ¢=0
L’hyperbole dégéneére en deux droites selon les asymptotes.

Dans ce cas, ’équation (D.5) peut étre écrite sous la forme
Aly—B) =0 (D.9)

ou
A="Tyx+T; B=—axr—0b

Cette équation est vérifiée pour y = B et pour A = 0 et on obtient donc deux

droites dont les équations sont:

y = ar+b (D.10)
r = —d (D.11)

ou les coefficients a, b et d sont ceux de 1’équation (D.8).
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3. Ty=Ty=0, T5 #0

On isole y dans (D.6)

_Tlflfz + T4.§L’ + T6
15 ’

puis on obtient une équation de la forme n = 3, soit

y=az’+br +c (D.12)
dont les coefficients sont:
T, Ty Ts
a=—=, b=——, = ——
T T T

4. T2:T3:T5:0
L’équation (D.6) est réduite a
T11'2 + T4£l§' + T6 =0.

0T17é0

On trouve les racines pour obtenir deux équations de la forme 1 = 1, soit

r=a, et T =a (D.13)
ou

T\ [TR - ATV

a; = 2T1 ’

T, — T2 — ATV T

a, = )

? 2T,
[ ] Tl =0

On isole x pour obtenir une équation de la forme 1 = 1, soit

r=—=. (D.14)
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Annexe E

Classification des quadratiques

Cette annexe classifie les quadratiques selon sept différents types et scinde certaines d’entre
elles en deux quadratiques plus simples. Cette classification est effectuée dans le but de faciliter
la division ultérieure des quadratiques en sections explicites, c’est-a-dire des sections continues
pour lesquelles I'image de chaque abscisse est unique ou des segments verticaux.

Selon sa forme explicite (annexe D) et la valeur de ses coefficients, le type de chaque
quadratique est identifié et la valeur correspondante est attribuée au paramétre ¢ (le 7¢

coefficient de I’équation (5.1)).
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Voici la liste des sept différents types de quadratiques avec les caractéristiques des
sections explicites correspondantes; celles-ci proviennent de la division selon les points
limites correspondant au type de la quadratique, c’est-a-dire I’asymptote verticale d’une
quadratique de forme explicite 7 = 4 ou les racines réelles de la courbe limitative d’une
quadratique de forme explicite n = 5. Les bornes mentionnées sont relatives aux
abscisses. Pour chaque type, la forme explicite d’origine est aussi mentionnée (entre

parenthéses).

TYPE 1 : Ellipse (n=15)

2 sections finies

TYPE 2 : Parabole oblique ou horizontale (n = 5)

2 sections dont chacune posséde une seule borne finie

TYPE 3 : Parabole verticale ou droite non verticale (= 3,4 ou 5)

1 section infinie

TYPE 4 : Hyperbole dont les deux branches sont une au-dessus de 'autre (n = 5)

2 sections infinies

TYPE 5 : Hyperbole avec discontinuité en x (1 = 5)

4 sections dont chacune posséde une seule borne finie

TYPE 6 : Hyperbole avec asymptote verticale (n = 4)

2 sections dont chacune posséde une seule borne finie; celle-ci est asymptotique

TYPE 7 : droite verticale (n =1 ou 4)

1 section verticale infinie

N.B. Dans cette annexe, ’axe Y est supposé vertical.

El n=5 — y=ar+bxter?+dr+e

La quadratique a cinq coefficients comporte deux branches en raison du choix de

signe (+) devant le radical. Le type d’une telle quadratique dépend de l'allure de
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la courbe que représentent les trois coefficients sous le radical; cette derniére peut étre
une parabole ou une droite. Cette courbe, soit cz? + dz + e, sera appelée la courbe
limitative; la quadratique ne sera définie que pour la plage de x ou cette courbe est

positive.

Si ¢ # 0, la courbe limitative est une parabole dont les coordonnées du sommet sont,

(xs,ys) et dont les racines sont ry et 7.

—d d?

Ts=—H— s=€— —
2c Y 4c

r1

—d_ \/d2—4ce‘ —d+‘\/d2—4ce’

~ o % T %

Si ¢ = 0, la courbe limitative est une droite de pente d.

E.1.1 ¢<0

La courbe limitative est une parabole vers le bas dont I’ordonnée du sommet est positive.

La quadratique est donc une ellipse définie sur = = [rq, 5] et centrée en (zg, axs + b).
On assigne donc le type 1 a cette quadratique.

N.B. Le cas ou ys < 0 n’est jamais rencontré car la quadratique ne serait pas définie.

E.1.2 ¢=0

La courbe limitative est une droite dont la valeur d de la pente définira le type de la

quadratique.

e d#0

La courbe limitative est une droite de pente d qui croise ’axe des abscisses en
r = —e/d. La quadratique est donc une parabole d’axe de symétrie oblique définie

sur z = [r,+00 si d > 0, ou sur x = —o0, 7| si d < 0.

On assigne donc le type 2 i cette quadratique.
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e d=0
La courbe limitative est une droite horizontale et la quadratique est donc consti-
tuée de deux droites de pente a (une seule droite si e = 0).

On crée donc une ou deux quadratiques de type 3.

N.B. Le cas ot ¢ < 0 n’est jamais rencontré car la quadratique ne serait pas

définie.

E.1.3 ¢>0

La courbe limitative est une parabole vers le haut dont la valeur de ’ordonnée du

sommet définira le type de la quadratique.

o y, <0

Le sommet de la parabole est situé sous ’axe des = et la quadratique est donc

une hyperbole définie sur x = —o0, r1| et © = [rq, +00.

On assigne donc le type 5 i cette quadratique.

o y, =10
Le sommet de la parabole est situé exactement sur ’axe des x et la quadratique

est donc constituée de deux droites s’intersectant en (zg,azs + b) et dont les

équations sont

y = (a++vVo)x+ (b+ 2%/6) (E.1)
y = <a—ﬁ>x+<b—2%> (E.2)

On crée donc deux quadratiques de type 3.

oy, >0

Le sommet de la parabole est situé au-dessus de I'axe des = et la quadratique
est donc une hyperbole centrée en (z, axs + b) dont les deux branches sont une

au-dessus de 'autre et continues en z.

On assigne donc le type 4 i cette quadratique.



E2 n=4 — y=ar+b+

o c#0
La quadratique est une hyperbole centrée en (—d, —dz + b) et dont les équations

des deux asymptotes, une verticale et une oblique, sont:

y = ar+b
r = —d

—~
e
e~

~—

On assigne donc le type 6 a cette quadratique.

e c=0

Dans ce cas, ’hyperbole dégénére en deux droites selon les asymptotes (voir la

section D.1). Ces deux droites sont donc définies par les équations (E.3) et (E.4).

On crée donc une quadratique de type 3 et une de type 7.

E3 n=3 — y=ar’+br+c

La quadratique a trois coefficients est continue en x et peut étre une parabole dont

I’axe de symétrie est vertical ou une droite de pente b, si a = 0.

On assigne donc le type 3 a cette quadratique.

E4 n=1 — x=a

La quadratique a un coefficient est une droite verticale.

On assigne donc le type 7 a cette quadratique.
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Annexe F

Intersection(s) entre deux

quadratiques

Cette annexe explicite la méthode de calcul des intersections entre deux quadratiques ex-
primées sous forme explicite (voir I’annexe D).

Le calcul des points d’intersection entre deux quadratiques dépend de la forme ex-

plicite de chacune de celles-ci. Chacune des différentes combinaisons sera donc analysée.

Les racines réelles du polynome obtenu (quadrique, cubique ou quadratique), s’il y
a lieu, donneront les abscisses des points d’intersection; on substituera chacune de ces
abscisses dans I'une ou 'autre des deux équations de départ pour obtenir les ordonnées

correspondantes.
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Les quatre différentes formes explicites d’une quadratique sont:

1 n=>5 y=ar+btVcr?+dr+e

c
=4 = b+ ——
Ui , y=ar+b+ 1 d

n =23, y:agx + byx + ¢

2
3

(1)
(2)
(3)
(4)

n=1 x=x

Voici 'analyse des différentes combinaisons.

e (1) avec (1)

On part de

y=ax+b = \/clx2 +dix+ e = asxr + by £ \/021'2 + dox + €9,

on isole le radical de droite

(a1 —ag)x + by — by £ \/01x2 +dix+e = i—\/cQgB? + dox + €9,

on éléve au carré de part et d’autre

2
{ {(al — ag)SL’ + (b1 — bg)} + Cll’2 + dll’ + e

= o + dox + €9,
+2 [(al — (12)1' + (bl — bg)} \/011'2 + dll' + e

on isole le radical et ses facteurs

{(al — (Ig)!L’ + (bl — bg)r + 611’2 + dll' + €1 — (621'2 + dgl’ + 62)
= ﬂ:2\/61$2 + dll’ + e {(al — (Ig)!L’ + (bl — bg)},

on éléve au carré a nouveau

2

{{ a; — CLQ T+ (bl — bg)}2 + 011'2 + dll’ +e — (621'2 + dgl’ + 62)}
2

= 4(61113' + dll' + 61) {(al — (Ig)!L’ + (bl — bg)} s

puis on regroupe les termes pour finalement obtenir une quadrique en x:



Az + B2* + C2?* 4+ Dz + E =0,

A=|(a; —ay)*—c; — czr — 4cqco,
B =2(c; — ¢)(dy — da) — 2(ay — ag)*(dy + da)
+4[(ar — a2)® + (a2 — a1)(e1 + c2) | (by — bo),
C' = =2(by = by)*(c1 + c2) + 2[3(b1 — b2)* — €1 — 2] (a1 — a2)?

(F.1)

+2(61 — 62)(61 — CQ) + (dl — d2)2 — 4(&1 — a2)(bl — bg)(dl + dg),

D = 2(e1 — e3)(dy — da) + (a1 — az) (b — bs) (b1 — bs)* — €1 — €3]
—2(dy + dy) (by — by)?,
FE = [(bl — b2)2 — €1 — 62}2 — 46162.

e (1) avec (2)

On part de
Co
=ar + by £/ 2?2 +dix + e = asx + by + ———,
Yy =a1r+0; \/1I+1+1 2 R
on isole le radical et on éléve au carré
Co
et +diz+er = (ay—ay)r+by — by + ——,
\/01 +dir+ e (az — ay) 2=t
2 Co 2
x°+d = |(ag—ay)xr+by— b + ,
X" + a1r + e {(2 1) 2 1 T+ d

puis on regroupe les termes pour finalement obtenir une quadrique en x:

Az* + Ba* + C2* 4+ Dz + E =0,

A= (ag—ay)? —c,

B =2dy((a2 — a1)? — c1] + 2(a2 — a1)(by — by) — dy,

C = 2dy[2(az — ar)(by — by) — di| + d3 (a2 — a1)* — ¢
+2¢5(ay — ar) 4 (by — b1)? — ey,

D = d2[2(as — ar)(bs — br) — da] + 2d[(bs — br)? — 1]

(F.2)
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+262 {dg(ag — (11) + bg — bl},
E= dg {(bg — b1)2 — 61} + 2d202(bg — bl) + C%.

e (1) avec (3)

On part de

y:a1x+blzl:\/clx2+d1x+el :a2x2—|—ng—|—c2,

on isole le radical et on éléve au carré

:I:\/clsc2 +diz +e; = agx® + (by — ay)w + o — by,
2
611’2 + dll' +e = [agl’2 + (bg — (11)1’ +co — bl} s

puis on regroupe les termes pour finalement obtenir une quadrique en x:

Az* + Ba® + C2® + Dr + E =0, (F.3)

A=a3,

B = 2a3(by — ay),

C = (a1 — by)* — c1 + 2as(cy — by),
D =2(a; — by)(by — o) — dy,

E = (b — ) —ey.

e (2) avec (2)

On part de

C C
! :CLQLL’—FZ)Q"— 2

= a1z + b + ;
Y= mrm T T+ dy

on distribue les dénominateurs

(a1 4+ b1)(z +dy)(x + d2) + c1(x + do) = (agx + be)(z + dy)(x + da) + co(z + dy),

puis on regroupe les termes pour finalement obtenir une cubique en x:
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A2 4+ Ba* + Cx+ D =0, (F.4)

A=a; —as,

B =by — by + (a1 — as)(dy + do),

C = (a1 — ag)dyds + (by — ba)(dy + da) + ¢1 — ¢,
D = (by — by)dydy + c1dy — cody.

e (2) avec (3)

On part de
C1

y=a1x+ b + = a2 + byt + o,

T+ d

on distribue le dénominateur

(alx + bl)(ilf + dl) +c = (a2x2 + bgl‘ + CQ)(SC + d1>,

et on regroupe les termes pour finalement obtenir une cubique:

Az® + Ba* + Cx + D =0, (F.5)

A= —ay,

B = a1 — axd; — by,

C = (a1 — by)dy + by — ¢,
D = (by — c3)dy + 3.



e (3) avec (3)
On part de

y=a122 4+ b1z + ¢1 = asx® + box + ¢y

et on regroupe les termes pour obtenir une quadratique:

Ax* + Br +C =0, (F.6)

A:al—ag,
B:bl—bg,
C=c¢ — o

(F.7)

e (1), (2) ou (3) avec (4)

On substitue tout simplement les abscisses de la droite de (4) dans ’équation
explicite de (1), (2) ou (3) afin d’obtenir, s’il en existe, les ordonnées correspon-

dantes.

N.B. La recherche d’intersections entre deux quadratiques de forme explicite (4), c’est-

a-dire deux droites verticales, ne doit évidemment pas étre entreprise.
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Annexe G

Lieux d’équilibre a cinq cables
a orientation constante

d’un mécanisme spatial

Cette annexe détaille les vingt coefficients de la forme générale de la cubique représentant
la surface des lieux d’équilibre a cing cébles & orientation constante d’un mécanisme spatial.
Chacun des vingt coefficients est subdivisé de fagon & présenter les facteurs respectifs des
forces et moments de force selon chacun des axes.
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G.1 Méthode de résolution

On part du systéme d’équations (4.17), soit

a1(Ay — 1) + ag(Ay — ) + az(Az — x) + ag(Ay — x) + a5(As — @
a1(Br —y) + aa(By —y) + a3(Bs —y) + au(Bs —y) + as(Bs — y
a1(C) — 2) + az(Cy — 2) + a3(C3 — 2) + au(Cy — 2) + a5(Cs — 2
a1 (Dry + Erz + F1) + ax(Doy + Bz + Fy) + az(Dsy + Esz + F3
+as(Day + Egz + Fy)

a1(Gry+ Hiz+ 1) + ax(Gay + Haz + I

)
)
)
)
as(Dsy + Esz + Fx)
)
)
as(Jsy + K3z + L)

)

+
+
)+ a3(Gsy + Hzz + I3
Fay(Gay + Hyz + 1) + a5(Gsy + Hsz + I
a1(S1y + K1z + L) + aa(Jay + Koz + La) + as(
( )+ o

+ay(Jay + Kyz + Ly) + as(Jsy + Ksz + Ls

7y, (G.5)

7.. (G.6)

On résoud le systéme constitué de cinq des équations précédentes puis on substitue

les oy & a5 ainsi obtenus dans 1’équation restante. On regroupe ensuite les termes par

puissance de x,y et z.

G.2 Equation des lieux d’équilibre a cinq cables sous

sa forme générale

T + Toy® + Ty 2% + Tyx’y + Tsaz + Tywy? + Traz?
+Tsy’z + Toyz* + Tiowyz + Tiua” + Tioy® + Ti32”
+T143:y + T15SL’Z —+ T16yZ -+ T17LL’ —+ Tlgy + Tlgz -+ T20 =0

(G.7)

Les coeflicients 17 a T5y sont maintenant présentés; chacun d’eux est développé sous

forme d’une sommation dans laquelle
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0 si deux des indices sont égaux;
Cijklm= 1 siijklm est une permutation paire de 1,2, 3,4, 5;

—1 siijklm est une permutation impaire de 1,2, 3,4, 5.

Pour les termes ne comportant que quatre coefficients, on suppose l'indice man-
quant & la fin. Par exemple, pour le terme ABCD, on imagine A;B;C,D; X,, ou X est

un coefficient imaginaire et m est ’indice manquant.

e Facteurs de z°

. —(JiG;CvFy) Fy
Ti= Y Eijum | +(LiG;ByF) F, (G-8)
bkilm=1 —(JiGjBkCI) T

e Facteurs de 3

(D K;Cy 1)) Fy
T2 = Z Eijklm —(AiDij[l) Fz (GQ)
B35kl m=1 —l—(AZDijCl) Ty

e Facteurs de 2°

. —(B;L;HyE)) F,
Ts= > Eijum | +(AL;HyE) F, (G.10)
B —(A;B;HyEy)
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e Facteurs

Ty =

e Facteurs

Ty =

e Facteurs

Ts =

de 2%y

5

>

ivjykvlvmzl

de 2%z

5

>

ivjvkvlvmzl

de zy?

5

>

ivjvkvlvmzl

Cijkim

Cijkim

Cijkim

|

. ( GiB; Ky Fy + GiD; By Ly — J;D; By,

(JiGjDkBlCm + JiGjCkFl) F,

+GiDijCl + JiGjAleCm

Fy

—JiGjAxFy — J;G;ApD By,

B

+(AG; DR K Cry — DiE;CLI) F,
.\ ( AG, K, Fy — DiB; KT, — J;A; Dy I

—i—(JiGjAkCl — GiBijCl) Ty
—(JiBjDkCl) Ty
—(GiD;ByCy) T,

(J;G;ByC Ep — J;G; By F)) F,

n JiCjIkEl + GiLjCkEl — JZ‘AijFl
—I—JZ‘CijFl — JiGjAkClEm

)Fz

GiBijEl — JiBj[kEl ) F

—JiB;HyFy + J;G Ay By,
+(JiA;Gy By — J; B;CLH)) T,
+(JiB;CrE)) T
—(GiB;CyEy) T

GZKJCkE + GszLkCl ) P |

—I—JZ‘DjCkIl + GiDjBkKlCm

—A;G;DyL; — A;G; By DK,

—I—(GiAijCl) Tx
+(JiA;DCy + D;iB; K;,Cy) 7
—|—(A,'GjDkCl) Tz

)Fz

(G.11)

(G.12)

(G.13)
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e Facteurs de x2°

17 =

5

>

ivjyk:vlvm:l

e Facteurs de y?z

Ty =

5

>

ivjyk:vlvm:l

e Facteurs de yz2

Ty =

5

>

ivjykvlvm:]-

Cijkim

Cijkim

Cijkim

d

X

( AK I E + A;Dy L H ) -

K

. ( JiB;1,E, — G;B; L, ) -

+J;BjH Fy + J;B;C,, H | E,,
GiA;LuE) — JiA;HFy — J;A;I,E, ) -
+L;C H By — J;A;CLH Ep, !

+(J;A;BH,E,, + B;L;H,E)) F,
—(JiA;BLH)) 1y
+(JiA;BLE)) 7,

+(A,G;ByE, — B,C;H,E)) 7,

DilLCiy — KiCylyFy — KGCHyFy ]
—B;D,;K.I, + B;D,;K;CyH,y, *
—I—(AiDijIl — AiDijCle) Fy

+AK; HoFy + A;Dj By, Hy,
—(AK;CyHy) 7

—I—(AinCkEl — AiBjDkKl) Ty
+(A;D;CyHy) 7,

B,K;IE, + L;,C;H,E, + B;D,L;H, ) . _
+B;K;jH,F, + B, K;C,, H | E,,
( AKILE) + A;D; L H, ) .
VAR HGF) + A K CLH Ey, |
+(A;B;KyH E,, — A;L; H, ) F.
—(A;BjKpH)) 1
+(A;BjKpEp) Ty

—l—(AZ'CijEl — AiDjBkHl) Tz

(G.14)

(G.15)

(G.16)
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e Facteurs de xyz

JiD; Byl — J,C;HyFy — J,C I, Ey
+| +GiB;DyLy — GiB;KyFy — JiL;CoEy | Fu
+G;B;H,.C\E,, — J;D;B,,C H,,
JiA; Dl + KiCiHyFy + K.CiLE,
+| +4:G,DyL — AGKWF — DiL;CyH, | F,
T = 25: — ~GAjKyC\E,, — J;AjD,C Hp,
ivj ke lm=1 BiK;IyEy + JiAjHLFy + J; AL By
+ | +BK;HyF — D:B;LyH; — GiA;LLE, | F
+J;Aj Dy ByHyy — Gy A; B By
V(T A;CoHy + GiA;ByI, + BK;CLH)) 7
+(JiA; BrDy — JiA;Ch By — BiK;CLE) T,
+(A;G ByDy — AiG;CLE, — BiD;CLH,)

(G.17)

e Facteurs de z?

+(JiGByCiF) Fy
+(GiLjCkFl + JiCjIkFl — JiGjAkClFm)Fy
> +(GiB;LiFy — J;B;IFy + J;G; Ay B Fy, ) F.
Tiu= Y. Eijkm
ij e lm=1 —(JiGj A BiCy, + J;B;Ci 1) + G, B L;,Cy) T
+(JiBjCkFl) Ty
—(GZBjCkFl) Ty

(G.18)

e Facteurs de 12

+(D;LiCyp Iy — K;Cj1,Fy + B;D; K, Ci 1y, Fy
—(A;D;KCiI,,) F,
Ty — 25: €4kt +(AiB;jDi K1y, — Ai K1 Fy — A; D LiIh) F,
0,4,k l,m=1 —(AK;CkLy) 7o
+(A;K;CLF + A D Li,Ci + A; DB K |Cp,) Ty
+(A;D;C 1)) T,

(G.19)
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e Facteurs de 22

—I—(AiLjIkEl + AiLijFl + AiLjCkHlEm) Fy
5
+(A;B;LyHE,,) F.
Tis= Y. Eijkim (B Lo HiBim) (G.20)
J

. —(AszLkHl) Ty
+(AiBijEl) Ty

—(AiBjIkEl + AiBijFl + AiBjCkHlEm) T

e Facteurs de zy

—I—JZ‘BjDkClIm — GiDjBkLlCm
KiC3IkFy = DiLiCily = GiA; KyCiFy
—JiA;DyCiI,, — GiA; Dy LiCyy !

+(G£ﬂﬂﬂ%—ﬁ@@ﬂ—@%@ﬂ)F ]

5
B,K;I.IF, — G;A; Li.F, — D;B; L1,
Ty = E Eijklm ’ ! ’
ik lm=1 + —I-GiAjBleLm + JZAj[kﬂ F,

+J;A; Dy BiI,, — G;A;BL K, Fy,
+(JiA;CL L 4+ GiA; LCy + G A B KCyy, + By K CpIh)
—(JiA; Dy BiCp, + J;A;CyFy + B K;Cy Fy + B;D; Li,Cy) T,
+(G;A; Dy B,Cp, + G;A;CLF, + D; B;CyI)) T,

(G.21)



e Facteurs de zz

Ti5 =

e Facteurs de yz

Tig =

5

>

3,7,k,l,m=1

5

>

ivj’k7l7m:1

Cijkim

Cijkim

( GiB;LyCiEy, + JiBi I, Fy — G;B; L, Fy ) N i
+J; BjCyH Fyy + J;B;Cr Ly,
GiA; Ly Fy — JiAj I F) + LiCy Hy Fy
+ | —GiA;LLC\ B + LiCyILEy F,
— i AjCLH Fy, — JA;CrL By
( B;L;H,F, + B;L;I,E, — G;A; By L, Ey, ) v
+J;A; By Epy + J; A B H, Fy,
H(GyA; ByLy — JiA;Bly + Ji A ByCiHy, + BiL;CRHy) 7
+(J;A; BiFy — JiA;ByCEy, — BiL;CLE) 7,
| +(G4A;ByCIEy, — GiA; ByFy — B,C;ILE, — BiC;HyF) 7, |
(G.22)

DiB; LI, — BiK;I,F} — L;C;H,.F}
+ | —D;B;L,C Hy, — LiCi I E) F,
—BiK;CyH Fy, — BiK;C,L,Ep,
( AKIGF, + A;Dj LT, — A;D;LiCiHy, ) -
+AK;CLH Fy + A;K;Ci L, Epy !
) ( ABjKyH Fyy — ALy HWFy — AL I E, ) v
VAB; Ky — AiD;ByL Hy,
(A B Ky CyHyy — A;LiCuHy — A;BiKGL) 7o
+(A;iBjKF) — A;B;DyLy — A;BjKyCiEy + A;L;CLE) 7,

L +(AiCijFl + AiCjIkEl + AiBjDkIl — AiBjDkCle) Tz |
(G.23)
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e Facteurs de z

Tv7 =

5

Z Cijkim

i7j7k}l)m:1

e Facteurs de y

Tig =

5

Z Cijklm

ivjvkvlvmzl

e Facteurs de z

Thg =

5

>

ivjvkvlvmzl

Cijkim

e Termes constants

Ty =

5

>

3,7,k l,m=1

+(GiB;LC\Fy, + J;B;CyI,F,,) F
H(LCi I Fy — Ji A;Ch L Fyy — GiA Ly CiFy,) F,
+(J;A;BrL Fy, — GiA;ByLiFy, + B;L;I,F)) F,
+(J;A; BrCi I + GiA; ByLiCry + B L;Ci 1)) 7o

—(JiA;ByCiFy, + BiL;,CyF) 7
+(G;A; BLC\F,, — B;C;IF)) .

+(B;D; LiCi1,, — LiC; I F; — BiK;CyI,Fy,) Fy
+(AK;Cp iy — A;D;LyCi1,,) F,
+(A;B;KI,Fy, + A;B;DyLi 1L, — A;L; I F}) F.
+(AiB;KCiIy — A;L;CiI}) 7o
+(A;L;CyFy — AiB;KyCiFy, — A;B;DLiCyy) T
+(A;C I Fy — AiB;DyCy1,y,) -

—(B;L;IxF} + BiL;CyH,Fy, + B;L;CiI|Ey,) F,
(A LIy Fy + A;L;CyH, Fy, + A;L;Cy i Ey,) F,
+(A;Bj Ly H F,, + AiBjLi.L Ey,) F.
+(AiB;LyCHyy, — AiBjLipI}) 7o
+(A;B;LyFy — A;B;LyC\Ey,) 7,

i —(AiBjIkFl + AiBjCkIlEm + AiBjCkHlFm) Tz |

—(BiLjCkIlFm) F, + (AiLjCkIlFm) Fy

Cijkim +(AiBijIlFm) F, + (AiBijClIm) Ty

—(AiBijClFm) Ty — (AZB]Ck[lFm) Tz

(G.24)

(G.25)

(G.26)

(G.27)
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