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Résumé

Dans ce mémoire on présente une méthode générale et des algorithmes détaillés qui
permettent de déterminer des régions exemptes de singularités pour des mécanismes
paralleles plans et sphériques a 3 ddl avec des actionneurs prismatiques. La méthode
proposée est celle des extrémums, complétée par des substitutions trigonométriques qui
introduisent les limites de 'espace de travail directement dans ’expression analytique
du déterminant de la jacobienne. Par conséquent, les nouvelles variables sont définies
partout dans I’espace. Des algorithmes basés sur cette méthode, qui vérifient la présence
des singularités dans une hyper-boite de ’espace de travail sont développés. Egalement,
des algorithmes additionnels sont conc¢us pour valider, par une vérification visuelle,
les procédures de détection, en discrétisant tout 1’espace de travail. Les algorithmes
sont mis en pratique dans l’espace tri-dimensionnel et sont aussi adaptés pour les cas
plans, quand une des coordonnées cartésiennes est constante. Ils sont appliqués pour
deux types d’architectures différentes a 3 ddl, plane et sphérique, chacune ayant une
géométrie générale. La procédure développée vérifie avec succes et d’une facon rapide

I'existence de singularités dans n’importe quelle boite définie dans ’espace de travail.

Irina Narcis Constantinescu Clément Gosselin-Directeur
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Chapitre 1

Introduction

Dans ce chapitre les manipulateurs sériels, paralleles et hybrides sont introduits et on
expose leurs avantages et désavantages. On décrit brievement les configurations singulieres et
leur importance. On passe en revue les différents travaux d’autres chercheurs sur les singula-
rités des manipulateurs paralleles. A la fin de ce chapitre, on présente le plan de ce mémoire.

1.1 Manipulateurs

La majorité des manipulateurs existants sont des machines marquées d’un caractere
anthropomorphe. Un robot est une machine destinée a reproduire certaines actions ou

taches habituellement effectuées par les humains. Le mot robot est apparu pour la



premiere fois, en 1920, dans une piece de théatre écrite par I'auteur tcheque Karel

Capek. En tcheque, robota veut dire travail forcé.

Une définition du mot manipulateur donnée par la norme ISO 8373 intitulée «Ro-
bots manipulateurs industriels - Vocabulaire» (1994) s’énonce comme suit : Un manipu-
lateur est une machine, un mécanisme constitué normalement d’une série de segments
qui sont reliés par une articulation assurant une rotation ou une translation relative
entre segments, dont le but est de prendre et déplacer des objets (pieces ou outils) avec
plusieurs degrés de liberté. 1l peut étre commandé par un opérateur, une unité de com-

mande électronique ou un systeme logique (dispositif a cames, relais, cables, etc.).

Une définition du mot robot donnée par le R.I.A (Robot Institute of America) se lit :
“Un robot est un manipulateur multifonctionnel reprogrammable, con¢u pour déplacer
par des mouvements variables programmés, des pieces, des outils ou des instruments

spécialisés, de maniére a exécuter des taches”.

La plupart des robots industriels actuels sont de type sériel. La structure mobile d’un
manipulateur sériel est une chaine ouverte, formée d’une succession de segments, reliés
entre eux par des liaisons a un degré de liberté. Chaque articulation est commandée
par un moteur qui est placé dans l'articulation, ou sur un des segments précédents
(dans ce cas on a besoin d’'un mécanisme qui assure la transmission entre ’actionneur
et larticulation considérée). Un robot sériel tres répandu dans l'industrie pour effectuer
des taches répétitives, comme l'assemblage, la soudure, le stockage, I'inspection, etc.,
est le robot PUMA (voir figure 1.1).

Fic. 1.1 — Robot PUMA 500.



Pendant I’ascension et le développement des robots sériels, ’attention des ingénieurs
a été attirée par des manipulateurs paralleles, comme une alternative aux structures

sérielles.

Une définition des manipulateurs paralleles donnée par Merlet [1] est : Un robot
paralléle est un mécanisme a chaine cinématique fermée, constitué d’un organe terminal
a n degrés de liberté et d’une base fixe, reliés entre eux par des chaines cinématiques
indépendantes. Chacune de ces chaines compte deux segments articulés, ’articulation
entre eux étant a un seul degré de liberté. La motorisation s’effectue par n actionneurs

simples, un pour chaque chaine.

Un des exemples les plus connus est la plate-forme Gough-Stewart, un manipulateur
parallele a 6 ddl avec des actionneurs prismatiques (voir figure 2.1). Ce mécanisme a
été congu par un ingénieur anglais, Gough, en 1947, pour tester des pneus a ’aide d’une

plate-forme mobile (voir figure 1.2).

FiG. 1.2 — Photo d’origine de la plate-forme de Gough.



Quelques années plus tard (1965), un autre ingénieur anglais, Stewart, a proposé
une architecture semblable, comme plate-forme de génération de mouvements pour un
simulateur de vol. La grande majorité des simulateurs de vol modernes utilisent la

plate-forme de Gough-Stewart pour la génération de mouvements (voir figure 1.3).

F1Gg. 1.3 — Photo du simulateur de vol (reproduit avec la permission de CAE

Electronique Ltée).

Les avantages des robots paralleles sont [2] :
— capacité de charge élevée;
— possibilité de mouvements a haute dynamique (accélérations élevées) ;

— rigidité mécanique élevée ;

faible masse mobile ;

— fréquence propre élevée, donc peu d’erreur de répétabilité due a une oscillation
incontrolée de la structure mobile,

— possibilité de positionner les actionneurs directement sur la base fixe ou tres

proche de celle-ci; cette particularité a les conséquences positives suivantes :

1. grand choix de moteurs et de réducteurs par le fait que leur masse joue peu

de role dans l'inertie du manipulateur,

2. simplification importante des problemes de liaisons entre les moteurs, les

capteurs et le controleur (cablage plus simple et plus fiable),



3. facilite le refroidissement des actionneurs, donc diminution des problemes de

précision dus aux dilatations et a une puissance potentielle élevée,

4. facilite l'isolation des moteurs de l'espace de travail pour des activités en
atmosphere propre ou avec risque de déflagration ou encore pour les appli-

cations nécessitant des lavages a grande eau,

— facilité d’intégration des capteurs;

— construction mécanique modulaire, simplicité de fabrication et possibilité de série
par la présence de plusieurs composants identiques sur un robot ;

— effet limité des tolérances de fabrication sur la précision ; cette propriété fait des

robots paralleles de bons candidats pour la micro-manipulation.

Par rapport aux robots sériels, les inconvénients des robots paralléles peuvent étre

résumés de la facon suivante :

— volume de travail limité,

— modeles géométriques parfois difficiles a déterminer,

— pas de trajectoire naturelle facilitant des opérations telles que l'insertion,

— présence de singularités qui conduisent a une perte de controle de la structure
mobile, voire a une détérioration de la mécanique,

— couplage fortement variable entre les différentes chaines cinématiques ; cette par-
ticularité peut compliquer le réglage ; le surdimensionnement des actionneurs est

une solution pour contourner cette difficulté.

En reliant tous les atouts des manipulateurs sériels et paralleles et en minimisant

leurs défauts, un nouveau type de manipulateur a été développé, le manipulateur hy-

bride.

Les manipulateurs hybrides consistent en une structure sérielle, dans laquelle on
integre une ou plusieurs boucles fermées. En fonction des taches désirées, avec une struc-
ture hybride, on peut trouver un “équilibre” entre les avantages et les désavantages des
deux structures principales : sérielles et paralleles. Par exemple, une structure sérielle
est caractérisée par une rigidité faible et d’un grand espace de travail. En ajoutant une
ou plusieurs structures paralleles, la rigidité du systéeme augmente et méme si I’'espace
de travail diminue, il reste assez grand et, dans certains cas, comparable a celui d'un

manipulateur sériel.



Dans la suite de ce mémoire on étudie seulement les manipulateurs paralléles.

1.2 Singularités des manipulateurs

D’apres Zlatanov, [3, 4], une configuration d’un manipulateur est réguliére, si deux

conditions sont satisfaites :
1. les vitesses des actionneurs (vélocités d’entrée), déterminent toutes les vélocités
du mécanisme, y compris les vélocités de la plate-forme;
2. les vitesses controlées de la plate-forme (vélocités de sortie) déterminent toutes

les vélocités du mécanisme, y compris les vélocités des actionneurs.

Autrement, la configuration est singuliere.

Une classification de singularités a été faite par Gosselin et Angeles en 1990 [5].
Celle-ci a été ultérieurement détaillée par Zlatanov et al [3, 6]. Dans ce mémoire, on
étudie seulement les singularités de type II [5] ou RO [3, 6], qui peuvent se produire &
Iintérieur de ’espace atteignable. Ce sont des configurations oli, méme si les actionneurs

sont bloqués, l'effecteur peut subir un mouvement infinitésimal.

Ces configurations singulieres sont associées a des postures particulieres de I'organe
terminal ou la rigidité naturelle des robots paralleles subit une grande détérioration [1].
Il est tres important d’analyser les singularités, puisque la rigidité du systeme s’annule

localement et le systeme devient incontrolable.

L’analyse des configurations singulieres utilise des outils mathématiques différents.
On peut les diviser en deux groupes : (i) les méthodes géométriques telles que la théorie

des visseurs et la géométrie de Grassmann; (ii) les méthodes analytiques.

Pour trouver les conditions géométriques qui conduisent a des configurations sin-
gulieres pour les manipulateurs paralleles spatiaux, Merlet a utilisé une approche géomé-
trique, la géométrie de Grassmann [7]. Quand le nombre de degrés de liberté du mani-
pulateur augmente, les expressions analytiques pour les lieux de singularités deviennent
tres complexes. Pour cette raison, d’autres auteurs, [3, 4, 6], ont proposé des méthodes
basées sur la théorie des visseurs, qui peuvent décrire les lieux de singularités, sans

avoir besoin d’obtenir des expressions analytiques.



Plusieurs chercheurs ont étudié les configurations singulieres en analysant ’expres-
sion du déterminant de la jacobienne. En utilisant la méthode du déterminant, Sefrioui
et Gosselin ont étudié les configurations singulieres pour les manipulateurs plans a 3
ddl [8], et aussi pour les manipulateurs paralleles sphériques avec actionneurs prisma-
tiques a 3 ddl [9]. Ils ont obtenu les expressions analytiques pour les lieux de singula-
rités et aussi la représentation graphique de ceux-ci. Dans [10], Sefrioui a démontré
que I’étude faite dans le cas du manipulateur sphérique avec actionneurs prismatiques
a 3 ddl, peut s’appliquer au cas du manipulateur parallele spatial découplé a 6 ddl. Le
probleme pour le manipulateur spatial général a 6 ddl n’a pas pu étre réalisé par la

méthode du déterminant.

En utilisant une méthode qui consiste a décomposer le déterminant par les cofacteurs
de la premiere ligne, Mayer St-Onge, [11, 12], a réussi a obtenir I'expression analytique
du déterminant de la matrice jacobienne, pour les manipulateurs spatiaux généraux
a 6 ddl. De plus, il a obtenu une représentation graphique des lieux de singularités
dans 'espace cartésien afin de les superposer graphiquement a l’espace de travail. La
méthode utilisée consiste en un développement cascadé du déterminant. L’avantage
d’utiliser cette méthode est que le développement du déterminant est divisé en plusieurs

étapes intermédiaires ou apparaissent des simplifications importantes.

On sait que, en utilisant la méthode du déterminant, les lieux de singularités pour
un mécanisme parallele sont donnés par les racines de det (J) = 0. En augmentant
le nombre de degrés de liberté du mécanisme, 'expression analytique du déterminant

devient plus complexe.



1.3 Objectif de la these — Zones exemptes des

singularités

L’objectif de ce travail est de permettre la détection de régions exemptes de sin-
gularités dans les espaces de travail des mécanismes paralleles plans et sphériques a 3

degrés de liberté.

Une zone exempte de singularités, est une région de l'espace de travail ou il n'y a

pas de pose de l'effecteur qui correspond a une configuration singuliere.

Il est tres difficile, et souvent tres dangereux, de manipuler un mécanisme dans
une zone de singularités ou dans son voisinage. On perd le controle du mécanisme, les
mouvements de celui-ci (surtout de l'effecteur) peuvent devenir imprévisibles, ce qui
peut mettre en danger le matériel et les humains. Dongc, il est important d’éviter les
singularités et en pratique on préfere opérer dans des zones stires, ou il n’y a aucun
risque de perte de stabilité. Ainsi, il est normal de rechercher des régions de I’espace de

travail sans singularités.

En outre, une des caractéristiques les plus importantes pour n’importe quel manipu-
lateur, est la présence ou I’absence des singularités dans 1’espace de travail recommandé.
Par conséquent, il est tres utile d’avoir une méthode pour la détection de poses sin-

gulieres dans un espace de travail donné.

La détermination exacte de lieux de singularités peut-étre compliquée et difficile,
surtout si le nombre de degrés de liberté est élevé. Ces calculs ne sont pas nécessaires
si I'on recherche des espaces de travail libres de singularités, plutot que la géométrie

exacte des surfaces.

On n’a pas besoin de représenter les lieux de singularités, on a besoin seulement
d’une réponse a la question : Est-ce que l’espace de travail qu’on analyse représente une

zone exempte des singularités ou non ? La réponse est : oui ou non.

Dans ce mémoire on présente une méthode qui vérifie la présence des singularités

dans une hyper-boite H de I'espace de travail d’'un robot parallele.



En 1997, Merlet [13], propose des algorithmes qui vérifient certaines caractéristiques
pour les robots paralleles, en utilisant la méthode des extrémums. L’algorithme utilise la
méthode des extrémums [13] avec des substitutions additionnelles. Au lieu de chercher
les racines du déterminant de la jacobienne, c’est-a-dire les singularités elles-mémes, on
trouve les extrémums de cette fonction. Une singularité existe, si et seulement si, il existe
des valeurs extréemes avec des signes différents. Dans ce mémoire, ’algorithme utilisé a
été appliqué et vérifié pour le manipulateur plan parallele a 3 ddl avec des actionneurs
prismatiques ainsi que pour le manipulateur sphérique a 3 ddl avec des actionneurs
prismatiques. La procédure vérifie d’'une fagon rapide l'existence de singularités dans

n’importe quelle boite définie dans I’espace de travail.

1.4 Structure du mémoire

Ce mémoire est divisé en cinq parties :

Le premier chapitre introduit les manipulateurs sériels et paralleles, on donne leurs
définitions et on compare les avantages et désavantages existants. On passe en revue
aussi les travaux faits par d’autres auteurs sur le sujet des singularités pour les mani-

pulateurs paralleles. A la fin de ce chapitre, on présente le plan de ce mémoire.

Le chapitre 2 rappelle les définitions des singularités données par des différents au-
teurs, [3] et [5]. On présente (en général) l'algorithme pour la détection des singularités
dans une hyper-boite H. En utilisant le méme principe, pour valider I’algorithme de
détection des singularités, on en développe un autre, qui nous donne la surface des
singularités. Celle-ci est comparée avec la surface des singularités obtenue d'une fagon
analytique. On divise I'hyper-boite, H, dans plusieurs petites boites, H,. Pour chacune

d’elles, on applique 'algorithme de détection.

Dans le troisieme chapitre, on met en pratique ’algorithme pour un manipulateur
parallele plan a 3 ddl avec des actionneurs prismatiques. Brievement, on introduit les
problemes géométriques direct (PGD) et inverse (PGI). On obtient I'expression de la
matrice jacobienne J sous une forme invariante. On met en pratique l’algorithme pour
une orientation constante. La validation de ’algorithme est faite pour deux géométries

différentes, pour une orientation constante ou variable.



Dans le chapitre 4, on étudie un manipulateur sphérique a 3 ddl avec des action-
neurs prismatiques. Les PGD et PGI sont présentés. Les matrices jacobiennes sont
données sous une forme invariante, en utilisant deux paramétrisations de ’orienta-
tions : les angles d’Euler et les angles Tilt & Torsion [14]. Les deux paramétrisations
sont présentées et analysées. On développe l'algorithme de détection des singularités
pour un espace de travail donné, I’hyper-boite H. Un algorithme similaire de détection
des singularités est développé pour une torsion constante (dans ce cas, ’hyper-boite
‘H devient un rectangle D). Pour vérifier 'algorithme précédent, on discrétise I'espace
de travail H (ou D), et on obtient des surfaces (ou des courbes) similaires a celles

obtenues par des méthodes numériques.

Dans le dernier chapitre, on résume notre contribution pour la détection des sin-
gularités pour les manipulateurs paralleles, et on expose les perspectives de recherche

ouvertes par ce travail.
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Chapitre 2

Algorithme de détection des
singularités dans un espace de

travail donné

Dans ce chapitre on présente une classification générale des singularités pour les manipu-
lateurs paralleles. On présente aussi I’algorithme de détection des singularités dans un espace
de travail défini comme une hyper-boite H. L’algorithme proposé est basé sur la méthode
des extrémums [13]. En utilisant le méme principe, dans la derniére section du chapitre on
présente un algorithme similaire qui a été développé pour la visualisation de la surface des
singularités. Dans ce cas, 'hyper-boite H est divisée en n? petites boites, c’est-a-dire on
discrétise 'espace de travail. L’algorithme de détection des singularités est appliqué pour
chacune des petites boites. A la fin on compare la surface des singularités obtenue avec la
méthode de discrétisation et la surface obtenue d’une fagon classique. Ceci nous permet de
valider ’algorithme pour la détection des singularités, dans n’importe quel espace de travail
donné.

11



2.1 Classification des singularités

Soit un manipulateur parallele a n degrés de liberté. Soit 8, le vecteur des coor-

données articulaires et soit c, le vecteur des coordonnées cartésiennes :

0: [91,62,...,9n]T

5 (2.1)

c=lc1,60,... 0
ou 6; ('entrée) représente une longueur dans le cas d’une articulation prismatique ou un
angle dans le cas d’une articulation rotoide, et ¢; (la sortie) représente une coordonnée

cartésienne quelconque (de position ou orientation).

Les deux vecteurs @ et c sont liés par un systeme d’équations algébriques non-
linéaires (qui représente les contraintes géométriques) et qui est écrit dans 1’équation
suivante :

F(6,c) =0 (2.2)

ou 0 est le vecteur nul de dimension n. En dérivant I’équation (2.2) par rapport au

temps on obtient :

Je+ KO =0.
ot OF OF

et K et J sont des matrices Jacobiennes, de dimension n x n, qui dépendent de la
configuration du manipulateur. Les composantes des vecteurs 0 et ¢ sont les vélocités

d’entrée et de sortie, respectivement.

Gosselin et Angeles [5] ont établi une classification des singularités des chaines
cinématiques fermées a partir de I’équation (2.3). Une classification encore plus détaillée

a été établie par Zlatanov et al. [3].

2.1.1 Singularités de type I

Le premier type de singularité apparait quand la matrice jacobienne K est singuliere,
¢’est-a~dire quand

det (K) = 0. (2.4)
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Ce type de singularité se produit a la limite de 'espace de travail. C’est le cas des
vecteurs 0 non nuls et pour lesquels le vecteur des vitesses cartésiennes ¢ peut étre nul.
Donc, l'effecteur est immobile méme si les actionneurs ne sont pas bloqués totalement
(ils peuvent subir des mouvements infinitésimaux). Pour ce type de singularité, on dit

que l'effecteur perd un ou plusieurs ddl.

D’apres Zlatanov et al. [3], 'homologue de ce type de singularité, est RI — Redundant
Input (Entrée Redondante).

2.1.2 Singularités de type II

Le deuxieme type de singularité apparait quand la matrice jacobienne J est sin-
guliere, c’est-a-dire quand
det (J) = 0. (2.5)

Ce type de singularité se produit a 'intérieur de 1’espace atteignable. Il existe alors
des vecteurs 6 nuls pour lesquels le vecteur des vitesses cartésiennes ¢ peut-étre non
nul. Alors, l'effecteur peut subir des mouvements infinitésimaux, méme si les action-
neurs sont bloqués. Un (ou plusieurs) ddl est (sont) incontrolable(s) et la rigidité du
manipulateur est perdue. Les singularités de type II sont les plus importantes dans la
conception et I'utilisation des manipulateurs paralleles. Elles sont connues aussi sous le
nom de RO — Redundant Output (Sortie Redondante), conformément a la classification

raffinée faite par Zlatanov et al. [3].

Dans une configuration singuliere de type RI une entrée non-nulle, ] # 0, peut
produire une sortie nulle, ¢ = 0, et pour différents vecteurs d’entrée on obtient la méme
sortie. Dans le cas de singularité RO, un vecteur de sortie non-nul peut exister méme

s’'il n’y a aucune entrée.

Dans la conception de robots paralleles il est tres important de détecter la présence

de singularités dans ’espace de travail donné.

En général, les singularités de type II sont plus néfastes, comparées aux singularités

de type I, parce que dans celles-ci on perd le controle du mécanisme. Les singularités
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de type I ont été déja étudiées par Gosselin et Angeles [15], les expressions analytiques
pour le déterminant de la jacobienne, sont assez simples. Par contre, les expressions
analytiques pour les singularités de type II sont tres compliquées et parfois c’est tres

difficile d’obtenir I'expression analytique du déterminant de la jacobienne J, noté par
A =det (J).

2.2 Présentation de ’algorithme

Pour la conception et l'utilisation des robots paralleles, il est tres important de
savoir s’il y a une singularité dans l'espace de travail désiré. L’objectif de la these est
de réaliser un algorithme qui peut détecter les singularités d’un mécanisme parallele
dans une partie de I’espace de travail. Dans certains cas, les équations qui donnent les
lieux de singularités sont tres compliquées et difficiles a identifier (analytiquement ou

graphiquement).

Pour résoudre cet inconvénient, on propose un sous-ensemble borné de 'espace de

travail, plus précisément, I’hyper-boite H.
H = {Cimin S C; S Cimaz» 1= 17 cee an}a

OU Cimin €t Cimaz sSOnt des valeurs limite des variables qui caractérisent la pose de 'ef-

fecteur.

L’algorithme utilise la méthode des extrémums [13] avec des substitutions addition-
nelles. Au lieu de chercher les racines du déterminant de la jacobienne, c’est-a-dire les
singularités elles-mémes, on trouve les extrémums de cette fonction. Une singularité

existe, si et seulement si, il existe des valeurs extrémes avec des signes différents.

Pour vérifier si une fonction continue f (f = det (J)) peut-étre égale a zéro, il suffit
d’établir si elle change de signe. Par conséquent, il est suffisant de vérifier le signe des
extrémums de f. Si une fonction, f, est définie pour toutes les valeurs de ses variables
u;, 1 =1,...,n, les extrémums sont les minimums et les maximums locaux, donnés par

les équations :
of
(9ui N

0, i=1,....n (2.6)
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Cependant, en présence de bornes sur les variables, il est possible que les valeurs
extréemes de la fonction s’obtiennent pour une valeur limite d’au moins une des va-
riables. Dong, il est désirable de trouver une substitution qui exprime f en fonction de

variables non bornées.

Pour un robot a n degrés de liberté, avec un espace de travail nD-dimensionnel, H,
(2.6) est un systeme non-linéaire avec n équations et n inconnues. Les solutions de ce
systeme sont les minimums et les maximums locaux. Toutefois, un extrémum peut étre
obtenu pour une valeur limite d’une des variables u;. Pour ne pas considérer les bornes
des variables séparément, il est désirable de faire une substitution qui va exprimer f
en fonction de variables illimitées. A cet effet on utilise la substitution trigonométrique
proposée par Merlet [13]. Des substitutions additionnelles sont présentées d’une fagon

détaillée dans les chapitres 3 et 4.

2.2.1 Algorithme pour un manipulateur parallele a 6 ddl

On considere le manipulateur parallele général a 6 ddl, illustré a la figure 2.1. 1l est
constitué d’une plate-forme mobile P, P, P3P, PsFs, de 6 vérins linéaires de longueurs
variables p;, ¢ = 1,...,6, et d'une base B;B;B3B4B5B¢. La patte ¢ lie les points P,
et B;. Elle est attachée a la base (point B;) avec une articulation de Cardan passive
et a la plate-forme (point P;) avec une articulation sphérique. La position et 1'orienta-
tion de la plate-forme sont controlées en variant les longueurs des vérins. La base et
la plate-forme ont des formes géométriques quelconques. L’analyse des singularités et
leurs représentation graphique pour les mécanismes paralleles a 6 ddl ont été étudiées
par Mayer St-Onge [11, 12], en développant 1’expression de det (J). Le déterminant de
la Jacobienne est une fonction des 6 variables x, y, z (la position), ¢1, ¢2, ¢3 (I'orien-
tation), notée par A,p, = det(Jgp). Toutes ces variables ont des contraintes imposées
par :

LTmin S x S Tmazy Ymin S Yy S Ymazys Zmin S z S Zmaxs

¢1min S (151 S ¢1max7 ¢2min S 9252 S ¢2mam7 (b?)min S ¢3 S ¢3max;

qui définissent 1'hyper-boite H.

La position de la plate-forme (x, y, z) est exprimée a 'aide des nouvelles variables,
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F1G. 2.1 — Manipulateur parallele général a 6 ddl.

a, 3 et v, définies pour tout I'intervalle et données par les transformations suivants :

1+ sina

T = Tpmin + T(xmax - xmzn) )
1+ sin(

Y = Ymin + T(ymax - ymm) s (27>
1 +sinvy

Z = Zmin T(zmaaz - Zmzn) .

L’orientation de la plate-forme (¢1, ¢, ¢3), avant la transformation de variables bornées

en variables non-bornées, exige une transformation préliminaire (pour simplifier les
calculs ultérieurs). On introduit les variables T; = tan %, et on substitue :
2T; 1—1T?

sin ¢; = et cos¢; = —=-
¢ 1+ 17 ¢ 1417

i=1,2,3. (2.8)

Les nouvelles variables, 17, T et T3, sont bornées par :

Tlmin S Tl S Tlmaa:7 TQmin S T2 S TQmaw ) T3min S T3 S T3maa:7

ou

Tymin = tan ‘m;“'” » Timaz = tan ‘m’;” ,i=1,2,3.

Une fois que les sinus et cosinus des angles sont substitués avec les tangentes des demi-

angles, on peut faire la substitution pour introduire les variables illimitées a*, 3* et v*



au lieu de nos variables bornées.

14 sina*

Tl - Tlmin + —(Tlma:t - Tlmin) P
1+ sin B*

T2 = TZmin + —<T2maz - TQmm) ) (29)
1+ sin~*

T3 - TSmin + —,Y(Tiima:c - T3mm) .

2
Le déterminant de la jacobienne Ag, qui était en fonction de 6 variables bornées
x,y, 2,0, 0,1, devient une fonction de 6 variables non-bornées «, 3, v, a*, 3*,v*. En ef-
fet, on va considérer comme variables les sinus de ces angles : sin «, sin 3, sin -y, sin o,
sin 3%, sin~v*.
det(Jep) = Aep = Aep (2,4, 2,0,0,0) = Agp (2,9, 2, Th, Tz, T3) =

= Agp(sin o, sin 3, sin 7y, sin ", sin %, siny*) =

:f(a7/87’y7a*7/6*77*)'
Dans les variables «, 3, v, a*, 3*,v*, H devient tout I'espace 6-dimensionnel. Dans I’es-
pace de sinus (sin «, sin 3, sin v, sin o, sin 5%, sin v*), H est un hyper-cube avec sommets

(£1,...,£1).

Le systeme (2.6), pour les extrémums du Agp, devient :

of of of of of of
8u1 N 0’ 8U2 N 07 8U3 =0 6U4 N 0’ 8U5 N O’ 6u6 =0 (210)
Il est équivalent au systeme S°° :
( g—f =F,cosa=0
«
g—é = Fgcos 3 =0
g-ﬁ =F,cosy=0
S (2.11)
% =F, cosa" =0
Q@
gﬁf* = Fg-cos 3" =0
\ gvf* = Flcosy =0
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Chaque équation du systeme S°° est factorisée en deux autres, donc, il est équivalent
a 25 sous-systemes :
6D __ 6D 6D 6D
ST =8 USPU...US g (2.12)
Chacun des sous-systemes donne les extrémums sauf quand les cosinus de toutes les

variables «, 3, v, o, 8%, v* sont constants et égaux a zéro.

Du point de vue géométrique, les sous-systemes représentent soit l'intérieur de
I'hyper-boite (6-dimensionnel), soit une paire de hyper-faces (5-dimensionnelles), etc.,

et le dernier sous-systeme SS° donne les 64 sommets de H.

Les solutions du systeme S°°, qui satisfont les contraintes imposées par les nouvelles
variables, sont substituées dans la fonction initiale, Ay, et on calcule le signe de cette
fonction. Une fois qu'un changement de signe est détecté, le programme s’arréte et il
nous signale qu’il y a une singularité dans H. Si pour tous les extrémums dans 'hyper
boite, le signe de la fonction est le méme, on conclut qu’il n’y a aucune singularité dans

I’espace de travail imposé.

Une explication plus détaillée et plus visuelle est présentée pour le cas d'un mani-

pulateur parallele a 3 ddl, qui est analysé dans la section 2.2.2.

2.2.2 Algorithme pour les manipulateurs paralleles a 3 ddl

Dans cette these, I’algorithme a été mis en oeuvre et vérifié pour deux mécanismes
paralleles a 3 ddl, le manipulateur plan parallele et le manipulateur sphérique. Ceci est

décrit dans les chapitres 3 et 4.

Pour vérifier I'existence des singularités dans I’hyper-boite, H on vérifie le change-

ment du signe du déterminant de la jacobienne det(J,p,), noté par Agp,.

Dans les deux cas étudiés, le déterminant de la jacobienne est une fonction de 3
variables limitées w;, i = 1,2,3 (x, y et ¢ pour le manipulateur plan et ¢, ¢2 et ¢3
ou ¢1, ¢ et o pour le manipulateur sphérique). Donc, les équations finales forment un
systeme, S§*P, de 3 équations avec 3 inconnues :

of _, 9 _, 9 _

dui  dus ) Ouy

0. (2.13)
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Les variables u;, i = 1,2, 3 (les coordonnées cartésiennes de la plate-forme), peuvent-
étre données par la position d’un point et/ou par l'orientation de la plate-forme. Si
les u;, 1+ = 1,2,3 sont des angles, avant de faire la substitution pour transformer les
variables bornées (u1, ug, ug) en des variables non-bornées («, (3, 7), il faut faire la
substitution préliminaire, c¢’est-a-dire transformer les sinus et les cosinus en tangentes

des demi-angles (voir 2.2.1). Finalement, on fait la substitution :

1+ sin o

U1 = Ulmin + —(ulmaz - ulmin)
1+ sin(

Uy = Umin T T(Uzmax — U2pmin) (2.14)
1+ sinvy

U3 = U3min + T(udmax — Uspmin)

Apres avoir fait ce changement, A;, devient une fonction de trois nouvelles variables

illimitées o, B3, = (plus précisément, on travaille avec les sinus de ces variables),

det(J?)D) = ASD = ... = A3D(U1,U2, Ug) = ASD(Sinaa Sin ﬁ? Sin,}/) = f(OZ,B,’Y).
Pour le systeme S°” on obtient :
% =F,cosa=0
af
SSD % = Fﬁ COSﬁ = 0 (215)
of
— =F,cosy7=0
( Oy 7

Ansi, 'hyper-boite H devient un cube (de volume 8) centré dans l'espace tri-

dimensionnel des sin «, sin 3 et sin~y (voir figures 2.2—2.9).

Chacune des trois équations du systeme S*° est factorisée en deux autres. Ainsi, on

obtient 23 = 8 sous-systémes.

SP =SPUSPUSP USSP USLUSYUSY USY

aBy

(2.16)
Elles représentent 'intérieur de 'hyper-boite, les 6 faces, les 12 arétes et les 8 sommets

de I'hyper-boite H.

Le premier systeme S;° représente les valeurs des extrémums sur les sommets de
I'hyper-boite H (voir figure 2.2).
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‘siny

cosa =0 ‘ - L '
SPQ cosB=0 % \
sin B3
cosy =10 sin o

(a) (b)

F1G. 2.2 — Représentation graphique du systeme S;°

Les sous-systemes S2°, S3°, S°” sont pour les extrémums sur les arétes (12) de
I'hyper-boite H (voir figures 2.3, 2.4, 2.5).

‘siny

Fa:() //
SP 1 cos=0 <
cosy =0 sin B

(a) (b)

F1G. 2.3 — Représentation graphique du systeme S°°



‘siny

<

cosax =0

SP{ Fy=0 \><_

cosy =0

(a) (b)

F1G. 2.4 — Représentation graphique du systeme S3°

‘siny

\\\
e ——
cosa =0 ~ >
T~
D
§2 4 cos =0 T
sin B
F,YZO sin o

(a) (b)

F1G. 2.5 — Représentation graphique du systeme S*°

Les 3 sous-systemes S27, S2P, S5” donnent les extrémums sur les faces (6) de 'hyper-

boite H (voir figures 2.6, 2.7, 2.8).

Par exemple, le sous-systeme S?7 (figure 2.6), détermine les extrémums sur les 2

faces pour lesquelles cosy = 0, c’est-a-dire siny = Ugnin = —1 et siny = ugpmer = 1.

Finalement, le dernier sous-systeme SZ7  définit les extrémums dans I'intérieur de
I'hyper-boite H (voir figure 2.9).
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‘siny

an},§

~

{

FOé - O ~ - ™ —
S0 Fo—=0 ~ Sin ., _ /z‘
ap 8 = V=
cosy =10 §\ sin B
(a) (b)

F1G. 2.6 — Représentation graphique du systeme S7)

‘siny

& 4

N
s

s o
F,=0

> :
Seyq cosf=0 §</<‘

F,y — 0 sin B

N

(a) (b)

F1G. 2.7 — Représentation graphique du systeme S37

Si une singularité est détectée pour un sous-systeme, il est inutile de considérer les
autres, autrement dit, une fois détectée une singularité n’importe ot dans I’espace de
travail, on n’a pas besoin d’explorer toute la boite, on s’arréte. Donc on commence avec
le sous-systeme le plus simple, S?°. Dans ce cas les solutions sont sina = £1, sin 3 =
+1, siny = £1. On les substitue dans le det (J) et on calcule le signe du A;,. Quand il
y a une variation de signe, le programme s’interrompt, car il a détecté une singularité
dans 'espace de travail donné. Sinon, il continue avec les autres systemes. Si a la fin
les signes de tous les extrémums sont les mémes, 'hyper-boite H est sans singularités.

Le schéma logique est illustré a I'annexe A.
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siny
Nj
HQQ‘I
si
IHQQI —
cosa =10
3D -
Sﬁ“/ FB =0 >\ -
sin
ny =0 sin o

(a) (b)

F1G. 2.8 — Représentation graphique du systeme S3°

F,=0
F7 =0 sin o

(a) (b)

F1G. 2.9 — Représentation graphique du systeme S7)

2.2.3 Algorithme avec une coordonnée constante

Si une des coordonnées cartésiennes (un angle qui caractérise 'orientation ou une
des coordonnées qui nous donnent la position), est constante, le probleme est réduit a

la vérification de la présence de singularités dans un rectangle D.
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Dans ce cas, le systeme a 2 ddl et le déterminant suit les transformations suivantes :

det(Jop) = Ay = ... = Ayp(ug, ug) = Ayp(sina, sin 8) = f(a, 7).

Le systeme §*" devient S* donné par :

0
% =F,cosa=0
S* (2.17)
0
% = Fgcos 3 =0
et il est équivalent & 22 = 4 sous-systémes :
ST =8 uUSPuUSruUSy. (2.18)

Le systeme 82 pour les extrémums a l'intérieur du rectangle D, les systémes S2° et
S:P donnent les valeurs extrémes sur les arétes du rectangle et le dernier systeme, S;°,
vérifie les sommets. La correspondance entre les sous-systemes et ’espace de travail D

est illustrée aux figures 2.10 et 2.11.

S cosa =0 g Fy=0
| cosB=0 "1 Fs=0
(a)
‘ sin B
S:D
\.
‘S,OZD »
Sm o
S
]

F1G. 2.10 — Représentation graphique des systemes S;° et S
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S F,=0 S cosa =0
“ | cosf=0 ’ Fs =

SN

F1G. 2.11 — Représentation graphique des systemes S2° et S2°

Pour détecter les singularités, on analyse le signe du déterminant de la jacobienne.
On cherche les extrémums de la fonction, premierement sur les sommets, apres sur les
arétes et finalement (si nécessaire) a I'intérieur du rectangle D. Apres avoir calculé les
extrémums pour le premier systeme, on les remplace dans la fonction initiale A,,, et on
observe la variation du signe de la fonction. Aussitot que le signe change, on s’arréte,
c’est-a-dire on a trouvé (au moins) une singularité, sinon on continue avec les autres
sous-systemes. Si a la fin le signe reste le méme, on conclut qu’il n’y a aucune singularité
dans le rectangle donné, donc I'espace de travail analysé représente une zone exempte

de singularités.

2.3 Validation de I’algorithme

Quand on analyse la présence de singularités pour une machine réelle, il est impor-

tant d’étre sur que la méthode de détection des singularités fonctionne sans erreurs.



Un algorithme additionnel a été concu pour valider, par une vérification visuelle, 1’al-
gorithme de détection quand la dimension de probleme (le nombre de ddl) est trois ou

moins.

Dans ce but, pour un robot a 3 ddl, on discrétise 'espace de travail, c¢’est-a-dire
I'hyper-boite H est divisée en n® petites boites H,, i = 1,...,n3. Pour chaque H, on
met en pratique ’algorithme présenté dans la section 2.2. Si ’on trouve une singularité
dans une des petites boites, on I'ajoute a I'image discretisée de la surface des singula-
rités. La comparaison avec le graphique de la surface, obtenue par d’autres méthodes,

nous permet de valider I'algorithme proposé.

Pour des géométries différentes, la procédure est décrite avec plus de détail dans les
sections 3.4 et 4.5 et illustrée par les figures 3.9, 3.10 et 4.7, 4.8.

Pour valider I'algorithme dans un rectangle D, on utilise la méme idée que pour une
hyper boite 3-dimensionnelle. On divise ’espace de travail, D en n? petits rectangles
D, et on met en pratique 'algorithme présenté dans la section 2.2 (modifié pour le cas
particulier avec une variable u;=const, i = 1,2, 3) pour chacun de ces petits rectangles.
Si le programme trouve (au moins) une singularité pour un rectangle, il va 'ajouter au
graphique. Une fois que “la courbe” (formée de petits rectangles) est tracée, il ne reste
qu’a la comparer avec la courbe des singularités obtenue par des méthodes classiques
(voir figures 3.11, 3.12 et 4.13, 4.14).

Si ’on analyse un robot a 4 ddl ou plus on peut utiliser la méthode de validation
sur des sections de I'espace de travail. Par exemple, pour un manipulateur a 4 ddl, les

paires d’hyper-faces correspondent a des boites tri-dimensionnelles.
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Chapitre 3

Application pour un manipulateur

plan

Dans ce chapitre on considere des manipulateurs plans a 3 ddl avec des actionneurs pris-
matiques. Les problemes géométriques direct (PGD) et inverse (PGI) sont présentés. On
développe 'algorithme de détection de singularités dans un espace de travail donné. En outre,
on présente ’algorithme de vérification, en discrétisant tout I’espace de travail, qui valide en
effet 'algorithme précédent. Le but de la deuxieéme procédure est d’obtenir la forme des sur-
faces (ou des courbes) des singularités et de les comparer avec les surfaces des singularités
obtenues par d’autres méthodes, présentées dans la littérature.
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3.1 Les manipulateurs plans paralleles a 3 ddl

Les manipulateurs plans paralleles a 3 ddl ont été étudiés en détail par différents
auteurs [8, 10, 15, 16]. Le premier mécanisme pour lequel on a mis en oeuvre ’algorithme
de détection de singularités est le manipulateur plan parallele a 3 ddl avec actionneurs

prismatiques, qui est illustré a la figure 3.1 Il possede une plate-forme mobile, P, P, Ps,

B(B.,.B,)

F1G. 3.1 — Manipulateur parallele plan a 3 ddl avec des actionneurs prismatiques.

et une base fixe, B; By B3. Les actionneurs linéaires de longueurs variables p; lient les
points P; et B;, out = 1,2, 3. Les pattes sont attachées a la base et a la plate-forme avec
des articulations rotoides. La variation des longueurs p; permet de positionner (x,y) et

d’orienter (¢) la plate-forme dans le plan P, P, Ps.

Comme on I’a mentionné dans I'introduction de ce mémoire, pour les manipulateurs
paralleles, il est difficile de résoudre le probleme géométrique direct et de donner des
solutions explicites. Pour le manipulateur analysé dans ce chapitre, on sait que le PGD
peut admettre jusqu’a 6 solutions. Le probleme consiste a déterminer les coordonnées

cartésiennes de la plate-forme c (dans le cas étudié ¢ = [x,y, ¢, c’est-a-dire les coor-
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données qui donnent la position (z,y) et orientation ¢) en fonction des coordonnés
articulaires pi, p2, ps (les longueurs des vérins). Pour le manipulateur étudié, le PGD

est donné par un systeme de trois équations non-linéaires avec trois inconnues.

Le probleme géométrique inverse, PGI, consiste a déterminer les coordonnées ar-
ticulaires, pi, ps, p3, pour des coordonnées cartésiennes données (dans le cas analysé,
x,y, ¢). Le PGI est simple a résoudre. Si les liaisons actionnées sont toutes des liaisons

prismatiques, le PGI admet une seule solution.

3.2 Expression analytique des lieux de singularités

Pour obtenir les expressions analytiques des lieux de singularités, d’abord, on doit
obtenir les matrices Jacobiennes. A cet effet, on résoud le probleme géométrique inverse,
c’est-a-dire on exprime les longueurs des trois vérins py, ps, ps (les variables articulaires)
en fonction des coordonnées cartésiennes de 'effecteur dans I'espace x, y et ¢. On définit
un repere fixe 1ié & la base, OXY, et un repere mobile, O’ XYY", 1ié & la plate-forme. Les
coordonnées cartésiennes de la plate-forme mobile sont données par la position (z,y)
de T'origine du repére mobile O" par rapport au point fixe O et par l'orientation ¢ du
repere mobile par rapport au repere fixe. Les coordonnées des points B; dans le repere

fixe sont (B, Byy) et les coordonnées des points P;, dans le repere mobile sont données

par (P}, P; ). Les vecteurs pj et b; sont définis comme p; = [ P}, P/, ]" et b; =
| Biz By ]7. On définit le vecteur de translationt = [ 2y |7 et la matrice de rotation
Q comme :
cos¢ —sing
B sing  cos¢ |

qui transforme le repere mobile O’ X'Y" au repere fixe OXY. Pour trouver les matrices
jacobiennes, on écrit des relations vectorielles pour chaque patte ¢ du manipulateur en

utilisant la notation donnée a la figure 3.2.
u; = pz_b’m Z:17273

u;, = t—Qp;—bZ, 22172,3

Les longueurs des vérins sont données par :

P} =ulw; = (t—Qp,—b) (t—Qp; —b;), i=12.3 (3.1)

29



-1}

B(B..B,)

=

F1G. 3.2 — Manipulateur parallele plan a 3 ddl - notation vectorielle.

En dérivant I’équation (3.1) par rapport au temps, on obtient :

26ipi = 2(t — Qp; — b;)"t +2(t — Qp, — b;)"Qp; (3:2)
ou
. ) 0 -1
= o¢oE et E=
Q = 0EQ Lo ]
L’équation (3.2) peut étre écrite sous la forme :
pipi = uiT{? + UZTQP; = uz‘Tt + ¢UZTEQp; (3-3)
et on obtient :
Js=Kp
ou
SZ[@ x y]Ta P:[Pl P2 ﬁS]T
et

(uIEQp)) uf pi 0 0
J=1| (u]EQpy) ul|, K=[0 p 0
(uWlEQp;) uf 0 0 ps
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Pour trouver les configurations singulieres de type II, on doit calculer les racines du

déterminant de la matrice jacobienne J, noté par A, = det(J).

L’expression analytique pour les lieux de singularités est :
det(Jp) = Ap = Ap(1,y,0) = E1a® + Eyy® + Esvy + Esx + Esy + Eg =0, (3.4)

ou les coefficients E;, 7 = 1, ..., 6, sont fonctions de la géométrie du manipulateur (c’est-
a-dire les coefficients N;, j = 1,...,25) et de l'orientation de la plate-forme (angle ¢),

tel que présenté dans [16] :

E, = Nycos ¢+ Nysin ¢
E5 = N5cos ¢ + Nysin ¢
E3 = N5cos ¢ + Ngsin ¢
Ey = N7 cos? ¢ + Ngsin? ¢ + Ny sin ¢ cos ¢ + Nyg cos ¢ + Ny sin ¢ (3.5)
FEs = Niycos® ¢ 4+ Nyzsin? ¢ + Niysin ¢ cos ¢ + Ny cos ¢ + Nigsin ¢
E¢ = Ni7cos® ¢ + Nigsin® ¢ + Nyg sin ¢ cos® ¢ + Nog sin? ¢ cos ¢+
Nai cos? ¢ + Nog sin? ¢ + Nag sin ¢ cos ¢ + Nog cos ¢ + Nos sin ¢.

L’expression des coefficients N; est disponible dans [16] et aussi a 'annexe B.1. Pour
une orientation constante, c’est-a dire 'angle ¢ = const, on obtient une équation qua-

dratique.

Les courbes algébriques du deuxieme degré sont aussi connues sous le nom des
sections coniques, car elles sont obtenues comme les sections d’un cone de révolution
intersecté par un plan. Les quadratiques non-dégénérées, pour lesquelles Ey, Fy et Ej
ne sont pas tous zéro, sont obtenues quand le plan n’intersecte pas le sommet du cone.

En fonction du discriminant A = 45, E, — E%, on a trois cas non-dégénérées :
1. A > 0, la courbe est une ellipse,
2. A =0, la courbe est une parabole,
3. A <0, la courbe est une hyperbole,

qui sont illustrés a la figure 3.3.
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(a) ellipse (b) hyperbole

(c) parabole

F1G. 3.3 — Les coniques non dégénérées

3.3 Mise en oeuvre de ’algorithme

Pour les manipulateurs plans paralleles a 3 ddl, I’algorithme a été présenté et ex-
pliqué sous la forme graphique dans le chapitre 2, (section 2.2.2) et sous la forme

schématique dans ’annexe A.

Pour vérifier 'existence de singularités dans un espace de travail donné, défini
comme une hyper-boite tri-dimensionnelle H”, on vérifie le changement de signe du

déterminant de la jacobienne.

L’équation (3.4) (qui décrit les lieux de singularités pour le manipulateur étudié)

est le point initial de notre algorithme,

det(Jp) = Ap = Ap(z,y,sin ¢, cos ).
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Le déterminant A, est une fonction des variables x, y, sin ¢, cos ¢. Le degré pour chacune

de ces variables est illustré dans le tableau 3.1.

variables x|y |sing | coso
degrés dans A, | 2 | 2 3 3

TAB. 3.1 — Degrés des variables dans A, = Ap(x,y, ¢).

Le premier changement de variables consiste a éliminer sin ¢ et cos ¢ et les remplacer
par la tangente du demi-angle tan g, en utilisant les substitutions :

2T 1-T1? ¢

singb:m et cos¢p=———, ol T:tang. (3.6)

1472

A ce moment, les variables x, y et ¢, sont devenues x, y et T et le degré de chacune de

ces variables est donné dans le tableau 3.2.

variables x|y
degrés dans Ap | 2 | 2| 6

TAB. 3.2 — Degrés des variables dans Ap = Ap(z,y,T).

Pour le moment, on travaille avec des variables bornées, et il est possible qu'une
valeur extréme de la fonction soit obtenue pour une valeur limite d’une des variables.
Donc, il est désirable de trouver une substitution qui exprime f en fonction de variables

non bornées. On définit trois autres variables a, (5 et v [13] :

1+ sina

T = Tmin + T(«rmam — Imzn)
1+sing

Y = Ymin + 9 (ymax - ymzn) (37)
1 .

T - Tmln ‘I‘ m(Tmax - Tmzn)v

2

O Tyins Tmazs Ymin, Ymazs Lmin €t Tmaz sont les limites de la boite H”. Pour simplifier
I’expression analytique, on effectue une nouvelle substitution en fonction des limites de
I’espace de travail :

T =Ty + Ty SIN

Y = Ynm + Ymsin g (3.8)

T =Ty +T,,siny
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ou
Tmaz — Tmin t 7 Tmax + Tmin
ajm = - e =
Y 2—y ] ) Y ‘EZ/ )
Y = mazx 5 man ot Y = max : min (39)
Tmax - Tmzn Tmaz Tmm
Tp= 5= et Ty = +

Quoique les nouvelles variables soient «, ( et 7y, en pratique on travaille seulement
avec sin a;, sin 3 et sin~y. Ces substitutions ont les avantages suivants :
— avec les variables «, (3, 7, 'espace de travail est sans limites;
— les nouvelles variables (les sinus de «, [ et ) ont des valeurs comprises dans
I'intervalle [—1, 1].
La derniere substitution introduit les variables définies partout dans l’espace, sans

changer le degré des variables. Ceci est illustré dans le tableau 3.3.

variables sina | cosa | sinf3 | cos B | sinvy | cosy
degrés dans Ap 2 0 2 0 6 0

TAB. 3.3 — Degrés des variables dans A, = Ap(a, 3, 7).

Ces trois étapes de substitutions peuvent étre décrites ensemble de la fagon suivante :

AP = AP(xay7¢) = AP(xayaT) = AP(SinO'/?SinﬂvSin’y) = p(a7ﬁ7 ,7)

Apres avoir fait tous les changements de variables nécessaires, on poursuit ’algorithme
présenté au chapitre 2, section 2.2.2 en cherchant les extrémums du det(J;) en fonction
des trois nouvelles variables «, § et 7. Le résultat est un systeme non-linéaire §*” = &%

de trois équations avec trois inconnues.

( 8]?
—:P =
90 .cosa =0

v ) O _ _

) %—PﬁCOSﬁ—O (3.10)
dp
\a—VZP,YCOS’}/:O
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Les degrés de chacune des variables pour F,, Ps et P, sont indiqués dans le ta-
bleau 3.4 :

variables sina | cosa | sinf3 | cos3 | siny | cos~y
degrés dans P, 1 0 1 0 6 0
degrés dans Py 1 0 1 0 6 0
degrés dans P, 2 0 2 0 D 0

TAB. 3.4 — Degrés des variables dans les fonctions F,, P et P,.

Le systeme S* est équivalent a 8 sous-systemes qui ont été déja présentés dans le
chapitre 2.

P __ P P P P P P P P

S'=8§ US US;US US ,US, US US

afy’

(3.11)

Ceux-ci définissent les extrémums :

a l'intérieur de ’hyper boite : §”

afy?
sur les faces : S7;, S7, 8.,

— sur les arétes : ), S5, S,

— les valeurs sur les sommets : S .
On vérifie le signe de la fonction : d’abord, sur les sommets, apres sur les arétes,
ensuite sur les faces et a la fin dans I'intérieur de la boite. Quand la procédure trouve

un signe différent, elle s’arréte, car on sait qu’il existe (au moins) une singularité.

Par exemple, pour vérifier sur les sommets, on résoud le systeme, S,

sina = £1
sin = +1
siny = +1

on substitue les solutions dans la fonction initiale, A, et on observe la variation du
signe. On prend toutes les combinaisons possibles pour les trois variables (22 = 8) et
on compare leur signe initial avec le signe obtenu pour la premiére combinaison (par

exemple {sina =1, sinf =1, siny = 1}).

Si 'on ne trouve pas de variation de signe sur les sommets on considere les arétes.
On vérifie les systemes S, 7, ST, un apres Pautre, et on observe les signes. Le sous-
systeme S est réduit a une équation P, = 0, ou le degré de sin v est 1. Les deux autres

variables sin 3 et sin~y ont des valeurs +1. Pour le systeme Sy le degré du polynome,
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Pg, en sin 3 est aussi petit, 1, et les valeurs de sin o et siny sont £1, tandis que pour

le sous-systeme S7, le degré de la variable siny dans P, est 6.

SP

On considere successivement les systemes S, Sf., S...

apr sy
systeme linéaire de 2 équations avec 2 inconnues, sin« et sin 3. Par contre, les deux

3 P
Le premier, S, est un

autres sous-systémes sont non-linéaires : une des variables (sin « ou sin 3) a le degré 1,

tandis que l'autre (sin+y) a le degré 6.

Si 'on arrive a étudier 'intérieur de la boite, les extrémums nous sont donnés
en résolvant le systeme &7, , qui est un systéme non-linéaire avec 3 équations et 3
inconnues. Les premieres 2 équations du systeme sont des équations linéaires en sin «

et sin 3 et elles peuvent étre écrites de la fagon montrée a 1’équation (3.12).

{ P, =0, { Asina + Bsin+ C =0, (31

Ps = 0. Dsina+ Esinf+ F = 0.

En traitant le sous-systeme non-linéaire séparément, on obtient la solution {sin «, sin 5}

(donnée a (3.13)), en fonction de la troisieme variable sin~y (qui est incluse dans les
coefficients E;, i = 1...6, donnés a l'annexe B.2), la géométrie du systeme, qui est
représentée par le vecteur g = [biz, biy, bag, bay, b3, b3y, Pl Py Pors Doy Paas P3,)s €t les
limites moyennes de 'espace de travail, caractérisées par le vecteur lyi,, qui sont en

fonction des limites de I’espace de travail représentées par le vecteur 1.
le - [ZL‘Ma Ly YM s Yms TMa Tm]a

l = [xminy Tmazy) Ymins Ymaz Tmin; Tma:p]-

On obtient :
. B 2FyFy — EsBq — Eg:vM +dxy B Es
= om(E2 — AELEy)
(3.13)
. 2E,\F5 — E\E3 — E3yy + 4y Er Es
sin 3 =

Le dénominateur sera nul lorsque la courbe des singularités, pour une orientation
constante, est une parabole (A = E2 —4FE; E, = 0, voir figure 3.3). Ce cas est considéré

séparément par ’algorithme. La solution du systeme est substituée dans la troisieme
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équation de 87, , P, = P( sin~, g, lmm) = 0. On obtient un polynéme de degré 13 en

aBy?
sin+y :
14
P, =) Cipsin™™M y (3.14)
k=1
ou C} avec k = 1,...,14, sont des coefficients dépendants de la géométrie du robot et

des limites de 'espace de travail. Les solutions du polynome de degré 13, doivent étre
réelles et dans l'intervalle [—1, 1]. Apreés avoir résolu numériquement 1’équation (3.14),
en tenant compte de ses contraintes, on remplace les solutions, siny, dans le systeme
linéaire (3.13) (E; sont en fonction de sin y—voir 'annexe B.2) et on calcule les solutions
pour les deux autres variables, sin « et sin (3, qui doivent étre dans Uintervalle [—1, 1].
Finalement, on obtient les solutions du systéme S7, et on les substitue dans A, pour
examiner le signe. Si 'on constate une variation, une singularité existe dans I’espace de

travail.

Il a été observé que le temps nécessaire pour vérifier une hyper-boite H”, peut
varier entre :
— un temps minimum ¢ = 0.04 s, apres avoir vérifié seulement les sommets ;
— un temps maximum ¢t = 18.015 s, quand il est nécessaire de résoudre tous les
sous-systemes.

Le programme final est montré a l'annexe C.1.

3.3.1 Mise en oeuvre pour une orientation constante

Pour le cas ou une des coordonnées cartésiennes est constante, un algorithme a été
présenté au chapitre 2, section 2.2.3. Dans ce cas, le déterminant de la jacobienne est
une expression quadratique. En fonction du discriminant A de I’équation, on peut avoir

les trois cas illustrés a la figure 3.3.

Pour vérifier I'existence de singularités dans un espace de travail donné comme un
rectangle D, on regarde le signe du déterminant A, qui est maintenant en fonction

de deux variables : x et y.
det(Jp) = Ap = Ap(z, ).

Avant de chercher les extrémums on fait des substitutions qui transforment les variables

bornées en variables non-bornées. On définit les variables « et § partout dans ’espace,
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tel que :
1+ sina
T = Tmin + T(xmaac - mmin)
LB 19
Y = Ymin + T(yma;t - ymm)a

OU Timin, Tmazs Ymins Ymaz, S0nt les limites du rectangle D°.

On effectue une substitution supplémentaire pour simplifier les calculs :

T =xpy + T, Sina
M . (3.16)
Y =ym+ Ymsinf

ou
Tmaz — Tmin Tmax + Tmin
Tm — T et Ty — #
Y = Ymaz — Ymin et y _ Ymax + Ymin (317)
" 2 M 2 '

Le changement de variables peut-étre présenté de la maniere suivante :

det(J,) = Ap = Ap(z,y) = Ap(sina, sin 8) = p(a, ).

Les degrés des variables sont les mémes que pour une orientation variable et sont

illustrés dans les tableaux suivants :

variables x|y
degrés dans Ap | 2 | 2

TAB. 3.5 — Degrés des variables dans Ap = Ap(z,y).

variables sina | cosa | sin | cos 3

degrés dans Ap 2 0 2 0

TAB. 3.6 — Degrés des variables dans A, = Ap(a, ).

En suivant ’algorithme présenté au chapitre 2, section 2.2.3, on cherche les extrémums

de la fonction Ap = Ap(a, 3), en dérivant partiellement par rapport aux nouvelles va-

riables « et 3. Le résultat est le systeme S°° de deux équations avec deux inconnues :

0
%zPacosazo

S (3.18)

9p
= P =
93 3cos 3 =0
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Les degrés de chacune des variable pour P, et P sont donnés dans le tableau 3.7.

variables sina | cosa | sinf | cos 3
degrés dans P, 1 0 1 0
degrés dans Pj 1 0 1 0

TAB. 3.7 — Degrés des variables dans les fonctions P, et Pg.

Le systeme S°° est équivalent a 4 sous-systemes qui ont été mis en évidence au
chapitre 2, section 2.2.3.
S =85 USr U8 US. (3.19)

Pour détecter les singularités dans le rectangle D¢, on substitue les solutions {sin «, sin 3}
dans la fonction initiale et on analyse son signe. Aussitot qu’on trouve un signe différent,
le programme s’arréte et il nous signale qu’il y a une singularité dans ’espace de travail

donné. On commence avec les sommets, c¢’est-a-dire le systeme SJ° qui a les solutions :

sina = +£1

{ sinf = +1
On substitue les quatre solutions dans le déterminant de la jacobienne, Ay, et on
compare le signe de la fonction avec le signe initial (obtenu apres avoir substitué dans
la fonction initiale une des solutions, par exemple {sina = 1,sin3 = 1}). Si le signe
est différent, il y a (au moins) une singularité et on s’arréte, sinon on continue avec
les arétes (les systemes S2° et S3°) et finalement (si c’est le cas) avec l'intérieur du
rectangle, donc le systeme S25. Pour une orientation constante, 82 est un systeme
linéaire en sin « et sin 3, le méme systéme (3.13) comme dans la section 3.3, sauf que,
dans ce cas, les coefficients E;, i = 1...6, sont constants (dépendants de la géométrie

du manipulateur, g, et de 'orientation de la plate-forme, ¢ = const).

Il a été observé que le temps nécessaire pour vérifier un rectangle D, peut varier
entre :
— un temps minimum ¢ = 0.01 s, apres avoir vérifié seulement les sommets, donc
un seul sous-systeme ;
— un temps maximum ¢t = 0.06 s, quand il est nécessaire de résoudre tous les quatre
sous-systemes.

Le programme final est présenté dans ’annexe C.2.
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3.4 Validation de I’algorithme - Exemples

Dans cette section on présente deux exemples de manipulateurs plans :
1. un manipulateur simplifié qui est illustré a la figure 3.4,

2. un manipulateur général qui est illustré a la figure 3.1.

PBLE)

9

,0)

F1G. 3.4 — Manipulateur parallele plan simplifié.

3.4.1 Exemple 1 - Manipulateur plan simplifié

Les parametres géométriques (représentés par le vecteur g) pour le manipulateur

plan simplifié sont donnés dans le tableau 3.8.

Pour un espace de travail limité par

Lmin = _207 Lmaz = 207 Ymin = _207 Ymaz = 207 ¢mzn - 07 Qbmam - T

)

|

et ou

Tin = tan %, Tinae = tan (brgaz‘




41

il Bu [By] P ] P,
1 0 0 0 0
211591 0 17.04 0
3

0 10 | 13.2364 | 16.097

TAB. 3.8 — Parametres géométriques du manipulateur plan simplifié.

La surface des singularités obtenue en utilisant la fonction implicitplot3d du logi-

ciel Maple, est représentée a la figure 3.5.

FiG. 3.5 — Surface des singularités pour le manipulateur plan simplifié.

La figure 3.6 présente les surfaces obtenues pour différents niveaux de discrétisation
en vérifiant la présence de singularités a l'intérieurs des boites élémentaires a 1’aide de
I’algorithme présenté ici. Quand le réseau de discrétisation devient de plus en plus fin,

I'image obtenue s’approche du graphique illustré a la figure 3.5.

Le temps nécessaire pour valider l'algorithme est long et dépend du niveau de

discrétisation, car il augmente avec le nombre de petites boites.
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(c) n=10; n® = 1000 boites. (d) n = 15; n® = 3375 boites.

Fi1G. 3.6 — Manipulateur simplifié - discrétisation 3D.

On peut utiliser le méme algorithme pour vérifier une section de 1'espace de travail
(voir chapitre 2, section 2.2.3 et chapitre 3, section 3.3.1). Par exemple, pour une orien-
tation constante, on examine les extrémums dans un rectangle. Pour une orientation

® = Gmaz, la courbe des singularités réelle est représentée a la figure 3.7.

F1G. 3.7 — Courbe des singularités pour le manipulateur plan simplifié, ¢ = ¢4



De la méme fagon, on présente a la figure 3.8 les différentes étapes de discrétisation,
(cette fois 2D) et apres avoir analysé toutes les sous-figures, on constate que I'image

formée par les petits rectangles s’approche de la courbe des singularités de la figure 3.7.

(a) n = 3; n? = 9 rectangles. (b) n=5; n? = 25 rectangles.

(e) n =20; n? = 400 rectangles.  (f) n = 25; n? = 625 rectangles.

]

(g) n = 50; n? = 2500 rec-

tangles.

F1G. 3.8 — Manipulateur simplifié - discrétisation 2D pour ¢ = ¢,q.-
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3.4.2 Exemple 2 - Manipulateur plan général

Les parametres géométriques pour le manipulateur plan général sont donnés dans
le tableau 3.9.

i| Ba | By | Py | B
378 | 4.34 | —4.83 | —3.19
34.47 | —3.78 | 12.04 | —3.19

16.233 | 34.76 | 8.23 | 12.09

WD

TAB. 3.9 — Parametres géométriques du manipulateur plan général.

L’espace de travail est limité par

™

Lmin = _507 Tmaz = 507 Ymin = _50; Ymazx = 50; ¢mzn = 07 (bmam = 17

et ou 5 5
T in = tan Lm, Thaw = tan —— .
2 2

La surface des singularités, obtenue par tmplicitplot est représentée a la figure 3.9.

F1G. 3.9 — Surface des singularités pour le manipulateur plan général.

La figure 3.10 présente les pas successifs de discrétisation 3D pour le manipulateur

paralleéle plan général. Méme si les temps pour vérifier les surfaces sont tres élevés (ils
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augmentent avec le pas de discrétisation), cette opération a été faite seulement une fois

pour valider I’algorithme. Le but de cette opération est simplement de vérifier la validité

de T'algorithme. En pratique, l'algorithme sera utilisé sur seulement une ou quelques

boites a la fois pour trouver des zones exemptes de singularités.

125 boites.

(b) n=>5;n?

27 boites.

(a) n=3;n3

04

3375 boites.

(d) n=15;n3

1000 boites.

(c) n=10;n3

15625 boites.

e) n=25;n3

(

1 — discrétisation 3D.

énéra

7

Fi1c. 3.10 — Manipulateur g



Pour une orientation constante ¢ = ¢4, la courbe des singularités obtenue par
des méthodes classiques est représentée a la figure 3.11. En discrétisant l'espace de
travail donné, (le rectangle D°°), dans des petits rectangles et en mettant en pratique
I’algorithme de détection de singularités pour chacun de ces petits rectangles, pour
des pas de discrétisation différents, on obtient a la fin du programme ['allure de la
courbe des singularités qui est tres proche a la courbe originale. (voir 3.11 et 3.12 k).

L’approche est illustrée a la figure 3.12.

40
204 4

rd
/
f
\
-40 -0 U 20 /' 40
\\\\-_a/ﬂ

-204

-404

Fic. 3.11 — Courbe des singularités pour le manipulateur plan général, ¢ = ¢dpaz-

-40

(a) n = 3; n? =9 rectangles. (b) n = 5; n? = 25 rectangles.

F1G. 3.12 — Manipulateur général — discrétisation 2D pour ¢ = ¢,q, (1™ partie).
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404

204

-40 .20 40

-0

(d) n=10; n? = 100 rectangles.

404

204

40 20 U 4

=204

4014

(f) n = 20; n? = 400 rectangles.
404

201

-40 220 u 40

=204

(e) n = 15; n? = 225 rectangles.

404

204

-40 20 o 40

=204

-40+

(g) n = 25; n? = 625 rectangles.
40

204

40 El] o 4

-204

404

(h) n = 30; n? = 9005 rec-

tangles.

F1a. 3.12 — Manipulateur général — discrétisation 2D pour ¢ = ¢pa, (2° partie).

-i0 ] 0 il

20

404

(i) n = 40; n®> = 1600 rec-

tangles.
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404 401
y y
204 201
-40 20 0 40 -40 20 0 1'\::)' 40
20 201
-404 _40
(j) n = 50; n? = 2500 rectangles. (k) n = 100; n? = 10000 rectangles.

F1G. 3.12 — Manipulateur général — discrétisation 2D pour ¢ = ¢pa. (3° partie).



Chapitre 4

Application pour un manipulateur

sphérique

Dans ce chapitre on considere des manipulateurs paralleles sphériques a 3 ddl avec des
actionneurs prismatiques. On présente brievement les problemes géométriques direct (PGD)
et inverse (PGI) et on exprime les matrices jacobiennes sous une forme invariante. Dans
le cadre du probleme géométrique inverse, on obtient I’expression analytique des lieux de
singularités en utilisant deux paramétrisations de l'orientation : les angles d’Fuler et les angles
Tilt & Torsion. Les deux méthodes sont présentées, analysées et comparées. Comme dans le
chapitre 3, on développe un algorithme de détection de singularités dans un espace de travail
donné. En discrétisant tout l’espace de travail, on présente I'algorithme de vérification, qui
valide l'algorithme précédent, en obtenant des allures des surfaces (courbes) des singularités
similaires a celles obtenues par d’autres méthodes numériques.
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4.1 Les manipulateurs paralleles sphériques

Un manipulateur parallele sphérique a 3 ddl permet a la plate-forme d’effectuer
des rotations arbitraires autour d’un de ses points qui reste immobile. L’application
la plus évidente d’un tel manipulateur est la construction d’'un poignet de robot. Il
existe plusieurs autres applications possibles comme, par exemple, des mécanismes pour

orienter des panneaux solaires, des télescopes, des caméras, etc.

Un des exemples les plus connus est I’Oeil Agile [17, 18]. C’est un mécanisme pa-
rallele sphérique a 3 ddl de type 3-RRR (avec des actionneurs rotoides) qui a été
développé pour l'orientation rapide d’une caméra. Son architecture mécanique permet

d’atteindre de tres grandes vitesses opérationnelles.

Dans ce chapitre on développe un algorithme pour la détection de singularités pour
les manipulateurs paralleles sphériques a 3 ddl avec une patte passive et des actionneurs
prismatiques. Un exemple de manipulateur de cette classe est illustré schématiquement

a la figure 4.1.

(a) (b)

F1G. 4.1 — Manipulateur parallele sphérique a 3 ddl avec des actionneurs prismatiques

— représentation schématique.
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La plate-forme mobile, OB, By B3, est connectée a la base fixe, OA; A3 A3, par une
articulation sphérique au point O. Les actionneurs linéaires de longueurs variables, p;,
lient les points A; et B;, ¢ = 1,2, 3. La variation de ces longueurs permet d’orienter la
plate-forme mobile, O B; B, B3, autour du point O. Les liaisons sur la plate-forme sont
sphériques, tandis que celles sur la base sont des cardans. Le point O, est la projec-
tion de O dans le plan A;A5As. La distance OO, = h représente un des parametres

géométriques du manipulateur.

Les problemes géométriques direct, PGD, et inverse, PGI, ont été étudiés par plu-
sieurs chercheurs [9], [10]. Le PGD consiste a déterminer I'orientation de la plate-forme
Q en fonction des coordonnées articulaires py, ps, p3 (les longueurs des vérins). Le PGD
admet un maximum de 8 solutions. Le probleme géométrique inverse, PGI, consiste a
déterminer les coordonnées articulaires, p1, p2, p3, pour une orientation de la plate-forme
donnée, Q. Le PGI est simple a résoudre et dans le cas étudié (les liaisons actionnées

sont prismatiques), le PGI admet une seule solution.

4.2 Calcul des jacobiennes sous forme invariante

Dans cette sous-section on détermine les expressions des matrices Jacobiennes J et

K (voir chapitre 2) sous forme invariante.

On choisit deux reperes : R, est fixé a la base, tandis que R’ est attaché a la plate-
forme mobile. Puisque la rotation de la plate-forme s’effectue autour du point O, ce
point est l'origine commune des deux reperes. Le changement de R’ a R, se fait par

une matrice de rotation, Q.

—_—

Pour obtenir les expressions des matrices J et K, on définit les vecteurs, a;, = OA;,
— —_—

b, = OB; et r; = A;B;, i = 1,2,3, représentés a la figure 4.2. Les vecteurs r; sont

variables, tandis que a; et b; sont constants dans les reperes R et R', respectivement.

On peut écrire les équations vectorielles :
r; :bi—a,-, 1= 1,2,37 (41)

ainsi que

Pi = ||I',LH, 1= 1,2,3.
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Fia. 4.2 — Manipulateur sphérique — notation vectorielle.

Donc, en prenant le carré du module de chaque membre de ’équation (4.1), on a :
o2 = llaul* + ]2 — 237 (42)
En dérivant I’équation (4.2) par rapport au temps, on obtient :
20ipi = —2alb; | (4.3)
Le vecteur b;, dans le repere R, est donné par :
[bi]lr = Q[bi]r. (4.4)
Puisque le vecteur [b;|g est constant, I’équation (4.3) devient :
pipi = — (a5 Qbilrs . (4.5)

Egalement, on sait que
Q=0Q, (4.6)
ou Q est le tenseur de vitesse angulaire. En substituant (4.6) dans I’équation (4.4) on

obtient :
bZ:QbZZWXbZ,



ol w est le vecteur de la vitesse angulaire et I’équation (4.5) devient maintenant :

L’équation (4.7) peut étre écrite sous une forme matricielle :

Jw=Kr,
ou
t=1[p p p3,
et
(a1 X b1>T P1 0 0
J = (ag X bg)T s K= 0 P2 0f-. (48)
(as X by)” 0 0 p3

Les matrices J et K sont les jacobiennes du manipulateur.

On s’intéresse aux singularités du robot de type I1 [5], c’est-a-dire des singularités

de la matrice jacobienne J.

4.3 Expression analytique des lieux de singularités

Dans cette section on obtient la condition analytique pour les singularités de la
matrice J. On utilise deux paramétrisations de 1’orientation : les angles d'Euler ZYZ

et les angles Tilt & Torsion.

4.3.1 Les angles d’Euler

En général, pour amener un corps rigide dans une orientation arbitraire, on a be-
soin d’une seule rotation par rapport a un point fixe (théoréme d’Euler). On peut
décomposer cette rotation en trois rotations élémentaires successives autour des axes
prédéterminés. Les angles associés a ces rotations élémentaires s’appellent les angles
d’Euler et forment un triplet qui représente la rotation globale. Il y a 12 conventions
possibles pour les angles d’Euler : XYZ, XZY, YXZ, YZX, ZXY, ZYX, XYX, XZX,
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YXY, YZY, ZXZ et ZYZ. En robotique, la convention la plus utilisée est ZYZ, et les

trois angles qui correspondent aux rotations sont : la précession, ¢1; la nutation, ¢ ; et

le spin, ¢3. Ces rotations sont illustrées a la figure 4.3 et sont définies en trois étapes :

FiG.

spin.

4.3 — La convention ZYZ pour les angles d’Euler : a) précession et nutation, b)

D’abord, on tourne le corps rigide d'un angle ¢, autour de l'axe z :

(x,y,z) = (21,y1,21 = 2z). La matrice de rotation R,(¢;) est :

cos¢p; —sing; 0
R.(¢1)= | singy cos¢y 0] ; (4.9)
0 0 1

. Ensuite, on fait une rotation d’'un angle ¢, autour du nouvel axe y; :

(x1,91,21 = 2) = (T2,Y2 = Y1, 22). La matrice de rotation est donné par :

cosps 0 sin g
R,(¢2) = 0o 1 0 |; (4.10)

—sings 0 cos ¢ps

. Finalement, on tourne le corps d'un angle ¢3 autour de I'axe 25 :

(x2,Y2 = Y1, 22) = (7', 2 = 23). La matrice de rotation R, (¢3) est :

cos¢p3 —sings 0
R.(¢3) = | sing3 cosgz 0] . (4.11)
0 0 1



Par conséquent, la matrice de rotation R peut étre écrite comme le produit de trois

rotations successives autour des axes Oz, Oy et Oz :

R = Rz<¢1)Ry<¢2)Rz(¢3)7 (412>

ou sous une forme matricielle :
C1C2Ch3 — Sp1S¢3  TC1CorS¢ps — S¢1Ch3  Cop1 5S¢
R<¢1’ ¢27 ¢3) = | S¢1Cp2Chs T Co1Sps  —S831ChaSh3 T Cp1Chs  S1Seo | (413)
T S¢aCos S¢aSe3 Coo

ou ¢y, et s4, désignent respectivement le cosinus et le sinus de 'angle ¢;.

4.3.2 Les angles Tilt & Torsion

Certains auteurs [14] ont introduit les angles d’Euler modifiés, appelés les angles
Tilt & Torsion (T&T). Du point de vue géométrique, les nouveaux angles sont plus
intuitifs et directs. De plus, il y a plusieurs applications ou la position de l'outil se

définit seulement par le tilt, la torsion restant constante.

En utilisant cette nouvelle paramétrisation, une orientation arbitraire est obtenue
en seulement deux étapes. D’abord, on améne 'axe Oz dans Oz13 = Oz’ par une seule
rotation (non-précédée d’une precéssion), en tournant le corps rigide autour d’un axe
a (azxe tilt) d’'un angle ¢,. Ensuite, pour obtenir l'orientation finale désirée, Ox'y'2’, il

faut simplement tourner autour de 'axe Oz’, d'un angle ¢ (I’endspin ou la torsion).

Donc, la matrice de rotation R est définie par 2 rotations successives :
R =R, (¢92)R.(0). (4.14)

Il faut noter que la premiere rotation, le tilt, n’est pas la méme que la précession suivie

par la nutation,
Ru(¢2) # R.(01)Ry(¢2), (4.15)

et 'axe tilt n’est pas (nécessairement) un axe du repere rigide. Par conséquent, 1’angle

o n’est pas le méme que 'angle ¢3. En effet, 0 = ¢35 + ¢;.

Pour situer 'axe tilt on a besoin d’un angle ¢; qui a la méme valeur que 'angle de

précession ¢; de la convention ZYZ. L’angle ¢, représente I'angle entre 'axe Ox et la
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projection de I'axe Oz’ dans le plan Oxy. On définit le plan 7, le plan du tilt, qui est
perpendiculaire a I'axe a et qui contient les axes Oz, Oz, OZ'. L’angle ¢ est égal a la

nutation. Les angles T&T sont illustrés a la figure 4.4.

[\]
N
Sl
N

Yo

F1G. 4.4 — Les deux rotations successives pour les angles Tilt & Torsion : a) tilt, b)

torsion.

Cependant, si 'on veut écrire la matrice de rotation R,(¢2), on doit seulement la

décomposer en trois rotations successives comme :

R.(¢2) = Ro(¢1)Ry (¢2) Ra(—61). (4.16)

La relation (4.14) devient :

R = Rz((bl)Ry((bQ)Rz(_(bl)Rz(U) = Rz((bl)Ry((bQ)Rz(U - ¢1)7 (417>

et, par conséquent,

Cp1CpoCo—¢1 — Sp1So—p1  ~Cp1CpaSo—¢1 — Sp1Co—¢1  Cp1S¢o
R(P1,02,0) = | S41Co5Co—p1 T Co1S0—b1 —Sé1ConSo—o1 + Co1Coty Sty San | - (4.18)
T 5¢2Co—¢1 SpaSo—p1 Cos
L’équation (4.17) nous ameéne a la conclusion que les angles Tilt & Torsion (¢1, @2, o)
sont équivalents aux angles d’Euler (¢1, ¢2, 0 — ¢1) dans la convention ZYZ, autrement
dit, le spin, ¢3, est remplacé par 'angle 0 — ¢;. Il est bien connu qu’une orientation
donnée peut-étre spécifiée par au moins deux triplets d’angles d'Euler. Pour éviter cette

sorte d’ambiguité, on établit des limites pour les nouveaux angles :
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— pour l'azimuth, ¢; € (—g’ g]’
— pour le tilt, ¢y € [0, g) :

: T
— pour la torsion, o € (—5, 5]

4.3.3 Détermination des lieux de singularités

Pour obtenir les lieux de singularités de type I, dans cette section, on exprime
la matrice J en fonction des parametres géométriques du robot. L’expression de la

jacobienne sous une forme invariante a déja été obtenue dans la section 4.2.

On définit trois reperes :

— le repere fixe auxiliaire, Ry, = Opxpyp2p, attaché a la base et pour lequel 'axe Opxy,
passe par A; et 'axe Oy, est dans le plan A; AxAs.

— le repere fixe, R = Oxyz, dont les axes sont paralleles a ceux de Ry ;

— le repere mobile, R’ = Ox'y'z’, qui est attaché a la plate-forme. Dans la position
initiale, R et R’ coincident.

Les reperes sont illustrés a la figure 4.5. Les coordonnées du point A; dans le repere

R, sont données par :
——

[al]Rb = [Ob_AlJRb = [wy,0,0],
2], = [OpAs]g, = [wa, us, 0], (4.19)
23], = [OpAs]r, = w3, us, 0]

Puisque la matrice jacobienne est donnée dans le repere R, il faut passer du repere R,
au repere R. Les coordonnées des points A;, i = 1,2, 3, (en effet, les vecteurs a;) dans

le repere R sont données par :

a1l = [OvAil = [w1, 0, ),
[aQ]R = [ObAQ]R = [’UJQ, Ug, —h], (420)

(a3l = [OpAslg = [w, us, —h.

Les coordonnées des points B;, i = 1,2, 3, dans le repére R’ sont :

—

[bl]R’ = [O_Bl>]R’ = [xl’()?()]’
[bQ]R/ - [O_B%]R’ = [mQay%O]a (421)
[b3]7z/ = [033]R/ = [x3,y3,0]~

Le changement de repere de R’ a R se fait par une matrice, Q, de rotation autour du
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FiG. 4.5 — Le manipulateur sphérique a 3 ddl dans la configuration initiale.

point O, qui peut-étre paramétrisée soit par les angles d’Euler, ¢1, ¢, ¢3, soit par les
angles Tilt & Torsion, ¢1, ¢9, 0.

4.3.3.1 Détermination des lieux de singularités avec les angles d’Euler

La matrice de changement de repere de R a R’ est exprimée par les angles d’Euler :

Q = Ri(¢1, 02, ¢3) = R.(¢1)Ry(2) R (¢3). (4.22)

La forme exacte de Ry est donnée a 1'équation (4.13).

On écrit les coordonnées des points B;, i = 1,2, 3, (les vecteurs b;) dans le repere R :

[bl]R = [O:Bli]R = RE[O:B{)]R,,

(bl = [OBs) = Re[OBs) -

Les expressions des vecteurs a;, i = 1,2, 3, dans le repere R, sont données & (4.20).
Il nous reste seulement a les substituer dans la forme invariante de la jacobienne. On
obtient I'expression de la matrice J = {j;x} dans le repére R, comme une fonction de

01, 02, @3. Les éléments, j;, 1,k = 1,2, 3, sont donnés a ’annexe D.1.
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Les lieux de singularités de type 11 sont donnés par :
det (J) = 0. (4.24)

L’expression analytique du déterminant de la jacobienne est une fonction des trois
variables : les angles ¢, @2, @3, et implicitement de la géométrie du manipulateur

représentée par le vecteur constant g, g = [wq, wa, w3, s, Uz, h, x1, T2, T3, Y2, Y3),

det(JE) = AE = AE(¢17 ¢27 ¢3)

4.3.3.2 Détermination des lieux de singularités avec les angles T&T

Dans cette section, on obtient les lieux de singularités dans le méme repere, R, mais

en utilisant les angles Tilt&Torsion, ¢1, @5 et o.

La matrice de rotation R;r est définie par deux rotations consécutives, dont la
premiere, autour de l'axe a, est équivalente a trois autres rotations successives (voir
relation 4.16). Ainsi, la rotation Q qui est aussi la matrice de changement de repere de
R aR est:

Q = Rir(¢1, 02,0 — ¢1) = R.(91)Ry(d2)R.(0 — ¢1). (4.25)

Sous une forme matricielle, I'expression est donnée par (4.18). On écrit les vecteurs by,

1 =1,2,3 dans le repere R :

[bl]R - [O_Bl>]7z = RTT[O—-BIJ'R/ )
[bQ]R = [OBQ]R = Ryr [032]73/ ) (4.26)
[bsl = [OBilg = Rex[OBilr,

Les vecteurs a;, i = 1, 2,3 sont donnés par (4.20).

En substituant a; et b; dans (4.8), on obtient I'expression de la matrice jacobienne,
Jrr, dans le repere R en fonction des angles Tilt & Torsion. Les éléments de cette

matrice, jk, 1,k = 1,2,3 sont donnés a 'annexe D.2.

Pour déterminer ’expression analytique des lieux de singularités, il faut calculer les
racines du det(J,r). L’expression analytique du déterminant est une fonction de trois
variables, les angles ¢1, ¢9, 0, et des parametres constants qui définissent la géométrie

du manipulateur, g.

det(JTT) = ATT - ATT(‘bla ¢27 U)'
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On utilise cette fonction comme point de départ de 'algorithme de détection de singu-

larités.

4.4 Mise en oeuvre de ’algorithme

L’algorithme de détection de singularités est présenté dans le chapitre 2, (sec-
tion 2.2.2) et sous une forme schématique a I'annexe A. L’algorithme a été mis en
oeuvre pour le manipulateur parallele plan avec des actionneurs prismatiques a 3 ddl
(chapitre 3).

Le but de cet algorithme est de détecter les singularités dans un espace de travail
donné, défini comme une hyper-boite tri-dimensionnelle H. La méthode utilisée consiste
a vérifier le signe du déterminant de la jacobienne. Si le signe change il y a (au moins)
une singularité dans I’espace de travail donné. Si le signe reste le méme il n’y a aucune

singularité dans la boite H.

Dans les deux sous-sections qui suivent, on analyse l’algorithme en utilisant les

angles d'Euler et les angles Tilt&Torsion.

4.4.1 Mise en oeuvre de ’algorithme — angles d’Euler

On commence avec I'expression analytique du det(J,). Le déterminant de la jaco-
bienne est en fonction des trois variables ¢1, ¢, ¢3 et implicitement de la géométrie du

manipulateur (le vecteur g).

E - A <¢17¢27 ¢3>

Les degrés des variables sont données dans le tableau 4.1.

variables sin ¢y | cos @y | singy | cos ¢y | sin ¢z | cos @3
degrés dans Ay 2 1 2 1 1 1

TAB. 4.1 — Degrés des variables dans det(J ) = Ax(¢1, 2, ¢3)



61

Les variables ¢;, ¢ = 1,2, 3, sont bornées :

¢1min S le S lemam; ¢2min S ¢2 S ¢2mam7 ¢3min S ¢3 S ¢3mam-

En suivant I'algorithme, le premier changement de variables élimine les sin ¢; et cos ¢;

et les remplace par la tangente du demi-angle, tan %, 1=1,2,3:

2T, 1-T72
sin ¢; = et cosQ; = —— ,
T A

(4.27)

ou Ti—tan%, 1=1,2,3.

On obtient une nouvelle paramétrisation pour le déterminant :

Ay = Ag(Th, T, T3).

Le degré pour chacune des nouvelles variables 17, T5, T3, est donné dans le ta-
bleau 4.2.

variables T | Ty | T3
degrés dans Ay | 4 | 4 | 2

TAB. 4.2 — Degrés des variables dans Ay = A (T3, Ty, T3)

Les contraintes pour les variables vont changer :
Tlmin S Tl S Tlmamy T2min S T2 S TQmaza T3min S T3 S T3mam~

Il est possible que les valeurs extrémes de la fonction s’obtiennent pour une valeur
limite (au moins) d’une des variables. Il est donc désirable de trouver une substitution
qui exprime Ay en fonction d’autres variables qui ne sont pas bornées. Dans ce but, on

définit les variables «, 5 et v (voir [13]), par :

1 +sina

Ty = Tipmin + T(Tlmax — Timin)
1+ sin

T2 - TZmin + Tﬁ(T%’nax - T2mzn) ) (428)
1 +sinvy

T3 - T3min + (T3maz - T3mzn)
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Pour simplifier ’expression analytique, on effectue une nouvelle substitution en fonction

des limites moyennes de 1'espace de travail :

T1 = TlM + TlmSiIlOé y
T2 = TQM + Tgm sinﬁ 5 (429)
T3 =T3p + Ty siny

ol
T; maxr ~ T min T mazx T min
Tlm = ! 9 ! et TlM = ! —2i_ : )
T max ~ T min T max T min
Ty, — % ot Thy — % , (4.30)
T max ~ T min T mazx T min
Tgm = —3 9 3 et T3M = —3 —2i_ 3 .

Par conséquent, les nouvelles variables «a, 3,y ne sont pas bornées et sont définies
partout dans l’espace de travail. En pratique on travaille avec les variables sin «, sin (3

et sin~y, bornées dans [—1,1] :
Ag = Ag(sin o, sin 3, sin 7).

Le degré de chacune des variables est donné dans le tableau 4.3.

variables sina | sin3 | sinvy
degrés dans Ay 4 4 2

TAB. 4.3 — Degrés des variables dans Ay = Ag(a, 3,7).

Les trois étapes de substitution peuvent étre décrites ensemble de la facon suivante :
Ap = Ag(pr, P2, 03) = Ap(T1, 1o, T3) = Ag(sina, sin 3, siny) = g(a, 8,7).

On dénote la fonction finale des variables «, 3, par g. En suivant le schéma logique
de 'annexe A, on cherche les extrémums de la fonction g(«, 3,7). Le résultat est un

systeme non-linéaire de trois équations avec trois inconnues :

( dg
a—a—Gacosa—O
2) 99
S 93 Gpeosff =0 (4.31)
dg
| 5, ~ COS 7Y
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Les degrés de chacune des variables dans G, G et G, sont indiqués dans le ta-
bleau 4.4 :

variables sina | cosa | sinf3 | cos3 | sinvy | cos~y
degrés dans G, 3 0 4 0 2 0
degrés dans Gg | 4 0 3 0 2 0
degrés dans G, 4 0 4 0 1 0

TAB. 4.4 — Degrés des variables pour les fonctions G,, G et G,.

Le systeme S® est équivalent a huit sous-systemes (voir le chapitre 2) :

SF=85US;US;USTUS, US; US US? (4.32)

afy

On trouve les solutions des sous-systemes et on substitue les solutions dans la fonction
initiale, g, pour analyser son signe. Pour vérifier le signe de la fonction on vérifie d’abord
E 3 A E E E : E E E
les sommets, SF, puis les arétes, S, S7, S, ensuite les faces, S, S5, ST et finalement
Iintérieur de la boite, ¥, . Quand la procédure trouve un signe différent, elle s’arréte,

car on sait qu’il existe (au moins) une singularité.

Si, apres avoir vérifié les premiers sept sous-systemes, on n’a rien trouvé on vérifie
le dernier (voir figure 2.9), qui représente lintérieur de la boite. Pour trouver les
extrémums en S7, on analyse les degrés de chacune des variables pour chaque équation
en utilisant le tableau 4.4. Puisque la troisieme équation est linéaire en sin 7, on exprime

siny en fonction de sina et sin (3 :

5
Z A, B; sin® asin®9) g

siny = i’]:l , (4.33)
Z C;D; sin® asin®7 g
ij=1
ou les coefficients A;, B;, C;, D;, i,j =1,...,5, dépendent de la géométrie du mani-

pulateur et des limites de I'espace de travail.

En substituant sin~ dans les deux premieres équations, on obtient un systéme non-
linéaire avec deux équations et deux inconnues : sin « et sin 3. Les degrés des ces deux

variables dans les fonctions G, et G5 sont donnés dans le tableau 4.5.
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variables sina | sinf3
degrés dans G, | 11 12
degrés dans G | 12 11

TAB. 4.5 — Degrés des variables dans G, et G, apres I'élimination de sin .

Le systeme non-linéaire est trop complexe pour une résolution directe. En pratique,
on peut utiliser une méthode graphique. D’abord on détermine si le systeme a au moins
une solution pour sina et sin 3 dans U'intervalle [-1,1] (ceci peut se faire en utilisant
la fonction fsolve du logiciel Maple). Ensuite, on trace les courbes définies par les
équations G, = 0 et Gg = 0 et on détermine visuellement les zones, Z;, de I'intersection
des graphiques. Dans chaque Z; on trouve la position exacte d’intersection. Apres avoir
trouvé toutes les paires (sin o, sin [3), il nous reste a les remplacer dans I’équation (4.33)
et a trouver sin~y. Pour vérifier si le signe du déterminant change, il faut substituer le
triplet (sin v, sin 3, sin ) dans la fonction g. La procédure est exemplifiée dans la section

prochaine pour les angles Tilt&Torsion.

D’apres nos essais pour différentes géométries du manipulateur, on n’a jamais besoin
de calculer les solutions du dernier systeme, car les surfaces des singularités ne sont pas
fermées. Théoriquement, il est nécessaire de chercher les extrémums a l'intérieur de la

boite si et seulement si les surfaces des singularités sont fermées.

4.4.2 Mise en oeuvre de I’algorithme — angles T&T

L’expression analytique du déterminant de la jacobienne, det(Jpp) = Aqr, est en
fonction de trois variables, ¢1, 9,0, (Pazimuth, le tilt et la torsion) ainsi que des pa-

rametres géométriques, g,

ATT = ATT<¢17 ¢2> U)'

Les degrés pour ces variables sont donnés dans le tableau 4.6.

variables sin gy | cos¢y | singy | cosgs | sino | coso
degrés dans Arr 3 1 2 1 1 1

TAB. 4.6 — Degrés des variables dans App = Apr (1, P2, 0)
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Les trois variables sont bornées par :

¢1min S ¢l S ¢lma:z:) ¢2min S ¢2 S ¢2max7 Omin S g S Omaz-

Pour éliminer les sinus et les cosinus, on utilise la substitution avec la tangente du

demi-angle comme a 'équation (4.27) (le spin, ¢ devient la torsion, o) :

ATT - ATT(TI7T27 TS) .

Les nouvelles variables sont T7, T3 et Tj et leur degré sont donnés dans le tableau 4.7.

variables T | Ty | T3
degrés dans A | 6 | 4 | 2

TAB. 4.7 — Degrés des variables dans App = A (11, T, T3).

Les contraintes sont :

Tlmin < Tl S Tlmama T2min S T2 S TQmCLIB7 T3min S T3 S T3maz-

Pour éliminer les cas ol on peut obtenir des valeurs extrémes pour les limites, on passe
a la derniere substitution, basée sur I'idée de Merlet [13] dans laquelle on introduit
des nouvelles variables sans limites «, 3, voir (4.28). Pour simplifier les expressions
analytiques on utilise les relations (4.29) et (4.30). En réalité, on travaille avec les sinus

de nos nouvelles variables :
App = App(sin o, sin 3, sin ).

Les degrés sont donnés dans le tableau 4.9.

variables sina | sinf3 | siny
degrés dans A,y 6 4 2

TAB. 4.8 — Degrés des variables dans A = Ao, 5,7).

Les étapes de substitutions sont décrites de la fagon suivante :

Arr = Apr(01, P2, 0) = A (T, To, T3) = Arr(sina, sin 3, siny) = h(a, 3,7).
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En cherchant les extrémums du A..r, on dérive la fonction h(«, 3, ) par rapport a ses

variables. Comme résultat on a un systeme non-linéaire de trois équations avec trois

inconnues. o
— =H,cosa=0
O
oh
ST a5 Hzcos =0 (4.34)
oh
— =H,cosy=0
[ oy 7

Le degré de chacune des variables dans H,, Hg et H, est indiqué dans le tableau 4.9.

variables sina | cosa | sinf3 | cos3 | sinvy | cos~y
degrés dans H, 5 0 4 0 2 0
degrés dans Hp 6 0 3 0 2 0
degrés dans H., 6 0 4 0 1 0

TAB. 4.9 — Degrés des variables dans les fonctions H,, Hg et H,.

Le systeme S™7 est équivalent a huit sous-systemes qui correspondent aux :
— sommets, S ;

A TT TT TT .
— aretes, S;*, §;F, &7

— faces, 8T, ST' S'T:

aB ) Tpy ) Tay )
— lintérieur, S;; .
ST=8§TUSTUSTUSTTUS USTUS T US ) (4.35)

Le probleme de vérification de I'existence de singularités dans un espace de travail
donné est réduit a chercher les extrémums et les substituer dans A, pour examiner la
variation de son signe. On procede méthodiquement, en commencant avec les sommets.
L’intérieur de la boite est analysé si et seulement si les surfaces des singularités sont

fermées (voir le schéma de I’algorithme présenté a ’annexe A).

Les sous-systemes pour les sommets et les arétes sont simples et faciles a résoudre. En
passant aux faces, les équations deviennent plus complexes. Pour trouver les extrémums
sur les faces, on utilise la méthode d’élimination dialytique, appelée aussi la méthode de

Sylvester [19] qui consiste a réduire un systeme d’équations non-linéaires avec plusieurs
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variables a une équation avec une seule inconnue. En pratique, on utilise la méthode
pour des systemes d’équations relativement petits, car le degré du polynome résultant
augmente exponentiellement avec le nombre et le degré des équations. Une fois que le
degré explose, beaucoup de racines parasites sont introduites et doivent étre éliminées.
Par exemple, pour une torsion constante, T3=const, les degrés pour sin « sont 6 et 5, et
pour sin 3 sont 3 et 4 (voir tableau 4.9). Pour résoudre ce systéme on élimine une des
variables, sin 3 (le degré le plus petit) et on obtient 1’équation (4.36) en sin «, équation
de degré 39,

40
> Cisin® M o =0, (4.36)
=1

ou C;, i = 1...40, sont des coefficients qui dépendent de la géométrie du manipulateur
et des limites de ’espace de travail. Apres avoir trouvé les solutions pour sin «, on trouve
les solutions pour sin § et on garde seulement les solutions qui vérifient en totalité le
systeme initial. Autrement dit on élimine toutes les solutions non-pertinentes qui ont
été introduites par la méthode dyalitique. Finalement, on substitue toutes les solutions

valides trouvées dans h et on examine la variation du signe.

Si l'on arrive a vérifier I'intérieur de la boite, il faut résoudre le systeme S;7 . La
derniere équation du systéme, H, = 0, est linéaire en sin+y, donc on I'exprime en
fonction des deux autres variables, sin « et sin (3,

5 7
Z Z A;B; sin™% asin®=7) g
i=1 j=1

5 7
Z Z CiD; sin™ asin®7) g

i=1 j=1

siny =

(4.37)

En substituant siny dans les deux autres équations, H, = 0 et Hg = 0, le degré du

systéme augmente (voir le tableau 4.10).

variables sina | sin 3
degrés dans H, | 17 11
degrés dans Hz | 18 12

TAB. 4.10 — Degrés des variables dans H, et Hz apres I’élimination de sin~.

Pour résoudre ce systéeme, on met en pratique la méthode graphique. L’utilisation
de la méthode dyalitique n’est pas possible a cause du degré élevé (430) du polynéme
final.
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Exemple — méthode graphique

On prend un manipulateur sphérique avec la géométrie donnée dans le tableau 4.11.

w1y Wa w3 Uy | U3 | X1 T2 xs3 Y2 Ys h

16 -11}-0912}-11|-08|—-01] 0 |—-05]15

TAB. 4.11 — Parametres géométriques du manipulateur sphérique — exemple.

Les limites de 'espace de travail sont données dans le tableau 4.12.

¢1mm ¢1ma:v ¢2min ¢2maz ¢3mm ¢3maa:

T T 0 U T s
2 2 2 2 2

TaAB. 4.12 — Limites de 'espace de travail du manipulateur sphérique.

D’abord, on représente les courbes définies par H, et Hg, dans le plan des deux
variables sin «v (s,) et sin 3 (sp) (voir figure 4.6). On détermine les zones approximatives,
Z;, d’intersection des courbes. Autrement dit, on choisit des zones rectangulaires, qui

bornent les intersections.

Ensuite, on cherche les solutions exactes du systeme, s; = (S, Sgi), pour (sin ¢, sin ()
dans chaque Z;, i = 1,...,4 d’une facon tres rapide avec la fonction fsolve du logiciel
Maple. Pour trouver les valeurs de sin~y, on substitue toutes les paires, s;, trouvées,
dans 'équation (4.37).

Il a été observé que le temps nécessaire pour vérifier une boite H™™, peut varier
entre :
— un temps minimum ¢ = 0,581 s, apres avoir vérifié seulement les sommets et
— un temps maximum t = 3,6399 min, quand il est nécessaire de résoudre tous
les sous-systemes (dans le cas ot S; n’a aucune solution pour les contraintes

imposés).
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Fi1G. 4.6 — Méthode graphique — exemple.

4.4.3 Mise en oeuvre de ’algorithme pour une torsion

constante

Pour une torsion constante, la section de la boite H"" est un rectangle, D*. Dans
ce cas, I'expression du déterminant de la jacobienne, Arr, devient moins complexe et

dépend seulement de deux variables : 'azimuth, ¢ et le tilt, ¢s.

Pour vérifier §’il y a des singularités dans D', on suit la méme séquence de substi-

tutions, comme a la section 4.4.2 :
det(Jpp) = Apr = Apr(¢1, ¢2) = App(T1,T2) = Arr(sina, sin 3) = h(a, 3).

Dans toutes ces étapes de transformation, les degrés des variables restent les mémes

comme dans les tableaux 4.6, 4.7 et 4.9.
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Pour trouver les extrémums de la fonction h, on dérive par rapport aux variables,

«a et [, et on obtient :

% = H,cosa=0
S (4.38)
oh
—_— H pr—
93 gcos =0

Les degrés des variables dans H, et Hg sont donnés dans le tableau 4.10.

Le systeme S* est équivalent a quatre sous-systemes :

§°=SruUS USTUSY

apB?

(4.39)

— sommets, S;°;
— arétes, St, §5°;

— l'intérieur du rectangle, 8.

Pour vérifier I'existence de singularités dans D', on suit les étapes de ’algorithme
décrit dans le chapitre 2, section 2.2.3. Donc, on commence avec le systeme le plus
simple, St. On substitue les solutions {sin «, sin } = {1,1}, {1, -1}, {—1,1}, {-1,—-1},
dans h(a, 3) et on examine son signe. S’il reste le méme, on continue avec les autres
sous-systemes, St¢, Si°, et finalement avec S,. Aussitot qu’on trouve un signe différent,

le programme s’arréte et signale qu’il y a une singularité dans I’espace de travail donné.

Il a été observé que le temps nécessaire pour vérifier un rectangle D™, peut varier
entre :
— un temps minimum de ¢ = 0,09 s, quand on vérifie seulement les sommets; et

— un temps maximum de ¢t = 4,466 s, quand on vérifie tout le D*.

4.5 Validation de l’algorithme — Exemples

Dans cette section on présente la validation de I’algorithme pour trois exemples de
géométries différentes du manipulateur parallele sphérique avec des actionneurs pris-
matiques, ou le déterminant de la jacobienne, Ay, a été obtenu en utilisant les angles
Tilt & Torsion.
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4.5.1 Exemple 1

Les parametres géométriques du manipulateur sont donnés dans les tableaux 4.13.

w1y Wa w3 Uz | U3 | X1 T2 xs3 Y2 Ys h

16 -11}-0912}-11|-06|—-02] 1| —-05]12

TAB. 4.13 — Parametres géométriques du manipulateur sphérique — exemple 1.

Les limites de I’espace de travail sont données dans le tableau 4.12.

La surface des singularités pour la géométrie présentée dans le tableau 4.13, est

donnée a la figure 4.7.

Fi1G. 4.7 — Surface des singularités pour le manipulateur sphérique — exemple 1.

La figure 4.8 présente la surface des singularités obtenue pour différents niveaux
de discrétisation en appliquant ’algorithme présenté a la section 4.4.2 pour chaque
boite élémentaire, H,". Quand le réseau de discrétisation devient de plus en plus fin,
I'image obtenue s’approche du graphique obtenu en utilisant la fonction implicitplot3d

du logiciel Maple, figure 4.7.
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Le temps nécessaire pour valider I’algorithme dépend du niveau de discrétisation et
il augmente avec le nombre de petites boites. Méme si le temps est tres long, il ne faut
pas oublier que la vérification est faite seulement une fois pour valider I’algorithme. Si

la surface des singularités intersecte moins de boites, le temps augmente.

4.5.2 Exemple 2

Les parametres géométriques du manipulateur sont donnés dans les tableaux 4.14.

wy | wa ws | Uy | ug | 1| 2 r3 | Y2 | Y3 h

16 -11}-0912| -1, 1| -06|—-02|1]—-05]|14

TAB. 4.14 — Parametres géométriques du manipulateur sphérique — exemple 2.

Les limites de 'espace de travail sont données dans le tableau 4.12.

La surface des singularités pour cette géométrie est représentée a la figure 4.9.

F1G. 4.9 — Surface des singularités pour le manipulateur sphérique — exemple 2.
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En discrétisant I’hyper-boite H"" en plusieurs petites boites, on obtient le réseau
3D (voir figure 4.10). Quand le réseau devient de plus en plus raffiné, la surface des
singularités formée des petites boites, H, ", s’approche de plus en plus de la surface des

singularités représentée a la figure 4.9.
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4.5.3 Exemple 3

Les parametres géométriques du manipulateur sont donnés dans les tableaux 4.15.

w1y wWa w3 Uz | U3 | X1 T2 xs3 Y2 Ys h

16 -11}-0912}-1,1|-08|—-01] 0 |—-05]15

TAB. 4.15 — Parametres géométriques du manipulateur sphérique — exemple 3.

Les limites de I’espace de travail sont données dans le tableau 4.12.

La surface des singularités pour cette géométrie est représentée a la figure 4.11.

F1G. 4.11 — Surface des singularités pour le manipulateur sphérique — exemple 3.

Le réseau 3D obtenu a la suite de la discrétisation de 1'espace de travail est illustré
a la figure 4.12
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4.6 Validation de I’algorithme pour une torsion

constante — Exemples

Dans cette section on présente la validation de ’algorithme pour une torsion constante.
La vérification consiste dans I’étude du signe de det(Jpr) = Arr (e, 3) dans chaque rec-
tangle D:°.

Par exemple, pour la géométrie donnée dans le tableau 4.13 et pour les limites de

I’espace de travail données dans le tableau 4.16,

qblmin ¢1maz ¢2min gmeaa:

T T T
_z Z 0 Z
2 2 2

TAB. 4.16 — Limites de l'espace de travail du manipulateur sphérique — torsion

constante.

la courbe des singularités pour une torsion, o = 0, est montrée a la figure 4.13.

f "

o
.

0.4

0.2

Fi1G. 4.13 — Manipulateur sphérique — courbes des singularités pour o = 0.

Quand h(«, ) change de signe, le rectangle, D'

i)

est ajouté sur le graphique —

réseau 2D.



Les différentes étapes de discrétisation 2D, pour une torsion, ¢ = 0, sont illustrées
a la figure 4.14.

-1 08 06 04 02 0z 04 06 08 1 -1 08 06 04 02 02 04 06 08 1
m T
n = 3; n? =9 rectangles. n = 5; n? = 25 rectangles.
-1 o8 06 04 02 0 02 04 0B 08 1 -1 08 06 04 0z U 02 04 06 0B 1
n = 10; n? = 100 rectangles. n = 15; n? = 225 rectangles.
-1 s 06 44 02 0 02 04 0B 0B 1 -1 s 0 44 02 0 02 04 0B 0B 1
(e) n = 20; n? = 400 rectangles. (f) n = 25; n? = 625 rectangles.

F1G. 4.14 — Manipulateur sphérique — discrétisation 2D pour o = 0 (1™ partie).
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T2 T2
1} 0
0z 0.2
A4 08 0 04 020 02 04 0B 08 1 A4 08 08 04 D20 02 04 0B 08 1
™ ™
(g) n = 30; n? = 900 rectangles. (h) n = 50; n? = 2500 rectangles.
2
0.8
0.6
T2
0.4

0.2+

A& e a4 0z 9 02 04 0B o\ 4

™

(i) n =100; n? = 10000 rectangles.

F1G. 4.14 — Manipulateur sphérique — discrétisation 2D pour o = 0 (2° partie).

A 7’ / . . . 7T /7
Pour la méme géométrie du manipulateur, et pour une torsion o = 3 le réseau 2D

est illustré a la figure 4.16 et la courbe des singularités est montrée a la figure 4.15.
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080604 U "ﬁ.'é"d.':#?.'é'h.’é"'1’

F1G. 4.15 — Manipulateur sphérique — courbes des singularités pour o = g

408 06 04 02 0 02 04 0B OB 1 408 D6 04 D2 0O 02 04 0B 08 1

) T

(a) n = 3; n? =9 rectangles. (b) n = 5; n? = 25 rectangles.

F1G. 4.16 — Manipulateur sphérique — discrétisation 2D pour o = — (1'° partie).

T
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Tz ¥

0.29

ATTHET e 04 U2’ Az 04 08 08
T

n = 10; n? = 100 rectangles.

1

04

0.29

A 08 06 04 02 U 02 04 0B 08

m

n = 15; n? = 225 rectangles.

1

A A

04

029

04

024

A W8 e 04 oz U 0z 04 0B 08
m

n = 20; n? = 400 rectangles.

1

A7 08 D0 04 020 02 04 06 08

m

n = 25; n? = 625 rectangles.

1

Ao Al

04

029

0.44

0.2

A7 08 0 D4 020 02 04 0B 0B
m

1

(h) n = 30; n? = 900 rectangles.

F1G. 4.16 — Manipulateur sphérique — discrétisation 2D pour o =

A7 08 Oe Oa 02T 02 04 0B 08

m

1

(i) n = 35; n? = 1225 rectangles.

T
3

(2¢
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Conclusion

Le sujet de ce mémoire est I'analyse des zones de I'espace de travail d’un manipula-
teur parallele en vue de la détection des singularités. Le travail apporte une contribution
a la conception et l'utilisation des robots paralleles. Il est tres important de savoir si
pendant son fonctionnement, le manipulateur entre dans des configurations singulieres.
Donc, il est nécessaire, depuis la phase de conception, de détecter de fagon certaine la

présence de singularités dans I'espace de travail.

Les principales contributions de ce travail a ’étude des singularités sont décrites

succinctement dans les quatre paragraphes suivants.

La méthode générale utilisée est celle des extrémums, qui consiste a vérifier le
signe du déterminant de la jacobienne, sans avoir besoin de calculer les racines de
ce déterminant. La méthode élimine la nécessité de trouver et de visualiser les lieux de

singularités.

Plusieurs étapes cascadées de substitutions sont introduites. Parmi elles, il y a des
substitutions trigonométriques qui introduisent les limites de I'espace de travail directe-
ment dans 'expression du déterminant de la jacobienne, sans nécessiter des équations
supplémentaires. Comme conséquence, les nouvelles variables sont illimitées. Un schéma
logique a été congu pour 'algorithme général de détection pour n’importe quel mani-

pulateur parallele a 3 ddl.
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Des algorithmes détaillés de détection ont été développés a partir de la méthode
générale et mis en oeuvre pour deux types d’architectures a 3 ddl. Pour chacune, la
géométrie est générale, I'usager pouvant introduire tous les parametres. De plus, les
algorithmes proposés sont illustrés géométriquement d’une fagon tres intuitive et sont
précis et rapides. Un choix opportun de l'ordre de résolution des sous-systemes finaux
est nécessaire pour avoir un temps de réponse tres court. Dans le cas ou une des
coordonnées cartésiennes est constante, les algorithmes ont été adaptés pour des sections

de 'espace de travail.

Des algorithmes additionnels détaillés ont été congus pour valider, par une vérification
wisuelle, les algorithmes de détection, en discrétisant tout I'espace de travail. Ils ont été

mis en pratique dans ’espace tri-dimensionnel et aussi adaptés pour les cas plans.

Tous ces résultats sont présentés dans les chapitres 2 a 4.

La méthode générale a été présentée dans le chapitre 2 pour un manipulateur a n
ddl, ensuite décrite brievement en ajoutant les substitutions cascadées pour un mani-
pulateur a 6 ddl et détaillée finalement pour une architecture a 3 ddl. Une présentation
générale de I'algorithme de vérification a été faite dans la derniere section du chapitre.

La validation peut étre faite aussi pour certaines sections de ’espace de travail.

Dans le chapitre 3, en suivant le trajet direct du schéma logique, un algorithme de
détection des singularités a été développé pour un manipulateur parallele plan a 3 ddl
avec des actionneurs prismatiques. La procédure a été adaptée pour étre appliquée
dans le cas d’une orientation constante. L’ordre de résolution des 8 sous-systemes
résultants, apres les substitutions nécessaires, est tres important. En considérant plu-
sieurs géométries différentes, on a remarqué que, d’habitude, si des singularités existent,
celles-ci sont détectées par I’évaluation de la fonction sur les sommets. Donc, le premier
sous-systeme a résoudre est celui des sommets, qui est le plus simple et a un temps de
réponse tres court. L’algorithme de validation a été mis en oeuvre pour des géométries
différentes du manipulateur. Il a été aussi adopté pour valider I'algorithme pour une

certaine section de I'espace de travail.

Dans le chapitre 4, la deuxieme architecture générale sur laquelle I’algorithme de
détection des singularités a été appliqué a été étudiée. Pour une géométrie quelconque

du manipulateur sphérique avec des actionneurs prismatiques a 3 ddl, on a utilisé pour
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la premiere fois la paramétrisation Tilt&Torsion, afin d’obtenir des expressions moins
compliquées pour la jacobienne et son déterminant. Malgré cela, les équations du dernier
sous-systeme sont tres complexes et, si des solutions existent, elles n’ont pu étre résolues
que par une méthode graphique. Cependant, apres de nombreuses expériences, il n’a
jamais été nécessaire de trouver les solutions de ce sous-systeme. Il est donc conjecturé

(mais pas démontré) que la solution de ce sous-systeme n’est pas nécessaire en pratique.

Le but final de ce travail, ¢’est-a-dire de permettre la détection de régions exemptes
de singularités dans les espaces de travail des mécanismes paralleles a 3 degrés de liberté,
a été atteint. En conséquence, ce travail donne une réponse sire a la question posée
dans l'introduction : Est-ce que l'espace de travail qu’on analyse représente une zone

exempte de singularités ou non ?

Perspectives
Pour un travail futur, on prévoit plusieurs voies.

D’abord, I’algorithme de détection des singularités peut étre adapté pour des géomé-
tries spécifiques des manipulateurs. Dans certains cas, ou la géométrie possede certaines
symétries, il est possible que les équations puissent étre simplifiées et que le temps de

calcul pour chercher des zones exemptes des singularités soit beaucoup diminué.

Un autre facteur tres important qui influence le temps de réponse est la nature
du lieu des singularités. Si I’ensemble des singularités n’a aucune composante connexe
bornée dans 'espace des coordonnées de 'effecteur, il est inutile d’analyser l'intérieur
de I'hyper-boite qui correspond au sous-systeme d’équations le plus complexe. En effet,
dans ce cas, la présence de singularités serait forcément annoncée sur la frontiere de la
boite (les sommets, les arétes, etc). Jusqu’a maintenant, avec de multiples essais, on n’a
jamais rencontré un cas ou la vérification de l'intérieur de la boite tri-dimensionnelle a
été requise. Donc, I'étude de la géométrie des surfaces des singularités pour les robots

analysés peut simplifier I'algorithme.

La derniere voie de recherche consiste a mettre en oeuvre ’algorithme pour des
manipulateurs paralleles a 4 ddl ou plus. Cette tache sera beaucoup simplifiée si I'on
peut démontrer que l’ensemble des singularités n’a aucune composante bornée pour

I’architecture spécifique étudiée.
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Annexe A

Schéma logique de I’algorithme

pour les manipulateurs paralleles a
3 ddl

Le schéma logique sur lequel est basé 'algorithme de détection des singularités dans un
espace de travail borné est donné dans cette annexe. Il est détaillé étape par étape dans les 4
parties suivantes.
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Début

det(J‘SD) = Ay = Aup(cr, 2,03, 8)
g = [clmi'ru Clmaaz Comins C2maz» C3min, cSmaz]

g = géométrie du manipulateur

FEtape I-a :
élimination des angles
(substitution de sinus et cosinus

avec la tangente du demi-angle)

\
FEtape I-b : 1 +sina
substitution proposée par Merlet UL = Ulmin + Ulmaz — Uimin)
(substitution de variables bornées - _ 1+sing ‘
U2 = U2min 7(u2maz - u2mzn)
par des variables non-bornées) 1+ Siny
U3 = U3min T(ufimaz - u3'min)
\
’ o Uimazr — Uimin
Etape I-e Uim = —2
substitution additionnelle Uimaz T Uimin
P : . s Ui = — 5
simplification des expressions analybigues) 2

[

'

51

esl 1 ‘!'III!_{l*'

oui

i=1,23

Non

Y

. 2T
sin ¢;
‘ 1+772
1-12
COS ¢;
14172
C;
T =tan—
an 2

& ASD — ASD(ui7g)a 1= 17273

'

—1|'.|I-

A isine, sin 3,800, @, L

Irn.‘\[

fle, 3,7, 8, Lnna)
[#tirms iae]y §=1,2,3

Fi1G. A.1 — Schéma logique pour la détection des singularités — 1™ partie.
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0
%zFacosa:(]
0
S*P 6—£:Fgcosﬁ:0
0
%:F,YCOS"YZO
Y
ST =8 USIFUSPUSPUSIUST USTUSH
Les faces Les arétes
e [ Les sommets i_ ..... _._._i
I Fa:0 : . Fa: .
Sl osmd =0 | osa=0 | i L] 828 cosp=0 | !
I cosy =0 . S ¢ cosf=0 I cosy =0 |
I i cosy =0 . )
! '
I . S E I I
Fo=0 I . cosa =0
524 cosp=0 Il 82 =0 :
- 9o s . B 8 .
I o . L’intérieur . _0
: 5 | e | . cosy =0 | I
- I I " I
I : Fa:0 : !
: cosa =0 I : Scax];"r FBZO : ! cosa =0 !
I Spmq Fs= : Fy=0 : I 8PS cosB=0 1
. = 1 1 " = .
. F7 0 I L e L2 N I F’Y 0 I
|_ e L !
\ 4
Notations :

5 = SP, 8= 8P, S, = 8P, 8, =S,
S, =8, § =8P, S =82, S =8,

SP=85§USUSUSUSUSUS,US..

=

F1G. A.1 — Schéma logique pour la détection des singularités — 2°¢ partie.




premier sous-systéme

(sommets)

solutionner le premier systéme

R, = solve S,

N, — length Ry — 8 noter le nombre de solutions

v établir le
s, = sign (Aap (R1[11) signe initial du A,p
\ 4
ny = 2
v

s = sign (Agp(Ra[n4]))

Oui

S 7 S,

Y

Non

3 singularités

ny=mny+1 M

Non

Oui

Fic. A.1 — Schéma logique pour la détection des singularités — 3¢ partie.
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passer au sous-systeme So

(arétes)

R; = solve S;
N; = length R;

Oui

 /

3 singularités

Oui

passer au sous-systeme S;, @ > 2

Oui

B singularités

Fic. A.1 — Schéma logique pour la détection des singularités — 4° partie.
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Annexe B

Coefficients N; et [; pour les lieux
de singularités
(j=1...25et1=1...6)

Dans la premiere partie de cette annexe, on présente les coefficients IV;, j = 1...25, définis
a I’équation (3.5) qui dépendent de la géométrie du manipulateur choisi. On définit le vecteur
g, qui représente les parametres architecturaux du robot. Dans le cas du manipulateur plan, la
géométrie est représentée par g = [biz, biy, b2z, bay, b3z, b3y, D4, p’ly, Dhys péy,pgz, pgy], et dans le
cas du manipulateur sphérique, elle est représentée par g = [w1, we, w3, u2, us, h, 1, T2, T3, Y2, y3].

Dans la deuxiéme partie, on présente les coefficients E; définis a 1’équation (3.4) (donnés
en B.2),7=1...6, qui sont en fonction de N;, j =1...25 (donnés en B.1), du vecteur ly,m =
[Ty Ty Yt s Yy Tor s T (qui dépend du vecteur 1 = [Ziin, Timazs Ymin, Ymazs Lmins Tmaz) (qui
représente les limites de l’espace de travail) et de la troisieme nouvelle variable sin(vy) (qui
dérive de l'orientation de la plate-forme ¢). Les relations entre les composantes des vecteurs
I et 1, sont données dans la section 3.3.
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94
B.1 Les coefficients N;, j =1...25

Ny = bay ps, — Poy by — by Py, + Py bay + b1y Doy, — Dy bay

Ny = bgy Py, — Py bay — by Doy + Py bay + bay Py — Pl by

N3 = b1y Py — b1z Dy — Doz Dy + bow Dy — D3z Doy + bsa Dy

Ny = biy Py, — b1z Poy — baw P, + baw Py, + bsa Doy — b3e Py

N5 = —bay Py + Doy bsy + b1y Do, — Py b3y — iy Doy + Dy bay + bia pf‘)’y — b plgy
— bay P, + baw Dy + bsw oy, — bax DY,

No = bay s, — Doy bsy — b1y D, + Py bay + by Doy — Dy Doy + 1o Dy — bia Py
— bow Dy + box Py + bsp Doy — bss P,

N7 = ph, b3y D5, — Dy bsy Do — bow Doy, D3y + bay Doy Doy — Py bsw s, + Py bay D3
+ bia Py D3y — D1y Diw Doy + Dy D2w Doy — Dy oy Doy — Dia Dy Py + b1y Pl D,
+ Ply bay Py — Dy Doy bsy — Doy b1y Dy + Py Py b3y + D, biy Doy, — D3, Py bay

Ny = =Dl Doy bsy + Py b30 Do + Dy bsy Dy — bow Py Pse — bay Dy Dse — Dip bsw D
— Do b3y Py + bio Do Pio + iy Py Py + Py b2o Py + Py b2y Doy — bio Pl Do
= b1y Py Poe — Pl Pty b2y + Py Py b3y + Plgy b1y Doy — Py b1y Py + Pl b2y 15

Ny = pl, b3y Dy, + Doy bse Doy + Dy bsy D3y — bow Doy Dy — Doy Dy Doy — Py bz D3,
= Dy b3y Py — baw Py Do + bay Doy Dse — b2y Doy Py — Pl V30 Py + P b3y P
+ biy Pl Pog — biy Py Py + D1 Dlp Py + biw Py Doy — iy Py Py + b1y Py P,
+ Py baw Doy — Pl bey Doy + Dy bow Py + Dy bay Doy — biw Dy Doy — biw DYy P,

Nio = —bagy b3, 5, + bay b3y Py, + baw Py, by + biy b3 D, — bay Py bay — by bay Do,
— ba Py b3y + b1y Py bsy — biy baw Py, + b1y bay Py + big Py, bay — by Dy bay
+ b1z oy bay — bow Py bay + bow biy Py, — bge biy Doy, + bge DYy, bay — biw bay P,

Nt = —bay bse P, — bay bsy D3, + baw Po, bsy + b1y bae P, + bay Dy, bsy + by bsy 13,
— b1y Py bay — iy Py bay — iy baw poy, — bay bay Poy + biw Py bay + biy Py bay
— D1y boy Py + b1z Doy bsy — bow Py bsy — by biy Py + bsw DYy Doy + Doy by 5,

Nz = Py bse Doy — Dia bsy D3y — Dy D2w Doy + D Doy Doy — b1e Py D3y — Dy D3w D,
+ Py 03y Py + biw Py Doy + b1w Doy Doy — bay Py Doy + bow Py Py — bay Doy Py
— b1z Py Pow + D1y Dy Doy + bow Dy Doy — Yo Py Dy — 3w Dy Pap + 3w Pl Py



Niz = —by, p,,gy péx - p;y b3z Pém + p;y box p,/gm + pﬁy b,@y p,,Qy - p;y bé’y plgy + 1o 10/21 plé’y
+ Py b3 Dse + Doy b3y Py — b Dy Doy — by Dy Py — bow Dlin Py + b2e DYy Do
+ bsw D'y Doy — V3w Dy Pow — 2w Doy Py — bay Doy D3y + biw Dy Py + by Dy D,

Ny = Py bse Doy + Doy Doy D5, + Py bsw D3y — Dy D3e Doy + Dy by Doy — Pl bay Do,
+ Pl b3y Psy — Pl baw Doy + biw iy Py + iy Py Doy — Py b3y Ps, + Py baw Do,
— Py bay Doy — Py bw Py — Dy bay Dy — bz Py Doy + biy Dy Py + baw Db, P,
+ by Doy Doy — b1 Py Doe + bia Dy Py — by Pla D5y — D1y Dy Pw — bz Doy, D,

Nis = big bay oy — b1z Doy bay + boy Dy b3y + 3w b1y Doy — bsw Dy oy — baw bry P,
— byz bgw Py, + b1z Do Doy — b1z bay Py + bax bse P, + iz by Py + baw biy P,
— boy sy Py — by big ng — by b1y Py — bay Doy p,/Qy + gy boy oy + by b1y ng

Nig = by p’gy bsy — bay p;y bsy + bay byy Péy — bgy byy p/Qy + sy plly boy — biz bay Péy
+ bag bs Doy — bia bsy Py — 1o b3 Do + D1z Dog Dy + Dig Doy p,/gy — by by plzy
+ baow by Py, — bow b1z Py + baw biy Phy — b3s bow Py — baw bay Pl + bss bis DY,

Ni7 = P, Py bse D3y — Dy Py b3y Doy — D1y bow Doy D3y + D'y bay Py D5, — Dy Py bsw D,
+ Py Py bsy Pow + Py 1o Dy Py — Py D1y Py Doy + Py Dy b2z Doy — Py Py b2y Doy
— P b1z Dy Doy + Py D1y D'y DY,

Nig = =D’y Doy bsw D5 — D'ty Doy b3y Dy + D'y bz Py Phe + DYy bay Doy Py + Py Pl Dse D,
+ Ploy Py bay Py — Py b1z Pl Py — Doy b1y Py Psy — Py Pl b2w Doy — Py Py b2y Doy
+ Py b1a Py Py + Py b1y Py Py

Nig = =Py Py bsw Pz = Py P bay Py + Py bow Doy Py + Py bay Doy Pae + Py P b3 P
+ Py Py bay Dy — Py b1z Py Py — Doy biy Py Psy — D3y Pl bow Doy — Plgy Py b2y Doy
+ Py b1 Py Doy + Doy biy Py Do

Noo = Ply Doy bse D3y — Piw Doy b3y Do — P D2 Doy Dy + D D2y Doy Doy — Doy Py D3e D',
+ Py Py 03y Doy + Pl V1w Dy Doy — Py b1y Dy Py + Py Py b2w Doy — Py Py b2y Doy
— Pl V1w Py Py T Py biy Dl Py

Nt = —bsy iy bay Dy, + Pl bay bay Py + Dy b2 Py by — P bay Py b3y — bia Dy, bsa 95,
+ by p,/gy bsy Dy + b1z Doy plgy pfs)y — b1y boy DYy péy + by b1y Doy péy — by D, bsy Doy
— bia Dy Py bay + D1y Dy Doy bsy + 2w DYy bsw D5y — baw Py bsy Dy — bow biw Dy D,
+ bay biy Py Py — ow biy sy Py + by Py bay Poy + biw Py Py bay — biy Pl Py, bay
— bay Py bsw Doy + bax Py bay Doy + Daw b1z Py Py — bsw b1y DYy, Do,
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Nay = gy Py bay Doy + D'y b2y bay Dy — Dy D2w Doy bsy — DYy bay Py bsy — bia Doy bse D,
— bia Doy D3y Doy + 1o bow Doy Py + D1w Doy Doy Por — bsw b1y Doy Doy — b1y Doy b3y D,
+ b1z Pl Py bsy + b1y Dy Doy bsy + bow Dy bsw Doy + bz DYy bsy Dy — 2o b1z Dy D,
— bag by Py Pow + bow biy Do, Doy + biy D3y Doy Doy — biw Pl Py, bay — b1y Dy D3, ay
— bow Dy D3 Doy — D3 Dy oy Doy + bsw b1 Py Doy + bsw bry Py Doy

Nag = pl, bay Doy bsy + Doy biy bsy Doy + Doy D1y bsy D5y — biw Dy bss Dy + bsx b1y Py, P,
+ Do Dow Doy P — Pia D2y bsw D3, — D'y D2y D3y Dy, + D'y Do Py bsy — Py bz D, b3y
+ Pl bay Doy bay — Py bay bay Py + Py Doy baw Py — biw Py bax Py + biw Py gy Y,
— by Py bsy Py, + b1z box Doy DGy — Py b1y Py bsy — bz bay Py D5y + iz bay Dy, 1,
+ Doy D1y bsw Doy — Pag V1o Pn Dsy — Doy b1y Dy bsy + Dow Dy Dsw D3y + Py b1y b2w Py
— bag by DYy Poe — 2w D1y D3y Dy + Do Py bsw Doy 4 2w Dy bay D3y — b2w bia P, Dy
— Py b1y bsw Doy, + Doy bia Dy bsy + sy D1y Dy Doy — bsw Dy Do Doy + b3z Dl Doy Doy
4 b2y b1y Py Pow — b2 b1y Py D3y — Ds D1y bow Doy — Doy b1y bay Py + Doy b1z Py b2y
+ Do b1y Py bay — Py b1y bay Doy — Dy bia Py Doy — bsw Dy Do Doy — b3e DYy bay Do,
+ D30 b1a P Py + D3 D1o DYy Doy — bsw b1y Py Doy

Ny = byg boy Py, bay + oy big p;y bsy + bag b1y bsy Doy + b3w biy Dy boy — bow biy Dy bay
— by b?y bS’y Pf% — by boy plgy b3y + b1s b?y bss pfgy — by bly b3 pfey + b3, be boy p,/Qy
— bsy b]y b2y plgz — b3z b1z p’zy be

Nos = by, be b3y P’gy + by b,?y b3z pf% — big bay Plgx b3y — by b,Qy p,lgy bé’y — by bly b3s Pfgx
— by byy by péy + by b1y Dy bsy + bay b1y pﬁy bsy + b3y biy bay Doy + by b1y by p,IQy

- bé’m blx p;z b?y - bf)’x bly p;y be



B.2 Les coefficients £;, 1 =1...6

E, =

Ey, =

E3:

E, =

—N; + N, T,,2 sin?y +2 Ny Ty, siny Ty + Ny Taf> — 2 Ny T, siny —2 Ny Ty
_ gl

1+T,%sin®y + 2 T, siny Tas + Tas?

—N3 + N3 T),,2 sin®?y 42 N3 T, siny Tay + N3 T2 —2 Ny T, siny —2 Ny Ty
g gl

14+ T,> sin?y+2 T, siny Ty + T2

—Ns+ N5 T,,,2 sin?y +2 N5 T, siny Tar + Ns T —2 Ng Th, siny — 2 Ng Ts

14+ 7,2 sin27+ 2Ty, siny Ty + Th?

N7+ Nig +4 N; T,,% sin®y Ty + 6 Ny T, % sin®y Ty® +4 N; T, siny Th°+
(14 T,,%sin®y +2 Ty, siny Tyy + Thr?)?

8 Ng T, siny Thy — 6 Ny T2 sin2fy Ty —6 Ny T, sinvy To—
(14 T,,%sin®y +2 Ty, siny Tay + Thr?)?

4 Nyg T,,% sin®~ T — 6 Nig T, sin®y T — 4 Nig Ty siny Thi® — 2 N7 Th’+
(14 T,,%sin? v + 2 T, siny Tyy + Ths?)?

N7 Tt + Ny Tos2 + No Tog — 2 Ny Tog® — Nuo Tog* +2 Nyy Tog + 2 Nog T+
(14 T, %sin*y + 2 Ty, siny Ty + Ths?)?

6 N1y T2 sin®vy Thr +2 Nig Tp,% sin®~ — 2 N; Tp,,% sin?y + N; Tp,* sin® 4+
(1+ Ty 2sin?y + 2 T, siny Tay + Tas?)?

4 Ng T,,% sin®y +2 Ny T,, siny — 2 Ny Tp,,% sin*y — Ny T,,* sin* v+
(1 + Ty %sin’y + 2 T, siny Tas + Tas?)?

2 Ny T, siny —4 N; Tp, siny Ty +6 Nyy Ty, siny Thf”

14 T0,2%siny + 2 T, siney Tog + Tas?)?
Y Y
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. N12 + N15 -+ N12 Tm4 SiIl4”)/ -2 N12 Tm2 Sin2’7 + 2 N16 Tm SiIl’Y + 2 N16 ng sin?’v—
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(14T, 2 sin®y + 2 Ty, siny Tay + Tas?)?

8 Nis Tp* sin*y 4+ 2 Nyy T, siny +4 Nyg T,,2 sin’y + 4 Nyp T,,° sin®y T+
(1+ T 2sin®y +2 T, siny Tay + Tas?)?

6 Nio 1,2 sin®~y Th> +4 Nig Ty, siny Th® + 8 Nig T, siny Thy—
(14T, sin®y + 2 Ty, siny Tay + Tas?)?

6 N1y T,n? sin®~y Thy — 6 Niy T)p, siny Tag® — 4 Nis T,,° sindy Thy—
(14 Ty 2siny +2 T, siny Tas + Tas?)?

6 Nis Tp? sin®~y Th® — 4 Nis Ty, siny Tas® +6 Nig 10,2 sin?y T+
(14 T, 2siny + 2 T, siny Tas + Tas?)?

6 Nig To, siny Tos® — 4 Nis T,y siny Tos® +6 Nig 10,2 sin®y T+
(1 + T 2sin®y + 2 T, siny Tay + Tas?)?

6 N16 Tm sin’y T']\/[2 -2 N12 Tm2 + ng TM4 + N13 TM2 + 2 N14 TM4 -2 N14 TM3—
(1+ Ty 2siny + 2 T, siny Ty + Tas?)?

Nis T +2 Nig Tag +2 Nog Thar® — 4 Nig T, siny Ty — 2 Niy Tp,® sindy
(14 T,,,%sin’y + 2 Ty, siny Ty + Ths?)?

_ 4Ny Ty, sin’yTM3 + 6 Ny Tm5sin5’y Ty + 15 Ny, Tm48in4’yT]\42
(1 + Tm2sin2’y + 2T, sinyTy + TM2)3

20 Ny Tp*siny Tos® + 15 Ny T, 2sin®y Ta* + 6 Noy T, simTM5+
(1+ Tp2sin®y 42 Ty, siny Tos + Ta?)”

—12 Nys TmQSinzfyTM — 12 Nys T, sin'yTM2 — 10 Ny; Tm4sin4fy Ty
(1 + Tmzsin2’y + 2T, sinyTy + TM2)3




(-4 Ngg TmQSinz’}/ + 4N20 Tm4sin4’y - N17 - N21 - N24 + N17 TmGSiH6’}/+
(1 + Tm2sin2fy + 2T, sinyTy + TM2)3

4 Nig Tm?’sing’y — Ny, Tmﬁsin67 — 2 Ny5 T}, siny + Ny, Tm4sin47 + Ny, TM2+
(1+ T,2%sin®y 42 T, siny Ty + Ta?)”

Ny Tm6sin67 4+ 2 Npg Tmssin5fy —2Nyg T, siny — 2 Ny; Tm5sin5”yN24 TM4+
(1 + Tm281n27 + 2T, sinyTy + TM2)3

—3 Nyy Tp*sin*y — 4 Nos T, sin®y + 3 Ny T ®siny + Nyy Tpn*siny Ny Tir® N
(14 T2sin®y + 2 T, siny Ty + Tie?)’

—8 Nig Tmssin3’y — 4 Ny Tm2sin2'y — Ny Tm281n27 — 2Ny Tm5sin57 — 2Ny Ty n
(1 + T, %sin?y +2 T, siny Ty + TM2)3

—4 Ngy T *sin®y — 2 Npg T siny (0) +3 Nyy Tar®> — 3 Nyy Tog* + Ny Tof®
(1 + TmQSin2fy + 2T, sinyTy + TMQ)3

~8Nyg Trne®> —2Nyg Trr +4 Nyg Tog® — 2 Nyg Tor® — 4 Nog To® + 4 Nop T N
(1+ T,2%sin®y 42 T, siny Ty + To?)”

Noy Ty* — Noy T® — 4 Nog Ta® — 4 Nog Tiy* — 2 Nog Tap + 2 Nog Toy® — Noy Tis®
(1 + Tm2sin2'y + 2T, sinyTy + TMQ)3

+

—4 Nys Tar® — 2 Nos Tat® — 12 Nyy Ty sindy Toy Noy Trn2siny) — 20 Nos T, 2sin’y TM3+

(14 T 2sin>y +2 T, siny Ty + Ty?)’

—18 Nyy T,,fsinszM2 — 12N,y T, sin'yTM?’ + 6 Ny Tm5sin5'yTM+
(1 + T, %sin?y +2 T, siny Ty + TM2)3

15 Nyy Tm4sin4'y Tu?+ 20 N,y Tm?’singfy Tw®+ 15N,y TmzsiHQ’y T
(1 + TmQSin2fy + 2T, sinyTy + TMQ)3
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6 Nyy Ty siny Th® — 24 Nyg T sin?y Ty — 24 Nyg T sinfyTM2+
(1 + TmQSiDQ’y + 2T, sinyTy + TMQ)3

12 N]g TmQSiH2’y TM + 12 N]g Tm Sil’l’}/ TM2 — 10 N19 Tm4SiIl4’7 TM i
(1+ T2sin®y 42 T, siny Ty + Ta?)”

—20 N9 T7,L3$.in?”yT]\/12 — 20 Nyg TmQSmQ’y Tu® — 10Ny T sin’yTM4
(1 + Tm281n27 + 2T, sinyTy + TM2)3

—8 Ny Ty, sinyTay + 16 Naog T, >siny Thy + 24 Ny Ty, *sin’y Th,?
(14 To2sin>y + 2 T, siny Tiy + Ty %)’

16 Ny T, siny Tos® + 2 Noy Ty siny Ty + 4 N21 T2 (sinvy)® Tyy + 4 N21 T, sinq/TM3+
(1 + TmQSiHQ'y + 2T, sinyTy + TMQ)3

6 Nyy T sinyTay + 6 Noy T ®siny Thy® — 6 Noy Ty ’sin®y Ty — 20 Nos T *sindy Ty
(1 + Tm2sin27 + 27T, sinyTy + TMQ)3

_|_

—15 Ny; Tm4sin4’y Tw? — 20 Ny Tm3sin3’y T — 15 Ny TmQSin2’)/ Tt
(1 + T, %sin?y +2 T,, siny Ty + TMQ)3

_|_

—6 Ny; Ty, sinyTas® — 16 Nyg T, 3sin®y Tay — 24 Nyg T, 2siny Ty
(1 + TmQSmey + 2T, sinyTy + TMQ)3

+

-8 Ngg Tm sianM — 16 NQQ Tm SiIl’)/T’]M3 + 10 Ngg Tm4SiIl4’7 TM+
(1 + T, %sin?y +2 T, siny Ty + TMz)3

20 Ngs Tm3sin3’y Tw? + 20 Nog TmQSiHQ’y T + 10 Nog T, sinfyTM4+
(1 + TmQSiHQ"y + 2T, sinyTy + TM2)3

—2 Ng; Tpy siny Tas + 4 Noy Ty %siny Ty + 6 Nyy T ?siny Ty — 10 Nos Ty siny Ty
(1 + TmQSiHQ’}/ + 2T, sinyTy + TM2)3 .




Annexe C

Programmes pour la détection de
singularités dans une hyper-boite,
'H, et dans une section, D, de

I’espace de travail

Les programmes finaux pour la détection des singularités dans une hyper-boite, H ou dans
un rectangle, D, ont été faits dans le logiciel Maple. On a développé des procédures propres
ayant comme but la facon la plus rapide de détecter des singularités dans un espace de travail
3D ou dans une section 2D, pour n’importe quelle géométrie donnée du manipulateur parallele
a 3 ddl. Dans la premiere partie de cette annexe, le programme final pour la détection de
singularités dans H est donné, bien que dans la deuxiéme partie contient le méme programme
adapté pour un rectangle, D.
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C.1 Programme final pour la détection de

singularités dans une hyper-boite H

programme pour la détection de singularités dans un espace de travail

donné comme une hyper-boite (3D)

>

>

>

restart

read
read
read
read
read
read
read
read
read
read
read
read
read
read
read
read
read
read
read
read
read
read
read
read

read

"C:

IIC

IIC

IIC

IIC

IIC
IIC

:with(plots) :with(plottools) :Digits:=30:with(linalg):

/projet_master/maple/merlet/MPP/intrare.m";

:/projet_master/maple/merlet/MPP/limits.m";
"C:
"C:
"e:
"C:

/projet_master/maple/merlet/MPP/coefN.m";
/projet_master/maple/merlet/MPP/equation_diff.m";
/projet_master/maple/merlet/MPP/eq_cazl.m";

/projet_master/maple/merlet/MPP/g_initial.m";

:/projet_master/maple/merlet/MPP/eq_x_ct.m";
"C:
"C:
"C:
"C:
"C:

/projet_master/maple/merlet/MPP/eq_caz2.m";
/projet_master/maple/merlet/MPP/g_initial_x_ct.m";
/projet_master/maple/merlet/MPP/eq_y_ct.m";
/projet_master/maple/merlet/MPP/eq_caz3.m";
/projet_master/maple/merlet/MPP/g_initial_y_ct.m";

:/projet_master/maple/merlet/MPP/eq_T_ct.m";
"C:
"C:
"e:
"C:

/projet_master/maple/merlet/MPP/eq_caz4.m";
/projet_master/maple/merlet/MPP/g_initial _T_ct.m";
/projet_master/maple/merlet/MPP/g_initial_caz5.m";

/projet_master/maple/merlet/MPP/eq_caz5.m";

:/projet_master/maple/merlet/MPP/g_initial_caz6.m";
"e:
"C:
"C:
"C:

/projet_master/maple/merlet/MPP/eq_caz6.m";
/projet_master/maple/merlet/MPP/g_initial_caz7.m";
/projet_master/maple/merlet/MPP/eq_caz7.m";
/projet_master/maple/merlet/MPP/proc_casl_MPP.m";

:/projet_master/maple/merlet/MPP/proc_cas2_MPP.m";
:/projet_master/maple/merlet/MPP/proc_cas3_MPP.m";
"C:

/projet_master/maple/merlet/MPP/proc_cas4_MPP.m";
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> read "C:/projet_master/maple/merlet/MPP/proc_cas5_MPP.m";
> read "C:/projet_master/maple/merlet/MPP/proc_cas6_MPP.m";
> read "C:/projet_master/maple/merlet/MPP/proc_cas7_MPP.m";
> read "C:/projet_master/maple/merlet/MPP/proc_cas8_MPP.m";

le premier sous-systeme S1
> lista_signes_cas8_sommets:=proc_cas8_MPP(xmin,xmax,ymin,ymax,Tmin,Tmax) ;

lista_signes_cas8 _sommets := [1, =1, —1, =1, 1, —1, 1, —1]

calculer le signe initial
> semn_init:=lista_signes_cas8_sommets[1];
semn_tmit ;=1

> cnt:=0:

vérifier la présence des singularités sur les sommets
> for k from 2 to nops(lista_signes_cas8_sommets) do
> if lista_signes_cas8_sommets[k]<>semn_init then
> mesaj:="DA";
> print("pour les valeurs extrémes des sommets,
> les signes de la fonction initiale sont différents, alors
> il y a au moins une singularité dans 1’espace de travail donné");
> Dbreak;
> else
> cnt:=cnt+1:
> if(cnt=nops(lista_signes_cas8_sommets))then
> mesaj:="NU";

> fi: fi: od:

passer aur autres sous-systémes (les arétes, les faces et l’intérieur de la
boite)
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if mesaj="NU" then

print("on vérifie les arétes suivantes, c’est-a-dire le cas 7");
lista_signes_cas7_yT:=proc_cas7_MPP(xmin,xmax,ymin,ymax,Tmin,Tmax) ;
if nops(lista_signes_cas7_yT[1])<>0 then

cntl:=0:

for j from 1 to nops(lista_signes_cas7_yT) do

if lista_signes_cas7_yT[jl<>semn_init then

mesaj:="DA";

print ("pour les valeurs extrémes pour les arétes-cas7,

les signes de la fonction initiale sont différents, alors

il y a au moins une singularité dans 1l’espace de travail donné");
break;

else

cntl:=cntl+l:

if cntl=nops(lista_signes_cas7_yT) then

mesaj:="NU";

print("on va vérifier d’autres arétes, donc on analyse le cas6_xT");
fi:fi: od: fi:

if mesaj="NU" or nops(lista_signes_cas7_yT[1])=0 then
lista_signes_cas6_xT:=proc_cas6_MPP(xmin,xmax,ymin,ymax,Tmin, Tmax) ;
if nops(lista_signes_cas6_xT[1])<>0 then

cnt2:=0:

for i from 1 to nops(lista_signes_cas6_xT) do

if lista_signes_cas6_xT[i]<>semn_init then

mesaj:="DA";

print ("pour les valeurs extrémes pour les arétes-casé6,

les signes de la fonction initiale sont différents, alors

il y a au moins une singularité dans 1’espace de travail donné");
break;

else

cnt2:=cnt2+1:

if cnt2=nops(lista_signes_cas6_xT) then



105

mesaj:="NU";
print("on va vérifier les valeurs extrémes
sur les derniéres arétes de la boite,
donc le casb");
fi:fi: od: fi:
if mesaj="NU" or nops(lista_signes_cas6_xT[1])=0 then
lista_signes_casb_xy:=proc_casb5_MPP(xmin,xmax,ymin,ymax,Tmin,Tmax) ;
if nops(lista_signes_casb_xy[1])<>0 then
cnt2:=0;:
for i from 1 to nops(lista_signes_casb5_xy) do
if lista_signes_casb_xy[i]l<>semn_init then
mesaj:="DA";
print ("pour les valeurs extrémes pour les arétes,
les signes de la fonction initiale sont différents, alors
il y a au moins une singularité dans 1l’espace de travail donné");
break;
else
cnt2:=cnt2+1:
if cnt2=nops(lista_signes_cas5_xy) then
mesaj:="NU";
print("on va vérifier les valeurs extrémes
sur les 6 faces de la boite; on commence avec le cas4");
fi:fi: od: fi:
if mesaj="NU" or nops(lista_signes_casb5_xy[1])=0 then
lista_signes_cas4_Tmin:=proc_cas4_MPP(xmin,xmax,ymin,ymax,Tmin) ;
if nops(lista_signes_cas4_Tmin[1])<>0 then
cnt2:=0;
for i from 1 to nops(lista_signes_cas4_Tmin) do
if lista_signes_cas4_Tmin[i]<>semn_init then
mesaj:="DA";
print ("pour les valeurs extrémes pour la face T=Tmin,

les signes de la fonction initiale sont différents, alors
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il y a au moins une singularité dans 1l’espace de travail donné");
break;
else
cnt2:=cnt2+1:
if cnt2=nops(lista_signes_cas4_Tmin) then
mesaj:="NU";
print("on va vérifier les valeurs extrémes sur
les derniéres 5 faces de la boite; on continue avec le cas4-Tmax");
fi:fi: od: fi:
if mesaj="NU" or nops(lista_signes_cas4_Tmin[1])=0 then
lista_signes_cas4_Tmax:=proc_cas4_MPP(xmin,xmax,ymin,ymax,Tmax) ;
if nops(lista_signes_cas4_Tmax[1])<>0 then
cnt2:=0;:
for i from 1 to nops(lista_signes_cas4_Tmax) do
if lista_signes_cas4_Tmax[i]<>semn_init then
mesaj:="DA";
print ("pour les valeurs extrémes pour la face T=Tmax,
les signes de la fonction initiale sont différents, alors
il y a au moins une singularité dans 1l’espace de travail donné");
break;
else
cnt2:=cnt2+1:
if cnt2=nops(lista_signes_cas4_Tmax) then
mesaj:="NU";
print("on va vérifier les valeurs extrémes sur
les derniéres 4 faces de la boite; on continue avec le cas3-ymin");
fi:fi: od: fi:
if mesaj="NU" or nops(lista_signes_cas4_Tmax[1])=0 then
lista_signes_cas3_ymin:=proc_cas3_MPP(xmin,xmax,Tmin, Tmax,ymin) ;
if nops(lista_signes_cas3_ymin[1])<>0 then
cnt2:=0;:

for i from 1 to nops(lista_signes_cas3_ymin) do
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if lista_signes_cas3_ymin[i]<>semn_init then
mesaj:="DA";
print ("pour les valeurs extrémes pour la face y=ymin,
les signes de la fonction initiale sont différents, alors
il y a au moins une singularité dans 1l’espace de travail donné");
break;
else
cnt2:=cnt2+1:
if cnt2=nops(lista_signes_cas3_ymin) then
mesaj:="NU";
print("on va vérifier les valeurs extrémes sur
les derniéres 3 faces de la boite; on continue avec le cas3-ymax");
fi:fi:od:fi:
if mesaj="NU" or nops(lista_signes_cas3_ymin[1])=0 then
lista_signes_cas3_ymax:=proc_cas3_MPP(xmin,xmax,Tmin, Tmax,ymax) ;
if nops(lista_signes_cas3_ymax[1])<>0 then
cnt2:=0;:
for i from 1 to nops(lista_signes_cas3_ymax) do
if lista_signes_cas3_ymax[i]<>semn_init then
mesaj:="DA";
print ("pour les valeurs extrémes pour la face y=ymax,
les signes de la fonction initiale sont différents, alors
il y a au moins une singularité dans 1l’espace de travail donné");
break;
else
cnt2:=cnt2+1:
if cnt2=nops(lista_signes_cas3_ymax) then
mesaj:="NU";
print("on va vérifier les valeurs extrémes
sur les derniéres 2 faces de la boite; on continue avec le cas2-xmin");
fi:fi: od: fi:

if mesaj="NU" or nops(lista_signes_cas3_ymax[1])=0 then
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lista_signes_cas2_xmin:=proc_cas2_MPP(ymin,ymax,Tmin, Tmax,xmin) ;
if nops(lista_signes_cas2_xmin[1])<>0 then
cnt2:=0;:
for i from 1 to nops(lista_signes_cas2_xmin) do
if lista_signes_cas2_xmin[i]<>semn_init then
mesaj:="DA";
print ("pour les valeurs extrémes pour la face x=xmin,
les signes de la fonction initiale sont différents,
alors il y a au moins une singularité dans 1’espace de travail donné");
break;
else
cnt2:=cnt2+1:
if cnt2=nops(lista_signes_cas2_xmin) then
mesaj:="NU";
print("on va vérifier les valeurs extrémes
sur la derniére faces de la boite: le cas2-xmin");
fi:fi: od: fi:
if mesaj="NU" or nops(lista_signes_cas2_xmin[1])=0 then
lista_signes_cas2_xmax:=proc_cas2_MPP(ymin,ymax,Tmin, Tmax,xmax) ;
if nops(lista_signes_cas2_xmax[1])<>0 then
cnt2:=0;:
for i from 1 to nops(lista_signes_cas2_xmax) do
if lista_signes_cas2_xmax[i]<>semn_init then
mesaj:="DA";
print ("pour les valeurs extrémes pour la face x=xmax,
les signes de la fonction initiale sont différents, alors
il y a au moins une singularité dans 1l’espace de travail donné");
break;
else
cnt2:=cnt2+1:
if cnt2=nops(lista_signes_cas2_xmax) then

mesaj:="NU";
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> print("on va vérifier les valeurs extrémes

> dans 1’intérieur de la boite: le casl");

> fi:fi: od: fi:

> if nops(lista_signes_cas2_xmax[1])=0 or mesaj="NU" then

> lista_signes_casl:=proc_casl_MPP(xmin,xmax,ymin,ymax,Tmin,Tmax) ;
> if nops(lista_signes_cas1[1])<>0 then

> c¢nt3:=0;:

> for 1 from 1 to nops(lista_signes_casl) do

> if lista_signes_casl[l]<>semn_init then

> mesaj:="DA";

> print("pour les valeurs extrémes pour 1l’intérieur de la boite,

> les signes de la fonction initiale sont différents, alors

> il y a au moins une singularité dans 1l’espace de travail donné");
> break;

> else

> cnt3:=cnt3+1:

> if cnt3=nops(lista_signes_casl) then

> mesaj:="NU";

> print("il n’y a pas des singularités dans 1l’espace de travail donné
> (les signes sont les mémes)");

> fi:fi: od:

> else

> print("il n’y a pas des singularités dans 1l’espace de travail donné
> (il n’y a pas des solutions du systéme pour le casl ");

> fi:fi:fi:fi:fi:fi:fi:fi:fi:fi:£fi:

le temps nécessaire obtenu pour vérifier la présence des singularités

dans un espace de travail borné 3D

> time()-st;
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C.2 Programme final pour la détection de

singularités dans un rectangle D

programme pour la détection de singularités dans un espace de travail

donné comme un rectangle (2D)
> restart:with(linalg) :Digits:=30:
> read "C:/projet_master/maple/merlet/MPP/intrare.m";
> read "C:/projet_master/maple/merlet/MPP/limits.m";
> read "C:/projet_master/maple/merlet/MPP/coefN.m";
> read "C:/projet_master/maple/merlet/MPP/equation_diff_ct.m";
> read "C:/projet_master/maple/merlet/MPP/g_initial_ct.m";
> read "C:/projet_master/maple/merlet/MPP/sol_sys_casl_ct.m";
> read "C:/projet_master/maple/merlet/MPP/sol_sys_cas2_ct.m";
> read "C:/projet_master/maple/merlet/MPP/sol_sys_cas3_ct.m";
> read "C:/projet_master/maple/merlet/MPP/proc_casl_MPP_ct.m";
> read "C:/projet_master/maple/merlet/MPP/proc_cas2_MPP_ct.m";
> read "C:/projet_master/maple/merlet/MPP/proc_cas3_MPP_ct.m";
> read "C:/projet_master/maple/merlet/MPP/proc_cas4_MPP_ct.m";
> phi_ct:=phimax:

> st := time():

le premier sous-systéme S1
> lista_signes_cas4_sommets:=proc_cas4_MPP_ct(xmin,xmax,ymin,ymax,phi_ct);

lista_signes_casj _sommets = [—1, —1, —1, —1]

calculer le signe initial
> semn_init:=lista_signes_cas4_sommets[1];
semn_init == —1

> cnt:=0:

vérifier la présence des singularités sur les sommets



> for k from 2 to nops(lista_signes_cas4_sommets) do

> if lista_signes_cas4_sommets[k]<>semn_init then

> mesaj:="DA";

> print("pour les valeurs extrémes des sommets,

> les signes de la fonction initiale sont différents, alors
> il y a au moins une singularité dans 1l’espace de travail donné");
> break;

> else

> cnt:=cnt+1:

> if(cnt=nops(lista_signes_cas4_sommets)) then

> mesaj:="NU";

> fi: fi:od:

passer aur autres sous-systémes (les arétes et l’intérieur du rectangle)
> 1if mesaj="NU" then
> print("on vérifie les arétes; on commence avec le cas 3");
> lista_signes_cas3:=proc_cas3_MPP_ct(xmin,xmax,ymin,ymax,phi_ct);
> if nops(lista_signes_cas3[1])<>0 then
> cntl:=0;
> for j from 1 to nops(lista_signes_cas3) do
> if lista_signes_cas3[jl<>semn_init then
> mesaj:="DA";
> print("pour les valeurs extrémes pour les arétes-cas3,
> les signes de la fonction initiale sont différents, alors
> il y a au moins une singularité dans 1l’espace de travail donné");
> break;
> else
> cntl:=cntl+1:
> 1if cntl=nops(lista_signes_cas3_yT) then
> mesaj:="NU";

> print("on va vérifier les autres 2 arétes, c’est-a-dire cas2");
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fi:fi: od: fi:

if mesaj="NU" or nops(lista_signes_cas3[1])=0 then
lista_signes_cas2:=proc_cas2_MPP_ct(xmin,xmax,ymin,ymax,phi_ct);
if nops(lista_signes_cas2[1])<>0 then

cnt2:=0:

for i from 1 to nops(lista_signes_cas2) do

if lista_signes_cas2[i]<>semn_init then

mesaj:="DA";

print("pour les valeurs extrémes pour ses arétes,

les signes de la fonction initiale sont différents, alors

il y a au moins une singularité dans 1l’espace de travail donné");
break;

else

cnt2:=cnt2+1:

if cnt2=nops(lista_signes_cas2) then

mesaj:="NU";

print("on va vérifier les valeursextr@mes & 1’intérieur du rectangle,
donc on analyse le dernier cas, le casl".)

fi:fi: od: fi:

if mesaj="NU" or nops(lista_signes_cas2[1])=0 then
lista_signes_casl:=proc_casl_MPP_ct(xmin,xmax,ymin,ymax,phi_ct);
if nops(lista_signes_cas1[1])<>0 then

cnt2:=0:

for i from 1 to nops(lista_signes_casl) do

if lista_signes_casl[i]l<>semn_init then

mesaj:="DA";

print ("pour les valeurs extrémes al’intérieur du rectangle,

les signes de la fonction initiale,alors sont différents,

il y a au moins une singularité dans 1l’espace de travail donné");
break;

else

cnt2:=cnt2+1:
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> if cnt2=nops(lista_signes_casl) then

> mesaj:="NU";

> print("il n’y a pas des singularités dans 1’espace de travail donné
> (les signes sont les mémes)");

> fi:fi:od:fi:fi:fi:fi:

le temps nécessaire obtenu pour vérifier la présence des singularités

dans un espace de travail borné 2D

> time()-st;



Annexe D

Les termes de la matrice jacobienne
J obtenus avec les angles d’Euler et

les angles Tilt&T orsion

Dans cette annexe on présente les éléments de la matrice jacobienne, J, obtenus par deux
paramétrisations de 'orientation différentes. L’annexe est divisée dans deux parties. Dans la
premiere partie, on présente les expressions des termes de la matrice, en utilisant les angles
d’Euler, bien que dans la deuxieéme partie les expressions sont obtenues en utilisant les angles
Tilt&Torsion.
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D.1 Les termes j;;, t,k = 1,2,3 de la jacobienne J,

en utilisant les angles d’Fuler

J11 = hx; (sin ¢ cos ¢y cos ¢z + cos ¢y sin ¢3)
J12 = —hx; (cos @1 cos Py cOs P3 — sin ¢y sin p3) + w; x; Sin ¢g cos P3
J13 = wy 71 (Sin @y cos Py cOS 3 + cos ¢y sin Ps3)

Jo1 = ug (—Tp Sin @9 COS P3 + Yz Sin Pg Sin ¢3) + hap (Sin ¢y coS Py cOS P53 + €os ¢y sin P3) +
hys (— sin ¢y cos ¢y sin ¢3 + cos @1 cos @3)

Joa = —h (22 (cos ¢y coS (g COS (3 — sin ¢y Sin ¢3) + Yz (— €OS Py €OS Py Sin P — sin Py cos p3)) —

wy (—22 sin g coS P3 + Y2 Sin Py sin P3)

Joz = wa (T2 (SIn @7 cOS Pg COS Pg + €OS Py Sin Pg) + Yo (— sin Py cos Py sin Pz + cos ¢y cos ¢3)) —

Uy (Z2 (COS (1 COS (g COS 3 — SN P Sin P3) + Yo (— COS P1 €OS Py SN 3 — sin Py cos ¢3))

Js1 = ug (—x3sin ¢y cos P3 + Y3 sin ¢o Sin ¢3) + hxs (Sin P1 cos Py oS P3 + oS ¢y sin ¢3) +
hys (— sin ¢y cos ¢ sin ¢z + cos @1 cos ¢3)

Ja2 = —h (x5 (cos @1 cos Pz cos P3 — sin ¢y sin P3) + Y3 (— cos ¢y cos P sin p3 — sin ¢; cos P3)) —

wy (— Sin ¢o cos 3 + Y3 sin ¢ sin ¢z )

Ja3 = wg (x5 (Sin ¢y €OS Pg COS P53 + €OS P sin P3) + Y3 (— sin P cos P sin 3 + cos ¢ cos ¢3)) —

ug (x5 (COS (1 COS (g COS (o3 — Sin ¢ Sin P3) + Y3 (— COS P1 €OS Py Sin P3 — sin ¢y cos ¢3))
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D.2 Les termes j;;, t,k =1,2,3 de la jacobienne J,

en utilisant les angles Tilt&T orsion

J11 = ha; (sin ¢y cos g cos (—o + ¢1) — cos ¢y sin (—o + ¢1))
J12 = —hx; (cos @1 cos ¢y cos (—a + ¢1) + sin ¢y sin (—o + ¢1)) + 7 wy sin ¢ cos (—o + ¢1)
J13 = wy T (sin ¢y cos ¢y cos (—a + @) — cos ¢y sin (—o + ¢1))

Jo1 = g (—xz sin ¢g cos (—0 + ¢1) — Yo sin go sin (—o + ¢1)) + hag sin ¢y cos ¢y cos (—o + ¢1) —
hzg cos ¢ sin (—o + ¢1) + hys (sin ¢y cos ¢ sin (—o + ¢1) + cos ¢y cos (—o + ¢1))

Joa = —his (cOS Py €OS Py cos (—a + @) + sin ¢y sin (—o + @)) + hys cos ¢ cos o sin (—o + ¢1) —
hys sin ¢y cos (—o + ¢1) — wy (—xg Sin Py cos (—o + @) — Yo sin gasin (—o + ¢1))

Joz = Wg Tz (sin ¢y cos ¢ cos (—o + ¢1) — cos ¢y sin (—o + ¢
WYz (COS Py cos (—0 + ¢1) — sin ¢y cos gy sin (—o + 1)
Ug Ty (COS 1 COS Py COS (—0 + ¢1) — sin ¢y sin (—o + ¢1)
Up Yz (COS @1 cOS Py sin (—o + ¢1) — sin ¢y cos (—o + ¢1)

J31 = ug (—x38in ¢g cos (—o + ¢1) — yg sin g sin (—o + ¢1)) + has sin ¢y cos ¢g cos (—o + ¢1) —
hzg cos ¢y sin (—o + ¢1) + hys (sin ¢y cos ¢ sin (—o + ¢1) + cos ¢y cos (—o + ¢1))

Ja2 = —hs (cos ¢y cos Py cos (—a + @) + sin ¢y sin (—o + @)) + hyz cos ¢ cos o sin (—o + ¢1) —
hys sin ¢y cos (—o + ¢1) — ws (—x3 sin gy cos (—o + ¢1) — Yo sin gasin (—o + ¢1))

Ja3 = ws T3 (sin ¢y cos ¢ cos (—o + ¢1) — cos ¢y sin (—o + ¢
ws3Ys3 (cos @1 cos (—o + ¢1) — sin g1 cos gy sin (—o + ¢y

U3 T3 (COS P1 €OS Py cos (—a + ¢1) — sin ¢y sin (—o + ¢

~— ~—~

usYs (cos ¢y cos g sin (—o + ¢1) — sin ¢y cos (—o + ¢



