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Résumé

Ce mémoire présente ’analyse dynamique de 3 nouveaux mécanismes : un mécanisme
parallele spatial a 3 degrés de liberté, un mécanisme parallele sphérique a 4 degrés de
liberté et un mécanisme hybride sphérique a 4 degrés de liberté. Pour chacun de ceux-
ci, dont D'architecture a été élaborée dans le but de concevoir un simulateur de vol
offrant de bonnes performances, nous avons établi le modele géométrique, les équations
de position, de vitesse et d’accélération, la modélisation des différents corps et le calcul
des efforts aux actionneurs avec 'utilisation du principe du travail virtuel. Une seconde
méthode pour le calcul des couples aux moteurs, soit ’approche classique de Newton-
Euler, est également utilisée pour le mécanisme parallele spatial a 3 degrés de liberté.
Afin de vérifier les résultats obtenus, un bilan d’énergie et le logiciel de simulation

dynamique ADAMS sont utilisés.

Jean-Frangois Allan Clément M. Gosselin
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Introduction

Depuis les années soixante, avec le développement de I'industrie aéronautique, 'uti-
lisation des mécanismes paralleles a commencé a se faire plus fréquente avec la venue du
mécanisme de Gough-Stewart a 6 degrés de liberté pour la création des premiers simu-
lateurs de vol. Toutefois, ce n’est que depuis les années quatre-vingt que les mécanismes
paralleles attirent fortement 'attention des chercheurs. Ceci a donc permis, dans les
dernieres années, la mise au point de nouveaux mécanismes dont les applications sont

tout a fait intéressantes [1].

Or, au Laboratoire de robotique de I'Université Laval, 'un des projets de recherche
consiste a concevoir un simulateur de vol offrant de bonnes performances et qui offre de
faibles cotits de fabrication et d’opération par rapport aux simulateurs de vol existants.
Puisque les simulateurs de vol commerciaux actuels les plus populaires demeurent ceux
qui ont une architecture basée sur le mécanisme de Gough-Stewart, il serait intéressant
d’observer d’autres architectures qui permettraient de conserver un bon niveau de per-

formance tout en réduisant les cotts.

Par ailleurs, les travaux réalisés par Pouliot, Gosselin et Nahon [2] ont permis de
révéler que, dans la majorité des cas, un mécanisme a 3 degrés de liberté est en mesure
de produire une simulation de mouvement qui est de qualité comparable a celle produite
par un mécanisme de Gough-Stewart a 6 degrés de liberté. Or, avec moins de degrés
de liberté, on requiert moins d’actionneurs et de chaines cinématiques entre la base et

la plate-forme mobile, ce qui contribue a réduire les cotits de fabrication et d’opération



avec un design approprié. De plus, comme les travaux de Zlatanov et Gosselin [3] le
soulignent, les simulateurs de vol actuels ne peuvent produire une bonne simulation
de mouvement en translation verticale, notamment appelée le heave. Ainsi, lors de la

conception d'un nouveau simulateur de vol, il serait intéressant de combler cette lacune.

En comparant plusieurs types d’architectures et en en remodelant de nouvelles afin
d’obtenir les degrés de liberté désirés pour la création d’un éventuel simulateur de
vol, 3 nouveaux mécanismes sont sélectionnés. Il est a noter que la mise au point de
I’architecture de ceux-ci est le résultat d’une collaboration avec plusieurs membres du
Laboratoire de robotique de 1’Université Laval, soit 'implication de Clément Gosse-
lin, Dimiter Zlatanov, Boris Mayer St-Onge, Ilian Bonev, Thierry Laliberté et Pascal
Dufour. Globalement, ces mécanismes offrent comme mouvement a la plate-forme une
translation verticale en plus de 2 ou 3 degrés de liberté en rotation. Avec un chapitre

de ce mémoire qui est dédié a chacun de ces mécanismes, ceux-ci sont

— un mécanisme parallele spatial a 3 degrés de liberté (chapitre 1);
— un mécanisme parallele sphérique a 4 degrés de liberté (chapitre 2);

— un mécanisme hybride sphérique a 4 degrés de liberté (chapitre 3).

Concernant le mécanisme parallele spatial a 3 degrés de liberté, il s’agit d’une toute
nouvelle architecture qui s’inspire, a son origine, des degrés de liberté donnés au Heave-
Pitch-Roll Platform présentée en [2]. Pour ce qui est du mécanisme parallele sphérique a
4 degrés de liberté, il est un dérivé de 1’oeil agile (un mécanisme sphérique a 3 degrés de
liberté bien étudié [4 a 11]) pouvant en plus effectuer une translation verticale. Notons
que la cinématique de ce nouveau mécanisme a été étudiée grace a une approche basée
sur les visseurs et les torseurs en [3]. Pour ce qui est du mécanisme hybride sphérique
a 4 degrés de liberté, il s’agit de la combinaison en série de 'oeil agile sur lequel on
retrouve un mécanisme de translation (similaire au mécanisme plan RRRP présenté

dans un exemple d’application en [12]), qui active une seconde plate-forme.

Une fois les 3 nouvelles architectures établies, dans une optique visant le controle
du simulateur [9, 11], il est nécessaire de connaitre les équations reliées au mouve-
ment, c’est-a-dire qu’il faut établir les équations de position (résolution du probleme
géométrique inverse [13]), de vitesse et d’accélération afin de connaitre les relations entre

le mouvement des actionneurs et les degrés de liberté de la plate-forme [14]. De plus,



pour contrdler le mouvement du simulateur avec un terme prédictif, il faut résoudre
le probleme dynamique inverse [15] qui consiste a prescrire 1'évolution des positions,
vitesses ou accélérations articulaires afin de déterminer I’évolution des couples ou forces

articulaires nécessaires pour produire ce mouvement.

Pour le premier mécanisme étudié au chapitre 1, deux méthodes sont employées
pour le calcul des couples: 'approche classique de Newton-Euler [6, 7] et I'utilisation de
principe du travail virtuel [16 & 18]. En analysant la procédure de ces deux approches qui
menent aux meémes résultats, on se rend compte que 1'utilisation du principe du travail
virtuel est une méthode plus rapide, moins couteuse au niveau des calculs (pour un
mécanisme composé de nombreux corps, Newton-Euler requiert I'inversion d’un systeme
d’équations de tres grande taille [5]) et qui permet d’avoir une meilleure compréhension
des interrelations entre les différents parametres qui influencent les résultats. Pour ces
raisons, les mécanismes des chapitres 2 et 3 sont uniquement traités avec le principe du

travail virtuel.

D’autre part, au niveau des 3 chapitres, une méthode tres efficace pour vérifier
I'exactitude des couples ou forces obtenus aux actionneurs est d’effectuer un bilan
d’énergie [6]. De plus, une seconde vérification est effectuée avec le logiciel de simula-
tion dynamique ADAMS. Ainsi, en vérifiant de différentes fagons les résultats découlant
des équations de la cinématique et de la dynamique, on s’assure qu’aucune erreur ne
s’est glissée a 'intérieur des équations développées. Donc, a toute fin pratique, les cha-
pitres 1, 2 et 3 présentent une analyse dynamique complete pour chacun des nouveaux
mécanismes qui représentent de bons candidats pour la réalisation d’'un simulateur de

vol ayant une toute nouvelle architecture.



Chapitre 1

Mécanisme parallele spatial a 3

degrés de liberté

1.1 Modele géométrique

Le mécanisme parallele spatial a 3 degrés de liberté (noté MPS3DDL) se compose
d’un mécanisme a 6 barres Ay B,C1CyBy Ay (dont le mouvement est limité au plan zz)
couplé par I'intermédiaire d’une articulation sphérique en C's a un mécanisme a 5 barres

A3B3CyB4A, (mouvement seulement possible dans le plan yz).

La figure 1.1 montre ’architecture du MPS3DDL avec ses principaux parametres.
La plate-forme du MPS3DDL, dont le centre est O’ est controlée avec les 3 moteurs
situés sur la base en A;, Ay et Az. En Ay, on retrouve une articulation passive qui
sert principalement a assurer la stabilité du mouvement des membrures A3z B3, B3 D et

DC'; dans le plan yz. Un repere fixe Ry, d’origine O est fixé sur la base formée par



l‘ axe ||
l =
Bliik

F1G. 1.1 — Mécanisme parallele spatial a 3 degrés de liberté.

I’emplacement dans le plan zy des points A; a A4. Avec la distance h; séparant chaque

articulation A; du point O, on établit les vecteurs suivants

a, = [h1,0,0) (1.1)
ar = [—h,0,0]" (1.2)
a; = [0,— hs,07 (1.3)
a = [0,hs,0]" (1.4)

Un repere mobile R’/ est attaché au centre de la plate-forme O’. Les axes 2’ et 2/
suivent respectivement la direction de O’'Cy et C30’. Pour représenter 'orientation de

la plate-forme, une matrice de rotation Q = Q,Q,Q. est utilisée ol les angles d’Euler



autour de x, y et z sont respectivement ¢, # et 0. Donc, la matrice Q est

cos # cos Y —cosfsiny sin
Q= sin¢gsinfcosy+cosgsiny —sin@sinfsinP+cos@cosy) — sin ¢ cos

— cos ¢ sinf cos+sin ¢siny  cos¢sinfsiny+sinpcosy  cos ¢ cos
(1.5)

Pour indiquer la position de la plate-forme, on utilise le vecteur OO’, noté p, suivant

p=l[ryz]" (1.6)

1.1.1 Contraintes du MPS3DDL

En établissant le point O’, on peut localiser les points C, Cy et C3 avec I'expression

suivante
¢, =p+Qci]r =123 (1.7)
ou
el = [15,0,0]" (1.8)
[ealr = [~14,0,0] (1.9)
[cslrr = [0,0,— lis]” (1.10)

Or, puisque le mécanisme a 5 barres ne peut sortir du plan yz, la coordonnée en = de

(3 est nulle. Donc, a partir de I’équation (1.7) ou ¢ = 3, on tire que
x = ly3sind (1.11)

De maniere similaire, étant donné que le mécanisme a 6 barres ne peut sortir du plan
xz, la coordonnée en y de Cp, Cy et O est nulle. Ainsi, en partant de I’équation (1.7)

avec i = 1 ou ¢ = 2, on trouve la relation suivante
tany = —tan ¢sind (1.12)

De cette facon, la position et l'orientation de la plate-forme, définie par le vecteur n,

est obtenue en indiquant la valeur de z, ¢ et 6 puisque

n= [:L',y,z,gb,@,w]T = [l138in 6,0,2,0,0,atan(— tan ¢ sin 0)]T (1.13)



1.2 Probleme géométrique inverse

La résolution du probleme géométrique inverse (PGI) va permettre de trouver les
angles #; a 6, au niveau de la base qui correspondent a une certaine position et orien-
tation de la plate-forme. Avec 'aide des figures 1.2 et 1.3 qui indiquent la géométrie
des mécanismes a 6 barres et a 5 barres, on se rend compte qu’il s’agit de résoudre le

PGI de 4 mécanismes plans a 2 degrés de liberté chacun ou A; et C; sont connus.

Ay @) x Ay

F1a. 1.2 — Mécanisme a 6 barres (dans le plan zz).

Toutefois, pour localiser Cy (voir la figure 1.3), il faut calculer I’angle [ puisque le
positionnement de la partie passive dépend seulement de ’emplacement des points As,
Bs et C3. En associant un repere R 4., dont 'origine O; coincide avec le point Cj,
I'axe z; suit la direction de DCj3 et 'axe y; suit la direction de B3Cy (I'axe y; est donc

orienté selon un angle [ avec I'axe y), on établit que le vecteur OC} est

¢y = c3 + Qulcyr, (1.14)
avec
[c4]R1 = [071107 - ZQ]T (115)
1 0 0
Q = | 0 cosfp —sinfd (1.16)
0 sinf8 cosf

B = atan(ly/lg) (1.17)



As o)

F1G. 1.3 — Mécanisme a 5 barres (dans le plan yz).

a3 = atan2(03z - bgz,ng - bgy) (118)
ﬁ = Q3 — 51 (119)

Pour solutionner le PGI associé a chacune des articulations en A;, étant donné que
la méthode de résolution est identique pour ¢ = 1,...,4, utilisons les vecteurs L et Ly
ou les éléments ¢ de ces vecteurs représentent respectivement la norme des vecteurs u;

et v;. Ainsi, on tire que

Ll - [llal67l77l12]T (120)
L2 == [ZQ,Z5, lg + lg,lll]T (121)
Or, on a que
vV, =¢C; —a; —u,, 1= 1,...,4 (122)
avec
w, = Lyfcosh;,0,sin6;]", 1=1,2 (1.23)
w, = Ly[0,cosb;,sinb;]", i =34 (1.24)

En prenant le carré de la norme de v;, on obtient

vivi=L; = (ci—a—w) (c;—a;—w), i=1..4



L3 = (ci—a) (ci—a) —2(c;—a) w+ L2, i=1,.4 (1.25)

De plus, en considérant les vecteurs unitaires suivants

e = [17070]T
€ = [07170]T
es = [00,1]"

I'équation (1.25) devient sous la forme
KliCOSQi—I—KQiSiHQi—FKgZ’:O, 1= 1,...,4
avec

Kli = 2(CZ — ai)TLuel, 1= 1,2

=
I
[\

(ci — ai)Tle'e2, i =34
K2z' = 2(C2 — ai)TLlieg, 1= 1,
Kgi = L% — Li — (CZ' — ai)T(ci — al-), 1= 1,...,4

7

En utilisant les identités

1t
COS 92 = Tt%, s ,4
2t;
sin@,- = ]_—|—t2’ Z:l, ,4

avec

on trouve la relation

ce qui implique que

| 2Kk V@K)? — A=Ky + Ky) (K + Ka;)
t 2(—=Ky; + K3) 7

i=1,...4
Ainsi, I’angle recherché 0; est

0; = 2atan(t;), 1=1,..,4

(1.26)
(1.27)
(1.28)

(1.29)

(1.35)

(1.36)

(1.37)

(1.38)

(1.39)



Etant donné quil y a deux solutions possibles a I’équation (1.38), le MPS3DDL
peut ainsi adopter 16 configurations différentes pour atteindre une certaine position et
orientation au niveau de la plate-forme (8 configurations si on ne considere pas la partie
passive avec ¢ = 4). Toutefois, afin d’avoir les coudes des mécanismes vers 'extérieur
pour éviter les interférences mécaniques, on choisit le signe devant le radical comme

étant +, —, —, + respectivement pour ¢ = 1,...,4.

Une fois le PGI résolu, on peut déterminer la position de tous les points du MPS3DDL
présentés sur la figure 1.1. Or, les vecteurs a; et c;, ¢ = 1,...,4, ont déja été calculés
(voir les équations (1.1) a (1.4) ainsi que (1.7) et (1.14)). Pour localiser les points B;,
1=1,...4, et D, on a que

b, = a; +l[cosfy,0,sin6;]" (1.40)
by = ay + ls[cos .0, sin O] " (1.41)
bs = as+ 1;]0, cosfs,sin O] (1.42)
b4 = a4+ 112[0, COS 94, sin 94]T (143)
d = c3+Qi[0,0, — )" (1.44)

Pour les angles a1, ag et ay (g est calculé a I'équation (1.18)), on trouve que
ap = atan2(cy, — byy,c1p — b1g) (1.45)
ag = atan2(co, — bo,,Cop — boy) (1.46)
oy = atan2(04z - b4Z,C4y - b4y) (147)

1.3 Equations de vitesse
En dérivant ’équation (1.25) par rapport au temps, on obtient

2(c; —a;) e, —2ule; — 2(c; —a) 'y, =0, =123 (1.48)

Il est a noter qu’on ne tient pas compte du cas ou ¢ = 4 puisque 'articulation n’est pas

motorisée. En remaniant ’équation (1.48), on tire que
(ci—a—w)'¢; = (¢;—a)w, =123 (1.49)

vie, = (c;—a)’w, =123 (1.50)

10



Or, en dérivant les équations (1.23) et (1.24), on obtient que

W =0Euw, i=1,..4 (1.51)
avec
[0 0 —1]
E;=E;=|00 0 (1.52)
10 0
[0 0 0 ]
Es=E;,=|0 0 —1 (1.53)
01 0 |
(1.54)

et, en dérivant I’équation (1.7), on trouve que
& =p+Qcilr, =123 (1.55)

ou, en dérivant 1’équation (1.5), on a que

0 —w, wy
Q=0Q=| w. 0 -w |Q (1.56)
—Wy Wy 0

en considérant que le vecteur des vitesses angulaires de la plate-forme est w = [w,,wyw.]"

Ainsi, I"équation (1.50) s’écrit sous la forme

v/ (p+ Qleilr) = 0i(c; — a)EBw;, =123 (1.57)
et puisque
viQQlelr = vilwx(Qlelr)], =123 (1.58)
= [(Qledr) x vil'w, =123 (1.59)
on a que
vip+[(Qledr) x vil"w = 0;(c; — a;) By, i=123 (1.60)
Donc, sous une forme matricielle ot t = [p7 w77 et @ = [01,04,05]7, on obtient la

relation suivante

At = B6 (1.61)

11



avec

B = diag[(c; —a,)'Euy), i=123

(1.62)

(1.63)

La matrice A est de dimension 3 x 6. Puisque les trois moteurs en Ay, A, et

As servent a controler z, ¢ et € au niveau de la plate-forme, on doit reformuler les

expressions en ajoutant les contraintes de mouvement du MPS3DDL. En établissant la

relation entre les vitesses angulaires w et les vitesses des angles d’Euler, on trouve une

relation du type

1 0 sin 0 b
w=|0 cos¢ —singcosd 0 | =S
0 sing cos¢cosf w

Ainsi, on a que

Y Y
t = z _ 13x3) O@x3) z
Wz O@3x3) Si3x3) ¢
., g
| @ | K
De plus, en dérivant les équations (1.11) et (1.12), on obtient
= 0 l13 cos 6
b = kip+ ko
avec
— cos? ) sin 6
ky = ————
cos? ¢
ky = —cos?icosftane

. ©-

(1.64)

(1.65)

(1.68)
(1.69)

12



ce qui permet d’établir que

[0 0 l13 cos @ ]
0 O 0 )
Z
=00 b | =R (1.70)
'r, = = € .
0 1 0 )
0
0 O 1
0 Ky ko |
Ainsi, I’équation (1.61) reformulée devient
ASRé = BO (1.71)
et les vitesses articulaires des moteurs sont
6 = B 'ASRé (1.72)

La solution tirée de I’équation (1.72) permet ensuite de trouver la vitesse des points By
a B3 avec

I faut toutefois souligner que pour la partie passive du MPS3DDL (i = 4), qui
n’intervient pas au niveau des matrices jacobiennes précédentes, 6, et 6, doivent étre
calculées de fagon indépendante (ceci sera fait a la section 1.5) une fois que la vitesse
et 'accélération de C3 et 3 sont connues (voir la relation qui existe entre Cy, C3 et 3 &

I'équation (1.14)). Par la suite, il sera possible d’évaluer la vitesse de By avec I’équation
(1.73).

1.3.1 Vérification des matrices jacobiennes

En considérant la relation (1.72), on a que

901 961 961 A0 A6 A6y

Oe1 Oex  Oes Aer  Aea  Aes

-1 — | 962 962 962 | 2 | Afy Afy Aby
B7ASR Oe1 Oex  Oes - Aer  Aea  Aes (174)

903 903 0963 Af3  Af3  Abs

Oe1 Oex  Oes Aer  Aea  Aes

13



avec 0 = [91,92,93]T

14

et € = [e1,62,63]7 = [2,0,0]7. Pour vérifier les matrices jacobiennes,

on peut utiliser le PGI ou I'on spécifie € afin de trouver les positions articulaires des

moteurs 0. Ainsi, voici la procédure a suivre:

- Etape 1: Pour deux positions € tres rapprochées I'une de I'autre o1 un seul élément

de € varie (soit €, varie avec k = 1, 2 ou 3), évaluer @ et B"!ASR A chacune de

ces positions.

— Etape 2: Calculer Aey, Ay, Aby, Ab; et la moyenne de B-'ASR correspondant

au changement de position.

— Etape 3: Puisque c’est seulement le k¢ terme de € qui a changé, vérifier que les

rapports |

AfO1 Ay Af3

A€y ) A€y ) Aeg

] correspondent & la k¢ colonne de la moyenne de B"'ASR.

— Etape 4: Répéter les étapes 1 & 3 afin de vérifier les autres colonnes de B-'ASR.

1.4 Equations d’accélération

Pour obtenir les accélérations articulaires des moteurs, il suffit de dériver par rapport

au temps ’équation (1.71), ce qui nous donne

6 = B '{[(AS + AS)R + ASRJ]¢ + ASRé — B} (1.75)

Cette derniere équation contient, en dérivant par rapport au temps les matrices présentées

aux équations (1.62) a

(1.65) et a I’équation (1.70), les relations suivantes

v {(Qledr) x vi} + {(Qledrr) x ¥}
Vi {(Qlealrr) X va} + {(Qlealrr) x V23" (1.76)
v [{(Qles]rr) x vat + {(Qles]rr) X Vs}]T
diag[(¢; — a;) " Eu; + (¢; —a,) Eqy], i=1.23 (1.77)
[0 0 0 cos }

0 —¢sing —¢cospcost + Osinpsinb (1.78)
| 0 ¢cos¢ —¢sm¢cos@ 6 cos ¢ sin 6
[ 05v3) Ogsa

(@xa) TE) (1.79)

| O@3x3) S1(3><3)



[ 0 O —é l13 sin @ ]
0 0 0
0 0 0
R — (1.80)
0 0 0
0 0 0
0 Ky ks |
€ = | ¢ (1.81)
0
ou, en dérivant les équations (1.22), (1.68) et (1.69), on obtient
: (—2¢) cos ) sin 1 sin @ + 6 cos 0 cos? 1)) cos? ¢ + 2¢ cos ¢ sin ¢ cos? 1) sin 0
k, = — (1.83)
cost ¢
. . _ . ¢ cosb 9
ko = —|—2¢cosysinycosftang + | —fsinftan ¢ + o5 cos” Y (1.84)

Puisque les points A; ne bougent pas, alors les vecteurs a; = a; = 0 pour ¢ = 1,...,4.

Pour ce qui est du vecteur w;, il est donné a I’équation (1.51).

Avec les accélérations articulaires des moteurs connues, on peut évaluer les accélérations

des points B; en dérivant I’équation (1.73), ce qui donne

Toutefois, pour ce qui est de 'accélération en By, elle ne pourra étre connue qu’apres
avoir établi 0, et 0, (ce qui sera fait a la section suivante). Pour ce qui est des

accélérations des points C;, on obtient en dérivant I’équation (1.55) que

& =p+Qlelr, =123 (1.86)
avec
Q = QQ + QQQ (1.87)
ol
0 —w, wy

Q=1 o. 0 -, (1.88)
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sachant que l'accélération angulaire de la plate-forme est donnée par

¢ ¢
w=S,|6|+S.| b (1.89)
W Y

1.5 Portion passive du MPS3DDL

Avec I’équation (1.39), on peut trouver la solution au PGI pour toutes les pattes du
MPS3DDL (i = 1,...,4). Toutefois, au niveau des équations de vitesse et d’accélération,
pour obtenir 6, et 8y, il faut procéder autrement qu’en utilisant les matrices jacobiennes
car celles-ci ne font pas intervenir la partie passive qui est dépendante du reste du
MPS3DDL. Dong, il faut revenir aux équations du PGI d’un mécanisme plan a 2 ddl
ou la position des points A; et C; sont connus pour i = 1,...,.4 (voir la figure 1.4) et

dériver ces équations. De cette figure, on tire que

F1G. 1.4 — Mécanisme plan a 2 ddl.
Cim = Qim + Ly1;cosb; + Lo, cos a;, 1=1,..,4 (1.90)

Cin — CLin—FLlZ’SiHeZ‘—FLQZ’SiHOéi, Zzl,,4 (191)

En dérivant par rapport au temps les équations (1.90) et (1.91), on obtient sous une
forme matricielle la relation suivante

_Lli sin@i —Lgi SiIlOéZ‘ :| [ 92 :|

le’ COS HZ Lgi COS ¢&; Cin

- [ cim } L =14 (192
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De ce systeme, on peut tirer la valeur de 0; et & pour ¢ = 1,...,4. Ainsi, on obtient la
valeur de 6, que on ne pouvait obtenir avec les matrices jacobiennes du MPS3DDL
et on peut vérifier si les valeurs de 91, 05 et B5 sont bien les mémes que celles obtenues
avec 1'équation (1.72). En dérivant a nouveau le systeme présenté a 1’équation (1.93),

on trouve que les accélérations angulaires 6; et ¢&; sont données par

avec

X, = S i=1,.4 (1.95)
L di

. | sz .

w; = ,  i=1,.4 (1.96)
L Czn

. [ —9, Ly;cos8; —c; Ly cosay .

D, = . . i=1..4 (1.97)
L —91 le‘ sin 92 —Oél Lgi sin (67

Toutefois, il ne faut pas oublier que I'on doit calculer X, et X, seulement apres que
les solutions X3 et X3 sont connues. Ainsi, pour les vitesses, en dérivant les équations

(1.14) a (1.19), on trouve les relations suivantes

cy = C3+ Ql[C4]R1 (1.98
Q = BE;Q (1.99
=0 (1.

d3 = Xgo (2° élément de la solution de I’équation (1.93) avec i = 3) (1.101
5 = da3— A (1.102

En dérivant a nouveau ces équations, on obtient pour les accélérations

& = &+ Qiledr, ( )
Qi = [E;Q:+ FEsE;Q; ( )
Bi =0 (1.105)
d3 = X (2¢ élément de la solution de Péquation (1.94) avec i = 3) (1.106)

(1.107)

B = d3—



1.6 Dynamique

Une fois les équations du positionnement, de vitesse et d’accélération connues, on
désire calculer les couples qui sont requis aux moteurs afin d’effectuer une trajectoire
prescrite au centre de la plate-forme O’. Pour ce faire, on doit d’abord modéliser chaque
partie du MPS3DDL afin de connaitre les masses et les inerties que ces moteurs doivent
déplacer. Par la suite, deux méthodes pour le calcul des couples menant aux mémes
résultats seront présentées: l'utilisation du principe du travail virtuel et ’approche

conventionnelle de Newton-Euler.

1.6.1 Modélisation

Pour simplifier ’analyse, étant donné que la complexité de la modélisation des corps
du mécanisme (ce qui affecte la masse, l'inertie et 'emplacement du centre de masse
(CDM) de chaque corps) peut varier d'un concepteur a un autre, on va considérer
chacune des membrures du MPS3DDL comme une poutre ayant une section carrée de
largeur a. En regardant le MPS3DDL a la figure 1.1, on voit que celui-ci se compose
de 9 corps désignés par l'indice k: la membrure de longueur [y (k = 1), la membrure
de longueur I, (k = 2), les membrures de longueur [3 et I, ainsi que la plate-forme de
dimension 14 par l14 (k = solide 1), la membrure de longueur I5 (k = 5), la membrure
de longueur I (k = 6), la membrure de longueur I; (k = 7), les membrures de longueur
ls, lg et 119 (k = solide?2), la membrure de longueur l3; (kK = 11) et la membrure de
longueur /15 (k = 12). Ainsi, pour faciliter I'attribution des indices k a chaque corps, k
est le méme indice que celui de la longueur de la membrure si celle-ci compose le corps
en entier; les autres corps étant des solides plus complexes. Donc, on a que k = 1, 2,

solide 1, 5, 6, 7, solide 2, 11 et 12.

De plus, on considere que tous ces corps ont la méme largeur a ainsi que la méme
densité p, tout en négligeant le poids et 'inertie des articulations. Les détails concernant
cette modélisation simplifiée, c’est-a-dire le calcul pour chaque corps du CDM (c,, 1), de

la masse (my) et de la matrice d’inertie (I;) évaluée au CDM, sont présentés a ’annexe

A.
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1.6.2 Principe du travail virtuel

Cette méthode consiste a calculer le couple (7;) que doit produire le moteur j en
lui prescrivant un déplacement virtuel angulaire (59§ ) et en évaluant les déplacements
virtuels linéaires (dc’ ,) et angulaires (6¢]), du CDM de chaque corps k (k = 1, 2,
solide 1, 5, 6, 7, solide 2, 11 et 12), engendrés par ce déplacement virtuel 59;. Ainsi, il

suffit d’obtenir 7; a 'aide de la relation suivante

m

7007 + > (87 0c,  + midpl) =0, =123 (1.108)
k

ou f;, et my sont respectivement les forces et les moments exercés au CDM de chaque
corps. En considérant un déplacement virtuel angulaire unitaire (59? = 1) pour chaque

moteur 7, I'équation (1.108) se réduit a
==Y (ffoc),  +mldpl), =123 (1.109)
k
1.6.2.1 Forces et moments exercés au CDM de chaque corps

Les forces exercées au CDM de chaque corps sont exprimées par

£, = =S + (0,0, — myg]” (1.110)

ou g est l'accélération gravitationnelle. Dans cette équation, en considérant la modélisation

effectuée a l'annexe A, on calcule les accélérations des CDM en dérivant 2 fois les

équations (A.4) a (A.10) ainsi que (A.24) et (A.58), ce qui nous donne

. . &
Cni1 = §(a1+b1) (1111)
. Lo
Cn2 = 5(]1)1 —|—C1) (1112)
Crn solidel = P + QGsolide 1 (1113)
. Lo
Cps = §(b2+<:2) (1.114)
. L. =
Cme = 5(32 + by) (1.115)
. . &
Cn7r = 5(&3 —|—b3) (1116)
Cr solide2 = lS3 + Q2Gsolide2 (1117)
. Lo
Cn11 = §(b4 +¢4) (1.118)

1 .
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Pour ce qui est des moments exercés au CDM de chaque corps, ceux-ci sont exprimés

comme étant

m; = —QuLQpwr — wi X (QnLiQwr)

(1.120)

Les matrices d’inertie I, étant exprimées dans le repere local de chacun des corps k,

doivent étre multipliées par une matrice de rotation Qp; qui fait le lien entre le repere

local de chaque corps et le repere fixe. Ainsi, en se basant sur la modélisation présentée

a I’annexe A, les matrices de rotation des corps Q. sont

Qn

Qr2

leolide 1

Qrs

QIG

Q7

leolide 2

QIll

QIIQ

[ cos 6, 0
0 1
| sin¢; 0
[ cos a; O
0 1
| sina; 0

Q

cosag 0

sinag 0

costh 0

1
sin 92 0
1 0

0 cosf;

0 sinfs

1
0 cosay
0

sin ay

0 cosb,

0 sinf,

—sin 91
0

cos 0,
—sin oy
0
CoS Qrq

— sin am

COS (vg

—sin 6y

cos 0

—sin 93

cos 05

—sinay

COoS iy

—sin 94

cos 6,

(1.121)

(1.122)

(1.123)

(1.124)

(1.125)

(1.126)

(1.127)

(1.128)

(1.129)
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et les vitesses angulaires wy ainsi que les accélérations angulaires w;, sont données avec

les relations suivantes

wy = [0, — 6,07 wy = [0, — 6,07 (1.130)
wy = [0, — c1,0]" Wy = [0, — ¢y,0]" (1.131)
Wisolide1 = W Wiolide1 = W (1.132)

ws = [0, — cip,0]" ws = [0, — dip,0]" (1.133)
we = [0, — 6,0]” we = [0, — 65,0]7 (1.134)
w7 = [65,0,0]" wr = [65,0,0]% (1.135)
Wsotide2 = [2,0,0)" Wsolide2 = [2,0,0)" (1.136)
w11 = [dy,0,0]" Wiy = [d4,0,0]" (1.137)
wiz = [01,0,0]" Wiz = [04,0,0)" (1.138)

1.6.2.2 Déplacements virtuels linéaires et angulaires du CDM de chaque

corps

Pour obtenir les déplacements virtuels linéaires et angulaires du CDM de chaque
corps associés au déplacement virtuel angulaire unitaire d’un moteur j (60' = [1,0,0]7,

§6% = [0,1,0]" et §6° = [0,0,1]), il suffit de reprendre les équations de vitesse et de

wd»

= par des “0”.

substituer les

Or, en utilisant les équations (1.65), (1.70) et (1.71), on a que

s/ = (ASR)'Bé¢’, ;=123 (1.139)
on’ = R/, =123 (1.140)
5t = Som? = [op’T 5T, j=1,23 (1.141)

ot op? = [027,0y7,027]" et S’ = [00],00],007]". De plus, avec les équations de vitesse
obtenues dans les sections précédentes, on trouve que (effectuer les calculs dans cet
ordre afin que les éléments dont certaines équations ont besoin soient calculés avant

celles-ci)

da] = 0, i=1,..4 et j=123

(1.142)

i=123 et j=123 (1.143)
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0 —d0pl o)
Q= Q= s 0 - |Q, j=123 (1.144)
—0pl ] 0

oc] = op? +6Qcilr, i=123 et j=123 (1.145)
wl = [0¢l.ocl]T,  i=12 et j=123 (1.146)
whi = [dc,.0cs]", j=123 (1.147)
X! = [60],6a])]" =D;'w!, =123 et j=123 (1.148)
bl = X, i=123 et j=123 (1.149)
oF = af,  j=123 (1.150)
Q] = 6FE;Qi, =123 (1.151)
6c, = och+60Qi[calr,, =123 (1.152)
wi = [dc,6cl]", j=123 (1.153)
X, = 06,003 =Dy'wl, j=123 (1.154)
00, = XJ, j=123 (1.155)
oad, = Xbp, j=123 (1.156)
6b, = 06E4u(by—ay), j=123 (1.157)
68 = 637, =123 (1.158)
0Q, = 0FE;Q,, =123 (1.159)

On peut vérifier que les résultats tirés de Xijl pouri=1,2 3et j =1, 2, 3aléquation

(1.148) correspondent bien aux valeurs de 567 utilisées dans I’équation (1.139).

Donc, en utilisant les équations (A.4) a (A.10) ainsi que (A.24) et (A.58), on tire

que les déplacements virtuels linéaires (¢’ ,) du CDM de chaque corps k sont

ocl | = %(5a{ +0b]), =123 (1.160)
ocl , = %(5b{ +6c]), j=123 (1.161)
0Ch, sorizer = O +0Q Gooliger,  j =123 (1.162)
ocl o = %(5105 +dc)), j=123 (1.163)
oc s = %(5a§ +6b}), =123 (1.164)

. 1. .
ocl . = 5(5a§ +0b%), =123 (1.165)



(chn solide 2 (Sb% + 5Q%G80lid627 ] == 1,2,3 (1166)
. 1 . .
0Cnu = 5(0bi+dcy),  j=123 (1.167)
. 1 . .
0Cn1z = 5(0ai+dby),  j =123 (1.168)

et on exprime les déplacements virtuels angulaires (6¢7) des CDM, avec 'aide des

équations (1.130) a (1.138), par les relations suivantes

op) = [0,—061.07, =123 (1.169)
oy = [0,—6ad,07, =123 (1.170)
0Ploiacr = 09’ =123 (1.171)
opl = [0, —6a3,01", =123 (1.172)
Sl = [0,—0663,007, =123 (1.173)
Sl = [663,0,07, =123 (1.174)
0Plotiger = (083,007, j=1.23 (1.175)
ol = 04,007, =123 (1.176)
5ply = [665,0,07, =123 (1.177)

1.6.3 Approche de Newton-Euler

L’approche de Newton-Euler consiste a établir le diagramme de corps libre (DCL)
de chaque corps du MPS3DDL ou toutes les forces et les moments a chacune des
articulations du MPS3DDL sont des inconnues a solutionner. Or, le MPS3DDL possede
9 corps et, avec 6 équations par corps provenant du bilan des forces et des moments,
54 équations sont générées (I’annexe B présente le DCL associé a chaque corps avec les
équations des forces et des moments). Toutefois, pour avoir un systeme linéaire a 54
inconnues, il faut considérer les articulations en C4, Cs et Cy comme des articulations
sphériques et considérer I'articulation B3 comme un cardan en lui ajoutant une liaison
rotoide dans ’axe de la membrure A3Bs. La figure 1.5 montre I'allure du MPS3DDL
avec ces nouvelles modifications. Ces modifications sont nécessaires car le mécanisme

original est surcontraint.

De cette fagon, une fois le systeme de 54 équations a 54 inconnues résolu, il s’agit

seulement de localiser les variables qui correspondent aux couples recherchés a 'intérieur
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By

Fic. 1.5 — Mécanisme parallele a 3 degrés de liberté non surcontraint.

du vecteur solution.

1.6.3.1 Systeme d’équations

En combinant, & ’annexe B, les relations (B.1) a (B.31) reliées au bilan des forces
et des moments, on obtient un systeme linéaire de 54 équations ou les 54 inconnues

sont

— €en A1: RAlx, RA1y7 R/hz; MAlm, T1, MAlz-
— €en AQZ RAgxa RA2y7 RAgza MAN;, T2, MA2z~
— en Agi RASQE, RA3y7 RASZ, T3, MA3y7 MAgz'
— €en A4: RA4:E7 RA4y, RA4Z7 MA4y, MA4z-
— €en Bli Rle, RB1ya RBlza Mle, MB1z-



— €en BQZ RBQI, RBzya RBzza MBzxa MBgz-
— €en B3Z RBgIEv RBgy7 RB3Z7 MB3Z7-

— €en B4Z RB4m7 RB4y7 RB4Z7 MB4y7 MB42.
— en Cli R01£E7 Rcly, Rclz.

— en Cgi Rnga Rc2y, RC2Z.

— en Cgi Rnga chy, RCgZ'

— en 042 RC4xa Rc4y, RC’4z-

Ainsi, le systeme est du type
LX=M (1.178)

ou L est la matrice des coefficients de dimension 54 par 54, X est le vecteur des 54
inconnues et M est le vecteur qui renferme les forces —f; et les moments —my des
corps k. En effectuant la résolution de ce systeme, il suffit de localiser a l'intérieur du
vecteur X les couples recherchés 71, 7 et 73 qui servent a actionner le mécanisme pour

effectuer la trajectoire prescrite.

1.6.4 Bilan d’énergie

Afin de vérifier la validité des couples trouvés avec le principe du travail virtuel
ou I'approche de Newton-Euler, effectuer un bilan d’énergie s’avere une excellente
méthode puisque tous les éléments nécessaires pour effectuer cette vérification ont déja
été calculés précédemment. Donc, par conservation d’énergie, la somme de la variation
d’énergie cinétique (AT;) et de la variation d’énergie potentielle (AU|,) doit égaler au

travail effectué par les moteurs (W|;). Ainsi, a tout moment ¢ lors de la trajectoire, on

a que
avec
AT|t == T|t - T|t—At (1180)
N L. 1
on T|, = Z <§mkcﬁ wCm ke + §wa1kaQ}kak> (1.181)
k t

AU|t = U|t_U|t—At (1182)
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oll U\t:kagcmk (1.183)
k t
3 . .
W = Y th] (1.184)
j=1

et on doit trouver que la variation d’énergie du systeme, AE|,, est nulle.

Lors de 'évaluation du travail effectué par les moteurs, la variation angulaire Ad; |,
correspond a la différence entre 6;|; et 6;],—a;. Toutefois, il faut faire attention lorsqu’on
soustrait ces deux angles car ceux-ci proviennent de I’équation (1.39). Ainsi, 'angle
résultant du calcul de deux fois I'arc tangente d’une valeur se situe entre —m et .
Donc, par exemple, si a I'instant ¢ on a que 6;|; = —7 + 7 (7 étant un petit incrément
d’angle positif) et que 6;|;—ar = ™ — 7, une soustraction directe entraine un résultat
de Afj|; = —2m + 2, ce qui fausse I'évaluation du travail. Dans un cas inverse ol
0|t = m—~ et que 0;|;_a; = —7+, une soustraction directe conduit a Af;|; = 27 —27,
ce qui est également faux. De cette facon, pour traiter les cas spéciaux ou l'angle passe

dem™—~vya—m+vyoude —m+ 7 am—, on utilise le raisonnement suivant

— 81 (0]t — 0;]i—ae) < =V, alors Ab;|, = 0;]r — 6;1—ar + 27.
— 81 (0]¢ — 0;]e—ne) >V, alors NG|, = 6, — 0;|1—ar — 27.
— si [_V < (ej‘t - (9j|t—At) et (Hj\t - 9j|t—At) > V], alors A0j|t = 9j|t — ej‘t—At-

ou V correspond a une variation d’angle entre I'instant (¢) et 'instant (¢ — At) qui peut

étre fixée a, par exemple, 7.

1.7 Exemple de résultats

Soit le MPS3DDL ayant les parametres géométriques suivants (I'unité de longueur
est le metre) : hy = 0.05, he = 0.05, hg = 0.05, hy = 0.03, [; = 0.10, I, = 0.10, I3 = 0.11,
Iy = 0.11, l5 = 0.10, lg = 0.10, I; = 0.12, I3 = 0.10, lg = 0.02, l;p = 0.10, l;; = 0.08,
l15 = 0.08, l;3 = 0.03 et I14 = 0.06. L’allure de ce mécanisme est montrée a la figure 1.6

(image provenant d’une animation réalisée avec le logiciel MATLAB).

De plus, posons que ce mécanisme soit entierement fait d’aluminium (la densité

du matériau est p = 2700 kg/m?), que la largeur des membrures (section carrée) soit
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0.2

Fi1G. 1.6 — Allure du mécanisme parallele spatial a 3 ddl.

a = 0.01 m et que la gravité est ¢ = 9.81 m/s%. Or, on obtient les résultats montrés

aux figures 1.7 & 1.12 pour une trajectoire du centre de la plate-forme O’ donnée par

z = 0.130 4 0.010 cos(3t) o)

2 = —0.010(3)sin(3t) ¢
5 = —0.010(3%) cos(3t) ¢ =
0 — 27 ()
180
207
= 2 (4)cos(4t
0 180( ) cos(4t)

25

Fj(; sin(2t)

25

T&g (2) cos(2t)
257

~1%0 (22) sin(2t)
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Fia. 1.7 — Trajectoire du centre de la plate-forme.
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F1G. 1.8 — Evolution des positions articulaires.
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1.8 Simulation dynamique sous ADAMS

ADAMS est un logiciel qui permet d’effectuer des simulations de divers systemes
mécaniques. Ainsi, en modélisant chacun des corps et en associant les bons degrés de
liberté aux articulations présentes entre ces différents corps, ADAMS s’avere étre un
outil de travail tres performant pour valider les résultats obtenus dans les sections

précédentes.

Or, pour le mécanisme étudié, nous avons constaté que la résolution du probleme
géométrique inverse est une étape qui s’effectue relativement bien. Toutefois, si on désire
connaitre la relation inverse, c¢’est-a-dire effectuer la résolution du probléeme géométrique
direct qui consiste a déterminer la position et l'orientation de l'organe terminal en
fonction des variables articulaires qui sont prescrites, on se rend compte que cette étape
n’est pas évidente a accomplir. Pour pallier a cette lacune, on peut d’abord résoudre
le probleme géométrique inverse et établir les équations de vitesse et d’accélération de
maniere a savoir la position, la vitesse et l’accélération de chacun des actionneurs en
fonction du temps. Puis, a I'intérieur du logiciel ADAMS, on peut se servir des résultats
précédents et ainsi imposer une position, une vitesse ou une accélération a chacun des
actionneurs en fonction du temps (dans notre cas, on va imposer les vitesses articulaires
aux moteurs trouvées a la figure 1.9) de maniere a donner la trajectoire voulue a ’organe
terminal (résolution du probleme géométrique direct). De cette facon, ADAMS peut
simuler le mouvement du mécanisme et calculer les forces ou les couples aux actionneurs
pour une trajectoire donnée. Dongc, le logiciel ADAMS permet, avec le bilan d’énergie,
d’effectuer une seconde validation des résultats obtenus par le principe du travail virtuel

ou 'approche classique de Newton-Euler.

La figure 1.13(a) illustre la modélisation du MPS3DDL effectuée sous ADAMS. Il est
a noter qu' ADAMS est capable d’effectuer la simulation en considérant le mécanisme
surcontraint (comme ’architecture de la figure 1.1). Toutefois, puisqu’ADAMS ne sup-
porte pas les joints de cardan en C et Cs, ceux-ci ont été remplacés par des articulations

sphériques.

Or, en reprenant les données de 'exemple présenté a la section 1.7 et en implan-
tant celles-ci a l'intérieur du logiciel ADAMS, on obtient les résultats présentés a la

figure 1.13(b) (noter que les couples aux moteurs 1 et 2 sont de signe négatif) qui
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correspondent a ceux de la figure 1.11.

Pour s’assurer de la parfaite concordance entre les couples calculés provenant des
équations développées dans les sections précédentes (soit, par exemple, en implantant
ces équations a l'intérieur du logiciel MATLAB) et les couples trouvés par le logiciel
ADAMS, on peut exporter a partir du logiciel ADAMS les couples en fonction du
temps (sous forme d’un fichier) et, par la suite, il est possible d'importer ce fichier sous
forme d'un vecteur dans MATLAB afin de comparer directement les résultats. Ainsi,
en mettant sur le méme graphique les couples obtenus avec MATLAB et ADAMS pour
chacun des moteurs, on voit sur les figures 1.14 a 1.16 que les résultats sont parfaitement

identiques entre les deux méthodes, ce qui solidifie I'exactitude de ’étude effectuée.
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Fi1G. 1.13 — Exemple de résultats pour une trajectoire donnée avec ADAMS.

(b) Calcul des couples aux moteurs avec ADAMS.
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Chapitre 2

Mécanisme parallele sphérique a 4

degrés de liberté

2.1 Modele géométrique

La figure 2.1 illustre I'architecture du mécanisme parallele sphérique a 4 degrés de
liberté, noté MPS4DDL, ot les 3 moteurs (situés sur la base) et I’actionneur prismatique
(fixé au centre de la plate-forme) permettent d’orienter et de positionner celle-ci avec
l'aide de 3 angles d’Euler et d’une hauteur A au niveau de I'axe z’. Ce mécanisme a été

proposé en [3], ou une description détaillée est donnée.

Ainsi, ce mécanisme est de type parallele puisqu’il possede 4 chaines cinématiques
qui relient la base a la plate-forme. Parmi celles-ci, 3 chaines cinématiques, ¢ = 1,2,3,
sont identiques (voir la figure 2.2) et elles sont composées des éléments suivants: un

moteur fixé en A; qui active le membre proximal (membrure se trouvant entre les
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Fi1G. 2.1 — Architecture du mécanisme sphérique a 4 degrés de liberté.

vecteurs u; et w; caractérisée par un rayon R; et un angle ), une articulation rotoide
dans l'axe C;D; qui relie le membre proximal au membre distal (membrure se trouvant
entre les vecteurs w; et v; caractérisée par un rayon Ry et un angle as), un cardan
qui lie le membre distal a la tige d’une longueur [, puis une articulation rotoide en G;
qui relie la tige de longueur [ a la plate-forme. En combinant a cette chaine l'effet de
I’actionneur prismatique qui fait varier la hauteur h, soit la distance entre le centre
géométrique O’ et le centre de la plate-forme P, on retrouve dans un plan la forme d’un
trapeze en O'F;G; PO’ dont la hauteur h influence ’angle ¢ qui, & son tour, influence

Iorientation du vecteur v;.

Une autre particularité de ce mécanisme est qu’il est de type sphérique, c’est-a-

dire qu’il possede un centre géométrique (localisé dans notre cas en O') autour duquel
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s’effectue le mouvement des membres proximaux et distaux. Donc, les axes de rota-
tions se trouvant en A;B; (les axes des moteurs), C;D; et E;F; passent par ce centre
géométrique O'. De cette facon, on peut représenter schématiquement la base avec 'aide
d’une pyramide ou les arétes correspondent aux axes de rotation des 3 moteurs qui sont
inclinés d'un angle 3 par rapport a l'axe z. Ainsi, on définit des vecteurs unitaires u;
qui partent du point O et qui suivent les arétes de cette pyramide. D’autre part, les
vecteurs v; forment une seconde pyramide, se situant toutefois au niveau des membres
distaux, mais la forme de cette pyramide qui est reliée a I’angle ¢ change lorsque h
varie (contrairement a la pyramide de la base ou la forme ne change pas une fois le

dimensionnement du mécanisme établi).

S
Gi // :
Y 1
I |
1NT
: 1h
1 I
F N
|
ZEF /‘\ C-|
“ 1
Ei\\ I RQ
\\I 0% D;
o' C
\/ .1\5
an w;
Ry
B; .
Az’ )
U—z’/

F1G. 2.2 — Chaine cinématique ¢ reliant la base a l'effecteur.
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2.1.1 Géomeétrie de la base

Les points A;, 7 = 1,2,3, indiquent la position du moteur ¢ dans le repere fixe R,
d’origine O. Ces points sont situés symétriquement sur la base selon un angle 7; sur un

cercle de rayon R (voir la figure 2.3).

yTh

Fi1G. 2.3 — Base du mécanisme sphérique a 4 ddl.

Donc, en fixant 7;, on obtient par symétrie que

M2 = M+ 2% (2.1)
n = mt 4% (2.2)

et les points A; sont localisés par
a; = Q,.[R,0,0]" = R [cosm;,sinn;,0], =123 (2.3)

ol Q,, est une matrice de rotation du repére R,, par rapport au repere fixe R définie
par
cosn; —sinn; 0O
Qn = Q:l,, = | sinm cospy 0|, =123 (2.4)
0 0 1

Les vecteurs u;, 1 = 1,2,3, pointent dans I’axe de rotation des moteurs. Ainsi, I’angle
[ est I'angle compris entre une aréte de la pyramide de la base (une ligne joignant

O'A;) et l'axe z pour indiquer 'orientation de I’axe de rotation des moteurs (on note



que l'inclinaison des 3 moteurs est identique pour conserver la symétrie entre chacune

des pattes 7). Puisque u; est dirigé selon 'axe x3, on a que

w; = Q,,Q;[1,0,0]" = [cosm;sin B, sinn,sin 3, — cos B]7, i=1,23 (2.5)
ol
cos(5—f) 0 sin(35—03)
Qﬁ = Qyni z_3 = 0 1 0 ; 1= 17273
2

| —sin(5—3) 0 cos(3—0)
sinf 0 cosf

| —cosB 0 sing

Qg ¢étant la matrice de rotation entre le repere Rg et le repere R,,. Donc, pour dimen-
sionner la base, les parametres géométriques a déterminer sont R, n; et §. Pour ce qui

est du centre géométrique du mécanisme, noté le point C' (ou O'), il est localisé par

R
CzaaﬂwﬂT (2.7)

2.1.2 Géométrie de la plate-forme

Un repere mobile R/, ., ayant son origine O" centrée au centre géométrique du
mécanisme C' et dont I'axe 2’ suit le vecteur O'P permet de définir 'orientation de la
plate-forme. Ainsi, 'orientation est donnée par la matrice de rotation Q de I’équation
(1.5) ou les angles d’Euler autour de x, y et z sont respectivement ¢, 6 et 1. Ainsi, la

position du centre de la plate-forme est

p—c+Qlple (2.8)
avec la position du centre de la plate-forme dans le repere mobile qui est

[plrr = [0,0,A]" (2.9)

De cette facon, 'orientation et la position de la plate-forme est définie en spécifiant le

vecteur suivant

e = [0.0.9,h]" (2.10)
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Gy

Fi1G. 2.4 — Plate-forme du mécanisme sphérique a 4 ddl.

Or, en projetant le repére R’ dans le plan de la plate-forme (qui est & une hauteur

2z = h), on obtient la géométrie présentée a la figure 2.4 ou les points G;, i = 1,2,3,

sont disposés de maniere symétrique sur un cercle de rayon r. Donc, en déterminant

Y1, On a que

2T
Yo = ’Yl‘l’?
47
Y3 = 71—1‘?

et les points GG; sont localisés par

g, =cC + Q[gz]R’> 1= 17273

avec
[gl]R’ = Q’Yi [gz]R% = [T COS 73,7 sin ,}/i?h]T7 i = 1’2’3
cos7y; —sinvy; 0
Q%‘ = Qz"'yi = | siny;  cosy; 0, =123
0 0 1
_ T -
[gZ]R% - [T707h] ) 1= 17273

2.1.3 Géométrie des membres proximaux

(2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)

Le membre proximal ¢ (ot ¢ = 1,2,3) est la membrure de rayon R; que I'on retrouve

entre les vecteurs u; et w;. Pour déterminer I'orientation de ce membre, en partant du
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repere Rg montré a la figure 2.3, il suffit d’effectuer une rotation additionnelle autour
de x5 d’'un angle 6;. Ainsi, on arrive dans la configuration indiquée a la figure 2.5 (image

de gauche).

Yoy

Loy =W;

Y2y, =Tp = Uy

Fi1G. 2.5 — Membre proximal.

Puis, en effectuant une rotation autour de zp, d'un angle a; (tel que montré sur

I'image de droite de la figure 2.5), on a que

W; = QmQﬁQ@iQal [Wi]’Ralv 1= 17273
cosn; sinf cosay — siny; cosf; sinay + cosn; cos sind; sinay
= | sinn; sin3 cosay + cosn; cos; sinay + sinm; cosBsind; sinay |,1 = 1,2,3 (2.17)

— cos3 cosa + sinf3 sind; sinay

avec
1 0 0
Qo = Quyf, = |0 cost; —sinf; |, =123 (2.18)
0 sinf; cosb;
cosay; —sinay; 0
Q. = Qg - sinay cosa; O |, 1=1,23 (2.19)
0 0 1
Wilg,, = 1007, i=123 (2.20)

et les points B;, C; et D; sont localisés respectivement par

b, = c+Ru, =123 (2.21)



¢, = c+Rw;, i=123 (2.22)
di = Cc+ RQWZ', 1= 1,2,3 (223)

2.1.4 Géométrie des membres distaux

En regardant les figures 2.2 et 2.6, on voit que les contraintes géométriques du
mécanisme conduisent a la formation dans le plan xz.,2,, d'un trapeze reliant les points
O'F;G;PO’. On note que I'angle entre la plate-forme (la distance r joignant les points

P et G;) et 'axe de l'actionneur prismatique qui fait varier la distance h est toujours
de 90°.

=2,

P r

e~

7

X

Fi1G. 2.6 — Membre distal.

Or, par géométrie, on trouve que
g, = W+ (2.24)
? = (Ry+lgp)+ l?),Gi —2(Ry + lgr)log, cos (o (2.25)
En substituant 1’équation (2.24) dans I’équation (2.25), on tire que
1> = (Ry+ lpr)? + h2 4+ 12 — 2(Ry + lgr)Vh2 4+ r2 cos ¢, (2.26)
d’on

(R2+ZEF)2+}L2+’F2 —l2
2(R2 + lEF)V h2 + 7’2

(s = acos
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De plus, on a que

tan ¢ = % (2.28)
ce qui implique que
(1 = atan (%) (2.29)

Donc, 'angle ( servant a donner l'orientation au vecteur v; est

(=G=*¢ (2.30)

Selon la branche de solution désirée, on choisit le signe + ou — a l'intérieur de
I’équation (2.30). En regardant la figure 2.6, on voit que le signe — conduit a la solution
tracée en ligne pointillée, tandis que le signe + conduit a la solution présentée sur
la figure par les segments O'F; et F;G;. Dans notre cas, pour éviter les interférences

mécaniques, on choisit le signe +.

Or, le vecteur unitaire v; allant dans la direction de O" a E; (les points O, E; et F;

étant sur la méme ligne) est

v, = Q[vi|r, 1 =1,2,3 (2.31)
ol
[Vi]R/ = Q%QC[VZ']R@ 1= 17273 (232)
avec
cos¢ 0 sin(
Q = Q= o 1 o0 |, =123 (2.33)
—sin¢ 0 cos(
vilg, = 001", =123 (2.34)

et les points F; et F; sont respectivement localisés par

e = C+ RQVi, 1= 1,2,3 (235)
fi = cCc-+ (R2 + ZEF) Vi, 1= 1,2,3 (236)
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2.2 Probleme géométrique inverse

La résolution du PGI consiste a trouver la valeur des angles 6; aux moteurs pour une
position et une orientation donnée de la plate-forme. Or, les contraintes du mécanisme
nous indiquent que les vecteurs w; et v; forment un angle a, au niveau du centre

géométrique du mécanisme, ce qui implique que
W; © V; = COS g, 1=1,2,3 (2.37)
En utilisant les équations (2.17) et (2.31), I'’équation (2.37) devient sous la forme

(cosm; sin B cos ai; — sinn; cos 0; sin g + cosn; cos fsin 6; sin oy v, +
(sinmn; sin § cos oy + cosm; cos B; sin oy + sinn; cos B sin §; sin oy )v;, +

(— cos 3 cos oy + sin Fsin 6, sin ay )v;, = cos az, i=1,2.3 (2.38)

et celle-ci se rameéne a

Kli COS 9, + KQZ' sin 02 + Kgl' = O, 1= 1,2,3 (239)
avec
Ky, = —uvysinm;sin oy + vy, cosm; sinay, 1=1,23 (2.40)
Ky = i, cosmn;cos Bsinay + vy, sinn; cos Bsinayg +
v;, sin Fsin ar, i=1,2,3 (2.41)
K3, = v cosm;sin [ cosay + vy, sinn; sin B cos o —
V;, COS [3 COS vy — COS Qva, 1=1,23 (2.42)

On remarque que I'équation (2.39) a la méme formulation que celle de 1’équation
(1.29) développée au chapitre 1. Ainsi, il suffit de continuer la résolution avec les
équations (1.34) a (1.39) afin de trouver la valeur des angles #; pour i = 1,2,3. Concer-
nant le choix du signe + ou — au niveau de I’équation (1.38), un choix qui est laissé a la
discrétion de I'utilisateur, on sélectionne dans notre cas la branche de solution corres-
pondant au signe + pour les 3 moteurs. Donc, pour atteindre une certaine position et
orientation au niveau de la plate-forme, chaque patte i dispose de 4 solutions différentes
en considérant les équations (1.38) et (2.30), ce qui implique que le mécanisme peut

adopter 64 configurations différentes.
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2.3 Equations de vitesse

En dérivant par rapport au temps ’équation (2.37), on obtient

avec
W, = Q,QsQp,Qu, [Wilr.,, i=123 (2.44)
ou
Qs = —0EQp, i=123 (2.45)
0 0 0
E, = 0 0 1 (2.46)
0 -1 0
et
v, = Q[Vi]R’ + Q[Vi]rs 1=1,2,3 (2.47)

ol Q est exprimée & équation (1.56) et

Vilr = Q, Qc[vilr,, =123 (2.48)
sachant que
Q. = (EQc (2.49)
0 01
Ec =10 00 (2.50)
-1 0 0

Pour évaluer ¢, on dérive par rapport au temps 'équation (2.30) (avec le choix du signe

+), ce qui donne

(=G+0G (2.51)
Puis, en dérivant I’équation (2.28), on a que
1 . rh
o2l T T
cos? (4 h

(o= h 7] = hk, (2.52)



Pour obtenir (s, la dérivation de 1’équation (2.26) conduit aux relations suivantes

) hh )
0 = 2hh— 2(R2 + ZEF) [% - C2 sin CQ\/ h2 —+ ’[“2‘|

(Ratlpr)hhcosCa _ pi

b o=
(R2+ZEF)SiHC2 h2—|—7’2

. . 1 1
= h|h -
<2 [ <tan(2(h2 ‘l’rz) (R2 +lEF) SiHCQ\/ h2 ‘I‘T’2
Avec les équations (2.52) et (2.53), en posant que

)] = hky,  (2.53)

k =k + ko (2.54)
on a que I’équation (2.51) devient sous la forme suivante

¢ = hk (2.55)

Donc, en revenant a 1’équation (2.43) pour i = 1, 2, 3, on a que

(—6:Qy QsEsQ0, Qu, [Wilr.., ) Vit wi- (QQ[vi]r +QhkQ, EcQc[vilr, ) = 0
_éivz‘TQmQﬁEGQGiQal [Wi]’Ral +WiTQQ[Vi]R’+thz’TQQ%ECQC[Vi]R< =0 (2.56)

et puisque

w!QQvilz = w!lwx (Q[vi]r)], =123 (2.57)

(2

= [(Qvilr) x wi]'w, =123 (2.58)
on obtient, pour ¢ = 1, 2, 3, la relation suivante

[(Qvilr) x wi|"w + [kw] QQ,,EcQc[vilr i = [v] Q) QsEoQp, Qa, [Wilr,,, 160 (2.59)

D’autre part, pour ce qui est de ’actionneur prismatique, on a tout simplement que
sa vitesse fprismatique €5t donnée par h. Ainsi, sous une forme matricielle ot t = [w? )7

et 0 = [917927937pprismatique]T7 on trouve que
At = B6 (2.60)

avec

[(Qvi]r) x wi]" kwTQQ,, EcQc[vi]r,

[(Qlvalr) x wa]" kw] QQ,, EcQc[valr,

(Q[vslr) x wsl" kw} QQy, EcQc[vslr,
0(1x3) 1

(2.61)




vi Q) QsEiQy, Qs [Wilr,, 0

B pu—
0 0
0 0

0

0 v3Q,QsEiQ0,Qu, [Wolr,, 0

0
0

VanS QﬁEGQOS Qa1 [W?)]Ral 0

0

1

(2.62)

En regardant attentivement la matrice A, on peut se rendre compte qu’il est possible
de découpler le degré de liberté en translation de ceux en rotation en optant pour des
conditions qui font que les termes Aq4, Aoy et Asy s’annulent. Ainsi, les deux options

suivantes s’offrent pour le découplage

— Option 1: le terme k = 0.
— Option 2: le terme W?QQ%ECQC[VZ-]RC =0 pour i = 1,2,3.

Pour visualiser I'option 1, deux situations peuvent affecter grandement la valeur k,
a un tel point de rendre sa valeur indéterminée (voir la figure 2.7(a)) ou d’obtenir une
valeur nulle (voir la figure 2.7(b)). La premiere situation, qui est représentée par la
figure 2.7(a) ou I'axe de la tige [ est alignée avec le vecteur v;, n’est pas souhaitable car
avec un angle (3 = 0, on atteint une configuration singuliere (ky = —o00). Pour ce qui est
de la seconde situation indiquée par la figure 2.7(b), en alignant I’axe de la tige [ avec
la plate-forme de rayon r a une certaine hauteur h, on se trouve a découpler la trans-
lation verticale selon 2’ des 3 rotations de la plate-forme (on obtient k; = —ko, donc
k = k1+ky = 0), ce qui est tres utile pour donner de petits mouvements a la plate-forme
autour de cette position h (comme des vibrations) sans que les moteurs situés sur la
base ne percoivent ces mouvements. De plus, puisque la valeur de k est indépendante de
I'orientation de la plate-forme, on obtient un découplage pour n’importe quelle trajec-
toire donnée au centre de la plate-forme, en autant que les déplacements en translation

donnés autour de h soient suffisamment petits pour rendre la valeur de k tres faible.

Concernant la seconde option, pour ¢ = 1,2 et 3, il faut que le produit scalaire entre

les vecteurs w; et QQ,,E Q¢[vi]g, soit nul, ce qui implique que ces deux vecteurs

¢
doivent étre perpendiculaires entre eux. Or, le vecteur QQ,, E¢Q¢[vi]r, se situe dans
le plan du trapeze O'F;G; PO’ (voir les figures 2.2 et 2.6) et il y a perpendicularité
entre ce vecteur et le vecteur w; seulement lorsque w; est normal au plan O'F;G;PO’.
En d’autres termes, lorsque les axes y., (voir la figure 2.6) sont paralleles aux vecteurs

w;, alors il est possible d’effectuer une translation de la plate-forme selon I'axe 2/, ce
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(a) Configuration singuliere. (b) Configuration découplée.

Fia. 2.7 — Configurations spéciales.

qui fait bouger uniquement les membres distaux (et varier I'angle () tout en laissant
les membres proximaux immobiles. D’autre part, puisque le terme w! QQ.,, EcQ¢[vilr,
doit étre nul pour les 3 pattes afin d’observer un découplage entre les degrés de liberté en
rotation de celui en translation, on doit noter que la seconde option survient seulement
lorsque la matrice de rotation correspond a la matrice identité, ce qui ne correspond

toutefois pas au type de trajectoire recherchée pour l'usage d'un simulateur de vol.

Or, en considérant la relation entre les vitesses angulaires w et les vitesses des angles

d’Euler, on peut écrire que

Wy 1 0 sin 0 0| ¢
¢ — wy | 0 cos¢p —singcosh 0 9 _ s (2.63)
W, 0 sing cospcosf 0 (0
h 0 0 0 1| | h
et I’équation (2.60) devient sous la forme
ASé = B6 (2.64)

Cette derniere équation met en relation les vitesses des 4 degrés de liberté du mécanisme
(¢, 0, 1 et h) avec les vitesses qui sont requises aux actionneurs pour effectuer la

trajectoire prescrite (6, 02, 05 €t pPprismatique). Afin de s’assurer que les expressions des
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matrices A, B et S sont exactes, on peut se servir de la procédure indiquée a la section

1.3.1.

2.4 Equations d’accélération

En dérivant I’équation (2.64), on trouve que les vitesses des actionneurs sont données

par

avec

ou

6 = B7'[(AS + AS)e + ASé — BO) (2.65)

[ [{(@QVvilr +QI¥iIr) x w1} + {(@Qvilw) x wi}] Au |
T
{(Qlvalr + Q[valr) x wa} + {(Qlvalrr) x Wa}| Asy (2.66)
T .
{(Qlvalr + QUValr) x ws} + {(Qlvslr) x Wa}| Ass
L 0(1><3) 0 ]
By, 0 0 0]
0 B 00 (2.67)
0 0 By 0
00 0 0]
i S1(3><3) 0@3x1) (2.68)
| Oaux3)  Oaxy
kw! QQ,EcQc[vilr, + kw] QQ, EcQc[vilr, +
kw! QQ,EcQc[vilr, + kw] QQ,EQ¢[vilr,, =123 (2.69)
V?an QBEGQGi Qa1 [Wi]Ra1+ VzTQm- QBEGQBiQa1 [Wi]Ralai = 17273 (270)
voir I'équation (1.78) (2.71)
oy + kg (2.72)
—2r cos (1 (¢ sin ¢;)h? + 2hhr cos? ¢
h4
o2r(icosCisinG  2hrcos?
= o oty Th3 ! (2.73)

. 1 1
h — +
(tan CG(h? +12) (Ry + lgp)sin (o h? + 7"2)
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= 2 T2 . . ;o
. - <% + 2hh tan Cz) Gacos VA2 + 12+ L%
tan? (y(h? + r2)? + (Ry + lpr) sin? (o (h2 + r2)

bk Goh 2w
h o sin?((h2 +72)  tan(o(h? + r2)?
hés cos G h2h

+ - 2.74
(Rz + lEF) Sin2 Cg\/W (Rz + lEF) Sin Cg(hz + T2)3/2 ( )

Pour déterminer 1'accélération des vecteurs u; (des vecteurs constants), v; et w;, on

a que
i o= 0 =123 (2.75)
v, = Qvir +2QNir + Q[ilr, i=123 (2.76)
Wz = QmQﬁQ@LQOq[WZ]Ral) 2217273 (277)

o1 Q est indiquée A Péquation (1.87) et

Vil = Qu.Qclvilr,, =123 (2.78)
Q. = (EQc+ (PEEQ;. (2.79)
( = hk+hk (2.80)
Qs = —6EQq, +0PEgE)Qy, =123 (2.81)

2.5 Dynamique

Une fois que les équations reliées a la cinématique sont connues, on peut poursuivre
I’analyse en modélisant chaque partie du mécanisme afin de pouvoir calculer les efforts

qui sont requis aux actionneurs avec 'utilisation du principe du travail virtuel.

2.5.1 Modélisation

Le mécanisme se compose de 11 corps k: les membres proximaux 1, 2 et 3, les
membres distaux 1, 2 et 3, les tiges 1, 2 et 3 de longueur [, ainsi que la plate-forme et
I’actionneur prismatique. Pour simplifier I’analyse, on considere que tous ces corps ont

la méme densité p. De plus, on néglige le poids et I'inertie des articulations.
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2.5.1.1 Membres proximaux

Les membres proximaux peuvent étre composés de formes géométriques assez com-
plexes. Donc, pour déterminer la masse My ogimais & partir d'une densité p et du volume
de la forme géométrique, le centre de masse (CDM) du corps Gyrogimari €xprimé dans
le repere local du membre proximal (soit le repere Ry ozimari cOrrespondant au repere
Ry, montré sur I'image de droite de la figure 2.5) et U'inertie I, opimars évaluée au CDM
du corps, on peut recourir a un logiciel de CAO (conception assistée par ordinateur)
tel que Pro-ENGINEER qui permet d’effectuer le calcul. C’est d’ailleurs ce logiciel qui
est utilisé pour valider les masses, les CDM et les matrices d’inertie calculés a partir

d’expressions analytiques.

Ainsi, en connaissant la masse My ozimari, le CDM [Gprommali]ygwmma“ et I'inertie

L, ozimaii, o0 peut établir la position, la vitesse et I'accélération du CDM évaluées dans

le repére fixe par

Con prozimali = €+ Qprozimali|Gprozimal i) Ryromsma i =123 (2.82)
Emprovimati = Qprovimati|Gprozimal | Rpromimarss 1= 1,23 (2.83)
Con prozimali = Qproximali[Gproximali]Rpmmma“v 1=1,2,3 (2.84)

ol
Qproximali = leroximali:QniQﬁQGia 1=1,2,3 (2-85)
Qprosimati = QuQsQu,  1=123 (2.86)
Qprozimati = QuQsQq,  1=123 (2.87)

Pour ce qui est de la vitesse angulaire w,,ozimari ainsi que l'accélération angulaire

Wprozimali» celles-ci sont données avec les relations suivantes

Wprozimali — Qng[éi,O,O]T = éiuiu 1= 17273 (288)
wprom'mali = Qni Qﬁ[eza()?O]T = éiuia 1= 17273 (289)

2.5.1.2 Membres distaux

De fagon similaire aux membres proximaux, le logiciel de CAO Pro-ENGINEER

est utilisé pour évaluer la masse my;siari, le centre de masse (CDM) du corps Gistari
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exprimé dans le repere local du membre distal (soit le repére R gisq; montré sur la

figure 2.8) et 'inertie Iy;sq; évaluée au CDM du corps.

A Ydistal; = (W; X Vi) X W;

&%)

Il
£V

; -
) Dz Cz Ldistal;

Zdistal; = Wi X V;

Fia. 2.8 — Repere local du membre distal.

Ainsi, une fois que la masse Mmyistari, 16 CDM [Gistar i) Ry;o0n; €6 U'inertie Iysear; sont
déterminées, on peut établir la position, la vitesse et 'accélération du CDM évaluées

dans le repere fixe par

Cm distali — C+ Qdistali[Gdistali]Rdismlia 1= 17273 (290)
ém distali — Qdistali[Gdistali]Rdismlia 1= 17273 (291)
ém distali — Qdistali[Gdismli]RdiSm“u 1= 17273 (292)
ou
Quistati = Qrdistari = Wi, (Wi X Vi) X Wi, wy X vi],  1=123 (2.93)
Quistati = [Wi, (Wi X Vi) X Wi + (W; X V) X W, + (W X V) X Wy,
Wi X V; —+ w; X Vz]a 7 = 1,2,3 (294)
Qdistali = Wi, (Wi X V) X Wi+ (W; X V;) X Wy + (W; X V;) X W, +

2(W2 X Vz) X W; + 2(W2 X Vi) X Wz + 2(W2 X Vz) X Wi,

Pour évaluer la vitesse angulaire wgy;sqi, en utilisant les équations établies en [6],

on peut dire que la vitesse angulaire du membre distal est égale a celle du membre



proximal en lui ajoutant une certaine composante de rotation dans la direction de wy;,

ce qui implique que

Wistali = Wprozimali + KdistaliWi, 1 =1,2,3 (2.96)
Or, puisque nous disposons de la relation cinématique ou

Vi = W; + Waistars X (Vi —wy), =123 (2.97)

alors le terme ky;s1q1; de 'équation (2.96) est

I'fip 1:Sdistal i
istal 1¥drstal v .
kdistali R 1= 17273 (298)
Yiistal iYdistal i
avec
Taistali — Wi X Vi, 1=1,23 (2.99)
Sdistali — Vz - Wz — Wyrozimal i X (Vz' - Wi)a 1= 17273 (2100)

Pour établir 'accélération angulaire wgisiar i, on dérive I’équation (2.96), ce qui donne
Waistali = Pprovimali + KdistariWi + KaistatiWs, 1 =1,2,3 (2.101)

et puisque la dérivée par rapport au temps de 'équation (2.97) est
Vi = Wi + Waistari X (Vi — W;) + Waistari X (Vi — W), 1=1,2.3 (2.102)

alors on a que le terme kyigar: de 'équation (2.101) est

; ggistal BDdistari )
kdismli =7 - 1= 1,2,3 (2103)
distal iSdistal i
avec
8distati = WiXVy 1=123 (2.104)
huistar: = Vi— Wi — Waistari X (Vi — W;) —

(wprom'mali + kdistaliwi) X (Vi - Wi)> 1= 17273 (2105)
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2.5.1.3 Tiges de longueur |

Chaque tige est modélisée comme un cylindre de longueur [ et de rayon r;. En
regardant la figure 2.6, on peut associer a chaque tige un repere R, ayant son origine
en G; ou 'axe z suit la direction de G; a F; et I'axe y, suit la direction de 'axe y.,,.

Ainsi, on peut établir que

[flr, = lglr, +1lcosA0,sinA]", =123 (2.106)
(Ry+ lgp)sin( r lcos A\
0 = l0|+| 0 (2.107)
(Rg + lpp) cos( h Isin \

ce qui permet de trouver la valeur de I’angle \ avec

A = atan2(sy,cy) (2.108)

ol
cx = COSA\= (7 + ZEFZ) Sing = (2.109)
sy = sin\= (Fz + ZEFZ) cos¢ —h (2.110)

A partir de la premicre ligne de Péquation (2.107), il est possible de déterminer la

vitesse et 1'accélération de I’angle A\ par

- j;sliiF;CCOSC (2.111)

. [(Ry+1gF) sin Céz—(R2+lEp) cos CCC]Z sin A+ cos A}\(R2+ZEF) cos (¢
A= 2 sin? \ (2.112)
i

En considérant que le CDM évalué dans le repere R.,, noté [Gyigei]r, , se situe a la

mi-longueur de la tige, on a que

[Gtigei]’R%. = [gi]RW—F[SZ’]RW, i:1,2,3 (2113)
Grigeir,, = [&lr, +[Silr,, i=123 (2.114)
Grigeir,, = [&lr, + Bilr,, i=123 (2.115)

avec

&ilr,, = [O,O,B}T, i=12,3 (2.116)
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T
Elr, = [0.0h] , i=123 (2.117)
I N

[S,-]R%_ = §COSA,0,§sm)\ , 1=1,2,3 (2.118)

$)r, = AEilsir,, =123 (2.119)

Bilg, = AEi[sir, + VE\Ey[sir,, i=123 (2.120)
00 —1

Ex = |00 0 (2.121)
10 0

Donc, on peut établir que la position, la vitesse et I'accélération du CDM évaluées

dans le repere fixe sont

Cm tigei — c+ QQ% [Gtige i]’RWv 1= 17273 (2122)
igei — i ige iR, i ige iR, ) = 14y .
Ctigei = QQu[Grigeilr,, + QQy[Grigei]r,, i=123 (2.123)
Cm tigei = QQ% [Gtigei]R%. + QQQ% [Gtigei]’R% +QQ,, [Gtigez’]nw i=123 (2.124)

et, puisque chaque tige tourne selon une vitesse —\ autour de 'axe v, (ou de I'axe y.,),

alors la vitesse angulaire et I'accélération angulaire sont respectivement

Wiigei = QQy[0,—\0]", =123 (2.125)
Grigei = QQy[0,— 0" +QQ,[0, - A0,  i=123 (2.126)

Il est a noter que la masse, la matrice d’inertie exprimée au CDM dans le repere
R, et la matrice de rotation du repere R, par rapport au repéere fixe sont présentées a

la section C.1 de 'annexe C.

2.5.1.4 Plate-forme

La section C.2 de I'annexe C présente une modélisation simplifiée pour la plate-
forme (avec le calcul de la masse, de l'inertie et de la position du CDM), ou celle-ci
peut étre modélisée comme un disque muni d'un cylindre qui glisse a l'intérieur de

'actionneur prismatique (voir la figure C.1).

L’orientation de la plate-forme est donnée par la matrice de rotation Q (voir I’équation

(1.5)) du repere mobile R/, par rapport au repere fixe. Ainsi, la position du CDM
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de la plate-forme (notée PF’), qui dépend de la forme géométrique attribuée a ce corps,

exprimée dans ce repere mobile est
Gpr = [Gpra,Gpry,Gpr 2] (2.127)

ou les positions Gpp , et Gpr, sont des parametres constants tandis que la position
selon 2z’ (Gpp /) dépend de la hauteur h. Ainsi, on tire que la vitesse et I'accélération

de ce solide exprimées dans le repere mobile sont

Gpr = [0,0,4]T (2.128)
Gpr = [0,0,n]T (2.129)

Pour ce qui est de la position, de la vitesse et de 'accélération du CDM de la plate-forme

dans le repere fixe, on a que

Cnpr = C+QGpp (2.130)
empr = QGpr+ QGpp (2.131)
émpr = QGpr+2QGpr+ QGpr (2.132)

De plus, la vitesse angulaire ainsi que ’accélération angulaire sont respectivement

Wpp = W (2.134)

2.5.1.5 Actionneur prismatique

On retrouve a la section C.3 de 'annexe C une modélisation simplifiée de ’action-
neur prismatique en y présentant les calculs de la masse, de l'inertie et de la position
du CDM. Celui-ci est modélisé comme un cylindre muni d’une cavité qui permet de

guider le mouvement de la plate-forme (voir la figure C.2).

L’orientation de ce solide est donnée par la matrice de rotation Q (voir I’équation
(1.5)) du repére mobile R/, ., par rapport au repere fixe. Ainsi, le CDM du solide

exprimé dans ce repere mobile est

GP = [GP x’aGP y’aGP z’]T (2135)
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ou la forme géométrique attribuée a l’actionneur prismatique permet de définir les
constantes Gp ./, Gp, et Gp . Donc, la position, la vitesse et 'accélération du CDM

exprimées dans le repére fixe sont

Cnhp = C+QGP (2136)
emp = QGp (2.137)
mp = QGp (2.138)

De plus, la vitesse angulaire ainsi que l'accélération angulaire sont respectivement

wp = w (2.139)
wp = W (2.140)

2.5.2 Principe du travail virtuel

Pour calculer le couple ou la force (7;) que doit produire le moteur (j = 1,2,3) ou
I'actionneur prismatique (j = 4), on va utiliser le principe du travail virtuel représenté
par la relation suivante (en considérant un déplacement virtuel unitaire aux action-

neurs)
==Y (foc), ,+mlopl), j=1,..4 (2.141)
k
ou f; et my sont respectivement les forces et les moments exercés au CDM de chaque

corps.

2.5.2.1 Forces et moments exercés au CDM de chaque corps

Les forces exercées au CDM de chaque corps sont exprimées par
f, = —mpC, i + [0,0, - mkg]T (2.142)

ou g est l'accélération gravitationnelle et ou les accélérations des CDM sont présentées
aux équations (2.84), (2.92), (2.124), (2.132) et (2.138). Pour ce qui est des moments

exercés au CDM de chaque corps, ceux-ci sont exprimés comme étant

m; = —QuLQwr — wi X (QnLiQJwr) (2.143)
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Les matrices d’inertie I, étant exprimées dans le repere local de chacun des corps
k, doivent étre multipliées par une matrice de rotation Qp; qui fait le lien entre le
repere local de chaque corps et le repere fixe. Ainsi, les matrices de rotation des corps
Qr, les vitesses angulaires wy, ainsi que les accélérations angulaires wj, sont données a

I'intérieur de la section 2.5.1 (ou a 'annexe C).

2.5.2.2 Déplacements virtuels linéaires et angulaires du CDM de chaque

corps

Pour obtenir les déplacements virtuels linéaires et angulaires du CDM de chaque
corps associés au déplacement virtuel unitaire d’un actuateur j (60" = [1,0,0,0]”, 66* =
[0,1,0,0]7, 66° = [0,0,1,0]" et 60* = [0,0,0,1]7), il suffit de reprendre les équations de

wd»

= par des “0”.

vitesse et de substituer les

Or, en utilisant ’équation (2.60), on a que
5t = AT'B0O = [6p’T oR7)T,  j=1,..4 (2.144)

ou dp? = [0pl,0¢].0p1]". De plus, avec les équations de vitesse obtenues dans les

sections précédentes, pour les membres proximaux (i = 1,2,3), on a que

0Q), = —00E¢Qq, =123 et j=1,.4 (2.145)
0Q imati = QuQpdQ), =123 et j=1,.4 (2.146)
5cin,proximali = 5Q;T0w’imdli[Gproximali]Rpr'oxi7rLali’i: 17273 et -]: 17“‘74 (2147)
0P oimats = QuQpl667,00",  i=123 et j=1,.4 (2.148)
Concernant les membres distaux (i = 1,2,3), on a que
8¢ = Wk, j=1,.4 (2.149)
5Q. = 6(EQc, j=1,.4 (2.150)
0 —0pl o)
QY = YQ=| 5y 0 —0¢l |Q, j=1,.4 (2.151)
=0l 0pl 0
Ovile = QuoQlvilr,, =123 et j=1,.4 (2.152)

vl = Qi + Q[6vI]r, i=123 et j=1,.4 (2.153)
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ow!l = Q,Qs0Q) Qu,[Wilr.,, 1=123 et j=1..4 (2.154)

6th-smli = [5W{, (5wf X Vi) X w; + (W; X 5v{) X Wi + (W; X v;) X 5wf,
oWl X vi+w;x vl  i=123 et j=1,.4 (2.155)
6 yistati = OQlrarilGaistal i) Ryrnss =123 et j=1,.4 (2.156)
S pts = 5vg—5wg—5gogmmma“x (vi—w;), i =123 et j=1,..,4 (2.157)
. rT. .Sj. .
Kty = —staliidistali = =123 et j=1,.,4 (2.158)
Yyistal iV distal i
590zlistali = 5Q0?)roximali + kéistaliwh L= 17273 et ] = 17"'74 (2159>

Pour ce qui est des tiges de longueur [ (i = 1,2,3), on a que

_(RQ + lEF)(SCJ COSC

SN = ) L j=1,.4 (2.160)
0glle, = [0060], =123 ot j=1..4 (2.161)
[gsg} = SNEn[silr, ., =123 et j=1..4 (2.162)

[5(;;9“.]%2 = [0gllr,, + [087]r,, i=123 et j=1..4 (2.163)
0¢h, tige: = 0Q'Qy,[Grigeilr, +QQ, [0Gpeilr, i = 1,23 et j =1,..4 (2.164)
0@iger = QQ[0, —6N,07,  i=123 et j=1,.4 (2.165)

Pour la plate-forme, on a que

6Ghy = [0,0,00)7, j=1,.4 (2.166)
6c pp = 0QGpr+QOGL,, j=1,.4 (2.167)
Sphp = 0@, j=1,.4 (2.168)

Finalement, concernant ’actionneur prismatique, on a que

ocl p = 0QGp, j=1,.4 (2.169)
Sph = 0@l j=1,.4 (2.170)

En appliquant les résultats tirés des équations précédentes a l'intérieur de I’équation
(2.141) pour le calcul des couples aux moteurs (j = 1,2,3) et de la force requise a
l'actionneur prismatique (j = 4), on peut vérifier la validité des résultats trouvés en

effectuant un bilan d’énergie tel que montré a la section 1.6.4.
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2.6 Exemple de résultats

Considérons un mécanisme (dont 'allure est montrée a la figure 2.9) entierement
fait d’aluminium (la densité du matériau est p = 2700 kg/m?) soumis & une gravité
g = 9.81 m/s? dont les parametres de design sont les suivants (les unités de longueur,
d’angle, de masse et de temps sont respectivement le metre, le radian, le kilogramme

et la seconde) :

F1G. 2.9 — Allure du mécanisme parallele sphérique a 4 ddl.

— Pour la base: R =0.055, n; =0et §= 7.

— Pour les membres proximaux (voir la figure 2.10): R; = 0.050, oy = 7 et

Mprozimali = 0.011952875, i =1,2,3

(Gprovimal i Ryrogimars = 1 1072 [3.0941823,3.0941823,0]", i =1,2,3
3.6372267 3.1537961 0
Lyozimati = 1-107°| 3.1537961 3.6372267 0 4 =123
0 0 7.0752387

— Pour les membres distaux (voir la figure 2.10): Ry = 0.035, ap = 7, lgr = 0.005
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et

Maistar; = 0.0087720126, i=12,3

— 11072 [2.1385486,2.1385486,0)7, i=1,2,3
1.4643995 1.2210803 0
1.2210803 1.4643995 0 ,

0 0 2.7825987

[Gdistal 2] Radistal i

Idistali I- 10_6 1= 1,2,3
— Pour les tiges de longueur [: [ = 0.015 et r; = 0.003.
— Pour la plate-forme: r = 0.023, v; = 0, e, = 0.005, r; = 0.0025 et hy = 0.015.

— Pour I'actionneur prismatique: ro = 0.005, hy = 0.020, r3 = 0.0025 et hy = 0.015.

A Yproximal; Oou Ydistal;

R1 ou R2

épaisseur = 0.01

O/

0005&\_‘ Tprozimal; OU xdi'stali
<->(0.005

F1c. 2.10 — Modélisation des membres proximaux et distaux.

Or, pour une trajectoire du centre de la plate-forme O’ donnée par

6 = %sin(%)

§ = %(2)@5(27:)
b = oo ()sin(20
v = %sin(élt)

J = 2 () cos(a
b= 2T (42 sin(an

180

35
T&g sin(3t)
35T

180
—% (32) sin(3¢)

(3) cos(3t)

0.030 + 0.005 sin(8¢)
0.005 (8) cos(8t)

—0.005 (8?) sin(8t)



on obtient les résultats montrés aux figures 2.11 a 2.16. Il est a noter que la position
(Pprismatique); 1a vitesse (Pprismatique) €t I'accélération (pPprismatique) dut moteur de 'action-
neur prismatique ne sont pas tracées au niveau des figures 2.12 a 2.14 puisqu’elles sont
directement tirées de la trajectoire prescrite au centre de la plate-forme en définissant

h, h et h (voir I'équation (2.60)).
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Temps (seconde)

F1G. 2.11 — Trajectoire du centre de la plate-forme.

6 6.5

0.8

0.6 - I \
0.4

0.2

0 (rad) 0
-0.21

-0.4f

| |
0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 4.5 5 55

Temps (seconde)

FIG. 2.12 — Evolution des positions articulaires.
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0 (rad/sec) 0

Temps (seconde)

F1G. 2.13 — Evolution des vitesses articulaires.

| |
0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 4.5 5 55

Temps (seconde)

F1G. 2.14 — Evolution des accélérations articulaires.

| |
0.5 1 15 2 25 3 3.5 4 4.5 5 55
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FiG. 2.16 — Bilan d’énergie.
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2.7 Simulation dynamique sous ADAMS

Pour vérifier la validité des efforts obtenus par le principe du travail virtuel, on peut
modéliser le MPS4DDL sous ADAMS avec les mémes caractéristiques que I'on retrouve
a la section 2.6 et lui soumettre les vitesses aux moteurs présentées a la figure 2.13 et la
vitesse a ’actionneur prismatique donnée par h en fonction du temps. La figure 2.17(a)
illustre I'architecture du mécanisme a l'intérieur du logiciel ADAMS et les résultats

obtenus sont présentés a la figure 2.17(b).

En joignant sur un méme graphique les couples ou forces trouvés a partir des
équations analytiques (soit avec MATLAB) a ceux obtenus avec ADAMS, les figures
2.18 a 2.21 démontrent la concordance parfaite entre les résultats tirés avec le principe

du travail virtuel (MATLAB) et les résultats provenant du logiciel ADAMS.
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(b) Calcul des couples ou forces aux actionneurs avec ADAMS.

FiG. 2.17 — Exemple de résultats pour une trajectoire donnée avec ADAMS.
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TL MATLAB
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FiG. 2.18 — Couple au moteur 1.

|
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T2 MATLAB
T2 ADAMS
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2 25 3
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4

F1G. 2.19 — Couple au moteur 2.
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FiG. 2.20 — Couple au moteur 3.
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F1G. 2.21 — Force a 'actionneur prismatique.



Chapitre 3

Mécanisme hybride sphérique a 4

degrés de liberté

3.1 Modele géométrique

Ce mécanisme, noté MHS4DDL, est de type hybride puisqu’il est composé de deux
mécanismes connectés en série. Tout d’abord, on retrouve un mécanisme parallele
sphérique a 3 degrés de liberté, également nommé oeil agile, qui est tout-a-fait iden-
tique au mécanisme traité a l'intérieur du chapitre 2, mais ou il faut toutefois considérer
seulement les 3 degrés de liberté reliés aux moteurs sur la base (il faut donc éliminer
Ieffet de I'actionneur prismatique en considérant une hauteur constante pour la plate-
forme de l'oeil agile). Ainsi, le mécanisme est également de type sphérique puisque
I’architecture de 1'oeil agile implique que les axes de rotation des membres proximaux

et distaux, c’est-a-dire les vecteurs u; formant la pyramide de la base, les vecteurs w;
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ainsi que les vecteurs v; formant la pyramide mobile, passent par le centre géométrique
du mécanisme O (ou l'on retrouve une articulation sphérique passive reliant la plate-
forme de l'oeil agile a la base). Donc, le controle des 3 moteurs situés sur la base (les

angles 01, 0 et 05) permet d’orienter la plate-forme de 'oeil agile selon 3 angles d’Euler

o, 0 et 1.

De plus, au centre de la plate-forme de 'oeil agile, on retrouve un mécanisme de
translation a 1 degré de liberté qui permet a une seconde plate-forme (possédant la
méme orientation que la plate-forme de 'oeil agile) d’effectuer un mouvement de trans-
lation par rapport a la plate-forme de l'oeil agile. Ainsi, le controle du moteur situé
sur le mécanisme de translation (I’angle 64) permet d’obtenir une hauteur h désirée qui
sépare le centre de la seconde plate-forme du centre géométrique O’. Pour stabiliser
et contraindre cette translation a un mouvement dirigé selon l'axe z’, 3 mécanismes
a 2 barres, nommés stabilisateurs, sont disposés symétriquement entre les deux plate-
formes. La figure 3.1 illustre I'architecture du MHS4DDL.

Donc, la mise en série du mécanisme de l'oeil agile et du mécanisme de translation
permet un découplement complet entre les 3 degrés de liberté en rotation et le degré de
liberté en translation. Ainsi, on peut analyser de maniere indépendante la cinématique
reliée a l'oeil agile et la cinématique du mécanisme de translation. Par la suite, une fois
les équations du mouvement connues, il est possible de regrouper ces équations afin de

former les matrices jacobiennes du mécanisme hybride sphérique a 4 degrés de liberté.

3.1.1 Géométrie de 'oeil agile

L’oeil agile se compose d’une base, d'une plate-forme, de 3 membres proximaux et
de 3 membres distaux. Ainsi, toutes les équations présentées a l'intérieur des sections
2.1.1 et 2.1.3 s’appliquent respectivement pour la géométrie de la base et la géométrie
des membres proximaux. Toutefois, comme il sera présenté aux deux sections suivantes,
certaines modifications doivent étre apportées concernant la géométrie de la plate-forme
de Toeil agile et la géométrie des membres distaux. Pour visualiser la géométrie d'une
patte de 'oeil agile, on peut se référer a la figure 2.2 en arrétant la chaine cinématique
au niveau du point F; (cependant, en regardant 'allure des membres distaux sur la

figure 3.1, on doit considérer que le point F; est situé plus pres du centre géométrique
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F1G. 3.1 — Architecture du mécanisme hybride sphérique a 4 degrés de liberté.

O’ que le point E;).

3.1.1.1 Geéométrie de la plate-forme de ’oeil agile

Un repere mobile R/, ., ayant son origine O' centrée au centre géométrique du
mécanisme C' et dont I'axe 2z’ suit le vecteur O'Ppa (Ppa4 étant le centre de la plate-
forme de l'oeil agile) permet de définir I'orientation de la plate-forme. Ainsi, I'orientation
est donnée par la matrice de rotation Q de I’équation (1.5) ot les angles d’Euler autour

de x, y et z sont respectivement ¢, 0 et 1. Ainsi, la position du centre de la plate-forme
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de l'oeil agile est
Poa = ¢+ Q[poalr’ (3.1)

avec cette position, exprimée dans le repere mobile, qui est

[Poalr = [0,0,hoa]" (3.2)

Il est & noter que la hauteur du centre de la plate-forme ho 4 sera donnée a I’équation
(3.12) de la section 3.1.1.2. Or, en projetant le repere R’ dans le plan de la plate-forme
(qui est a une hauteur 2z’ = hp4), on obtient la géométrie présentée a la figure 3.2 ou les

points F;, i = 1,2,3, sont disposés de maniere symétrique sur un cercle de rayon ro 4.

Fi1G. 3.2 — Plate-forme de 1'oeil agile.

Dongc, en déterminant v;, on a que

Y2 = Mt 3 (3.3)
Bo= mt o (3.4)

et les points F; sont localisés par
fi=c+Qfilr, =123 (3.5)

avec

[flr = Qulfilr,, =123 (3.6)
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cosy; —siny; 0

Q, = Qz’|%. = | siny; cosy; O |, 1=1,2,3 (3.7)
0 0 1
[fZ]R,\/ = [TOA707h’OA]T7 1= 17273 (38)

3.1.1.2 Géométrie des membres distaux

La figure 3.3 montre 'orientation des vecteurs v; qui est donnée par l'angle (.
Contrairement au mécanisme présenté au chapitre 2 (ou la hauteur de la plate-forme
peut varier pour ainsi modifier I'angle (), 'angle { ne varie pas en fonction de la

trajectoire établie.

Poae
"~

hoal ¢

Fi1G. 3.3 — Membre distal.

Or, bien que la valeur de I'angle ¢ peut étre déterminée de maniere tout a fait
libre, en fixant adéquatement cet angle avec les parametres (3, ay et ao, des études
antérieures en [4] ont démontré qu’il est possible d’obtenir des configurations isotropes,
c’est-a-dire des configurations pour lesquelles la qualité de la transformation linéaire
entre le vecteur des vitesses aux moteurs et le vecteur des vitesses angulaires a la plate-
forme est parfaite, ce qui permet d’obtenir une précision de positionnement optimale.
Donc, parmi les différentes combinaisons proposées dans [4], en voici une qui offre de

bonnes performances

X = 1 = Qg = (39)
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f = asin <2—\3/§ sin %) (3.10)

- 3 (3.11)

ou l'angle y est compris entre chacun des cotés de la pyramide de la base formée par
les vecteurs wu; (voir la figure 3.1). L’équation (3.10) montre la relation géométrique
directe entre I'angle ( et y, ce qui permet en fixant 'angle x a 90° d’avoir les vecteurs
u; orthogonaux entre eux. De plus, en raison de 'équation (3.11), il y a également

orthogonalité entre les vecteurs v;.

Ainsi, en connaissant I'angle ( et en fixant le rayon de la plate-forme de 'oeil agile,

noté rpa, on obtient par géométrie que

(3.12)

Or, le vecteur unitaire v; allant dans la direction de O’ a F; (les points O', F; et E;

étant sur la méme ligne) est

vV, = Q[Vi]R’7 1= 1,2,3 (313)
ol
[Vi]R/ = Q%QC[VZ']R@ 1= 17273 (314)
avec
cos¢ 0 sin(
Q = Q= o 1 o0 |, =123 (3.15)
—sin¢ 0 cos(
Vilg, = 001", =123 (3.16)

et les points E; sont localisés par

e =cCc+ RQVi, 1= 1,2,3 (317)

3.1.2 Géométrie des stabilisateurs

Entre la plate-forme de l'oeil agile et la seconde plate-forme, on retrouve 3 sta-

bilisateurs ou chacun est formé de 2 membrures (la premiere membrure de longueur
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[y, reliant les points Sy; et Sy, la seconde membrure de longueur [, allant des points
Sa; & S3;) ayant des liaisons rotoides passives a leurs extrémités. La figure 3.4 illustre
I'architecture des stabilisateurs (pour faciliter la visualisation, 3 plans ombragés sont
dessinés pour indiquer I'orientation des plans x'2', x., 2., et x, 2, en considérant que les
, L . o . .
axes 2, z,, et z. sont orientés dans la méme direction et le méme sens). Ainsi, chaque
stabilisateur ¢ est un mécanisme plan a 2 barres évoluant dans le plan z, z.,. Disposés
de maniere symétrique, ces stabilisateurs contraignent la plate-forme du mécanisme a
un mouvement de translation dirigé selon ’axe 2z’ du repeére mobile R’. Il est a noter que
la présence de seulement 2 stabilisateurs est nécessaire pour contraindre le mouvement
de la plate-forme selon 'axe 2/, et que le troisieme stabilisateur est uniquement présent

pour assurer une meilleure stabilité.

2o = 2y =2 A
P rss Sgi
7~ 7 o
% 3
S .
l>\1 \ 2 L,
Ys; S 1
TSl e S
h E
oA i
Foats B
hSl ‘ i
h
OA\C y’Yz
v : g 3:71’
o' g
Vi /
sy v

F1G. 3.4 — Géométrie des stabilisateurs.

Ainsi, en orientant le premier stabilisateur selon un angle ¢; par rapport a I'axe z.,,

on obtient par symétrie que

2

G = §1+§ (318)
47

G = §1+? (3.19)
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et la matrice de rotation du repere R, par rapport a R, est

cosg; —sing 0

singg; cosg; O |, 1=1,23 (3.20)
0 0 1

Qq = sz

Si

En fixant les distances rg; et hg; de maniere a positionner les points S7; dans le
repere R, par

[sulr., = [rs1.0.hs1]”, =123 (3.21)

et sachant que les points Ss; sont situés a une distance rgz et une hauteur h (h est

variable selon la trajectoire choisie), ce qui donne
[S3i]R<i = [TS?nO?h]Ta 1= 17273 (322)

alors chaque stabilisateur devient tout simplement un mécanisme passif a 2 degrés de
liberté ou les points Sy; et Ss; sont connus. Ces points sont localisés dans le repere fixe

par

S1; = C+ QQ%‘QQ [Sli]Rw =123 (3‘23)
Szi = C+ QQ'YiQ§i [S3i]R<i’ 1=123 (3'24)

Ainsi, pour déterminer la position de chaque point Ss;, on doit résoudre le probleme
géométrique inverse relié a un mécanisme a 2 degrés de liberté en déterminant 'angle \q
qui est identique pour i = 1, 2 et 3 (puisque les 3 stabilisateurs ont les mémes longueurs
[, et ly,). En adoptant la procédure présentée a la section 1.2 du chapitre 1, on peut

représenter sous forme vectorielle dans le repere R, que
Vilr,, = [sailr,, — [sulr, — Wz, =123 (3.25)

avec

[uA]R% = I, [cos A1,0, sin A{]7, i=1.2,3 (3.26)

Ainsi, les vecteurs [uA]R% et [VA]R%_ vont respectivement des points Si; a So; et des

points Sy; a S3;. En prenant le carré de la norme de [V)\]Rgi, on obtient

Vil Walr, =B, = ([sailr,, — [suilr,, — [wr,,)" ([sai]=,, —
[Su]']zgi — [11)\]73%_), 7= 1,2,3
3, = (sslr, — [sulr,) (ssilr, — [sulr,) —

2([ssilr,, — [sulr,) wilr, + 13, =123 (3.27)
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De plus, en considérant les vecteurs unitaires suivants

e.. = [1,0,0]" (3.28)

St

e, = [0,0,1]F (3.29)

I’équation (3.27) devient sous la forme

Klz’ COS >\1 + KQZ' sin >\1 + K3Z' = 0, 1= 1,2,3 (330)

avec
Kli = 2([531']72% — I:Sli:lei)Tl)\lexgi’ Z = 1,2,3 (331)
Koy = 2(ssilr,, — [sulr,) Ines,, =123 (3.32)

K3 = 13, — 13, — ([ssilr,, — Isulr,,) ([ssilw,, — [sulr,), =123 (3.33)

En utilisant les identités

1—¢2

= —1 ' =1,2,3 3.34
COS Aq T ) 2, ( )
) 2t; )
sin\; = T i=1,2,3 (3.35)
avec
A ,
t; = tan 5 ) 1= 1,2,3 (3.36)
on trouve la relation
[~ Ky + Kilt? + 2Kyt + [Ki + K] =0,  i=123 (3.37)

ce qui implique que

2K 4 \/(2K0)? — 4(— K1 + Kay)(Kuy + K
f= " V(2R — 4K+ K (K 3), i=123 (3.38)
2(— Ky + K3)

Ainsi, 'angle recherché \; est

A = 2atan(t;), =123 (3.39)

Or, pour éviter les interférences mécaniques, on choisit le signe devant le radical de
I’équation (3.38) comme étant positif pour i = 1, 2, 3. Une fois que 'angle A; est connu,

celui-ci permet de localiser les points Sy; dans le repere R, avec

[sailr., = [S1ilr, + I fcos A0, sin )7, i=123 (3.40)
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et on obtient dans le repere fixe que

S9; = C + QQ%QQ [SQi]qu, 1= 1,2,3 (341)
Pour évaluer I'angle A\, on a que

)\2 = atan2 [(53iz§_ - 82&(_),(532‘%_ - 52i1<_ )} y 1= 1,2,3 (342)

3.1.3 Géométrie du mécanisme de translation

Avec les stabilisateurs qui contraignent la plate-forme du mécanisme a bouger uni-
quement le long de I'axe 2/, le mécanisme de translation a 1 degré de liberté, illustré a la
figure 3.5(a), consiste en deux membrures de longueur I5 et [3 allant respectivement des
points P; a P, et des points P, a P, ou 'on retrouve une articulation rotoide motorisée
en P; et des articulations rotoides passives en P, et P,. Pour simplifier la modélisation,
on va considérer que le point P, correspond au centre de la plate-forme, soit un point
également noté P sur la figure 3.4 (donc, on a que Py = P). Puisque les points O’, P;
et P, sont toujours positionnés sur I'axe 2/, il est possible d’évaluer 'angle 6, controlé
par le moteur au point P, qui est formé entre 'axe 2’ (ou l'axe z¢) et la membrure
P, Py de maniere a obtenir la hauteur A de la plate-forme désirée par rapport au centre

géométrique O'.

D’autre part, il est a noter que le point P; est situé a une distance [; du centre
géométrique O’ et que, normalement, cette longueur /; est un parametre fixé comme
étant supérieur a la hauteur du centre de la plate-forme de l'oeil agile hpa (voir
I'équation (3.12)). De plus, afin d’augmenter la rigidité du mécanisme de translation,
il est préférable de fermer la chaine ouverte P; P, Py en lui ajoutant deux autres mem-
brures, ayant des articulations rotoides passives a leurs extrémités, de longueur [, et I3
allant respectivement des points P; a P3 et Py a P, (ce qui permet d’avoir une chaine

fermée symétrique par rapport a l'axe z¢).

De plus, ce mécanisme de translation est orienté selon un angle £ mesuré par rap-
port a l'axe z,, c’est-a-dire I’axe qui sert a indiquer le plan de mouvement du pre-
mier stabilisateur. De cette facon, il est facile d’orienter successivement les mécanismes
qui composent le MHS4DDL et voici une breve récapitulation pour orienter tous ces

différents reperes: le repere mobile étant orienté par rapport au repere fixe, on oriente
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(a) Géométrie du mécanisme. (b) Orientation par rapport aux autres reperes.

Fi1G. 3.5 — Mécanisme de translation & 1 ddl.

d’abord le point F; de la plate-forme de l'oeil agile selon un angle v; par rapport
au repere mobile (les points Fy et Fj sont orientés par symétrie), puis on oriente le
premier stabilisateur de l'oeil agile selon un angle ¢; par rapport a la plate-forme de
loeil agile (les deuxieme et troisieme stabilisateurs étant orientés par symétrie), et on
oriente finalement le mécanisme de translation selon un angle £ par rapport au premier

stabilisateur.

Donc, en tournant autour de ’axe z., d'un angle £, la matrice de rotation du repere

R¢ par rapport au repere R, est
cosé —siné 0

siné cosé 0 (3.43)
0 0 1

Q§ = ngl

£:

et on détermine la position des points P; a P, du mécanisme de translation dans le

repere Re par

iz, = [0,0.0]" (3.44)
[Polr, = [Pilre +12[sin 04,0, cos0]" (3.45)
s, = [P1lre + la[—sin 6,0, cos6,)" (3.46)
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[P, = [0,0,4]" (3.47)
Ainsi, dans le repere fixe, on localise ces 4 points avec la relation suivante

pi =cCc+ QQ'n Q. Qﬁ[pi]RU i=1,.4 (348)

3.1.4 Géométrie de la plate-forme du mécanisme hybride

A la section 3.1.1.1, en définissant 'orientation de la plate-forme de 1'oeil agile avec
I’'aide de 3 angles d’Euler, on se trouvait a définir par la méme occasion 'orientation
de la plate-forme du MHS4DDL puisque celle-ci ne peut qu’effectuer un mouvement de
translation dans une direction perpendiculaire au plan de la plate-forme de 'oeil agile,
c’est-a-dire selon l'axe 2. Puisque la distance séparant le centre de la plate-forme du

mécanisme hybride P et le centre géométrique O’ est notée h, alors on a que

p =c+ Q[plr (3.49)
avec la position du centre de la plate-forme dans le repere mobile qui est

[plrr = [0,0,A]" (3.50)

De cette facon, on définie l'orientation et la position de la plate-forme du mécanisme

hybride en spécifiant le vecteur suivant

€ = [¢,0,0,h)" (3.51)

3.2 Probleme géométrique inverse

3.2.1 PGI du mécanisme de I’oeil agile

En imposant une orientation a la plate-forme de 1'oeil agile, il est possible de
déterminer la position angulaire des moteurs #,, 05 et #3. Pour ce faire, le contenu
de la section 2.2 s’applique entierement pour la résolution du PGI du mécanisme de
'oeil agile. Il est a noter qu’avec 2 solutions pour chaque angle ; (i = 1,2,3), l'oeil agile

peut adopter 8 configurations différentes pour une méme orientation de la plate-forme.
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3.2.2 PGI du mécanisme de translation

En regardant la figure 3.5(a), on peut établir par géométrie que

h =1, +1ycos0, + l3cos? (3.52)

Or, puisqu’on a que
2 = (Iscos®)” + (lysinf,)? (3.53)
lscosty = =4\/13 — 1%sin® 6, (3.54)

alors, en prenant le signe positif devant le radical de I’équation (3.54), la substitution

de cette équation dans ’équation (3.52) donne la relation suivante
h =1, +lycosfy + /13 — [3sin? 0, (3.55)

ol la hauteur h est uniquement exprimée en fonction de la variable angulaire 6, et des

distances [1, [> et [3. En manipulant cette derniere équation, on obtient que

12— Bsin?0; = (h—1 —lycosb,)’
l§ — lg sin?0, = K%+ l% + lg cos? 0, — 2hly — 2hly cos B, + 2115 cos b,

0 = R*+ 12 +12 13— 20l + (21115 — 2hiy) cos b,
—h* =13 — 13413+ 2hl,

0 3.56
cosv 2yl — h) (3:56)
ce qui implique que la position angulaire du moteur est donnée par
—h%* =12 — 13413+ 2hly

0, — 1 2773 3.57
1 = acos < 20y — 1) ( )

Pour évaluer la valeur de 'angle ¥, il s’agit d’utiliser I’équation (3.54), ce qui donne

12 — 3sin%0
Y = acos ( > l2 4) (3.58)
3

3.3 Equations de vitesse

3.3.1 Equations de vitesse du mécanisme de 'oeil agile

La principale différence entre les équations de vitesse du mécanisme de 1'oeil agile

et celles développées a la section 2.3 du chapitre 2 est que, pour l'oeil agile, les vecteurs
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[Vi]®r ne varient pas en fonction du temps puisque l’angle ¢ de la pyramide mobile reste

constant (revoir I’équation (3.11) et les figures 3.1 et 3.3). Ainsi, il faut considérer que

¢ = ¢=0
[VZ]R/ - [VZ]R/ - 0, Z - 1,2,3

(3.59)
(3.60)

Dongc, en se référant a ce qui a été developpé au chapitre 2 et en dérivant par rapport

au temps I’équation (2.37), on obtient

W2V1+W2Vz:0; 221,2,3

avec
W, = Q,,QpQ0,Qu, [Wilr,,, =123
ol
Qi = —0EQp, =123
0O 0 0
Ey, = 0 0 1
0O -1 0
ct

Vi = Q[Vi]R’v 1= 17273

(3.61)

(3.62)

(3.63)

(3.64)

(3.65)

otl Q est exprimée & Iéquation (1.56). Donc, en revenant & I'équation (3.61), on a que

(_éiQﬁiQﬁEGQeiQal [Wi]Ral) v+ wi - (QQ[vilr) =
_éivz‘TQmQﬁEGQGiQal [Wi]’Ral + WZTQQ[W]R' =

et puisque

0, =123
0, =123 (3.66)

w!QQvir = wi|w x (Q[vilr)], 1=1,2,3 (3.67)

(2

= [(Qvilr) x wi]"w, i=123 (3.68)

alors on obtient la relation suivante qui lie les vitesses angulaires de la plate-forme de

I'oeil agile aux vitesses angulaires des moteurs

(Qvilr) x wil"w = [v] Q,, QsE¢Qo, Qa, [Wilr,,, 16:,

i=123 (3.69)
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3.3.2 Equations de vitesse du mécanisme de translation

A partir de I'équation (3.55), on peut dire que

12 sin 0, cos 040,

13 — 13sin? 6,

—l2 sin 9494 —

12 sin 04 cos 0,
V13 — I3sin? 0,

ce qui met en relation la vitesse de la hauteur désirée h en fonction de la vitesse

0, = kb, (3.70)

= —lg sin 64 —

angulaire du moteur 0, et d’une variable k qui dépend de la valeur de I’angle 64. Une
fois la vitesse angulaire 0, connue, on peut dériver ’équation (3.48) afin d’évaluer les

vitesses des différents points du mécanisme de translation avec

pi = QQ’YlQQQf[pi]Rg + QQ’Y1Q§1Q£[pi]R§> 1= 17"'74 (371)

ou, en dérivant les équations (3.44) a (3.47), on a que

[Dilg, = [0,0,0]" (3.72)
[pz]Rg = 94E£p2([P2]R§—[p1]R§) (3.73)
[pg]Rg = 94E£p3([P3]R§—[p1]R§) (3.74)
Dl = [0,0A]" (3.75)
[0 0 1]
Eg;p = | 0 00 (3.76)
| -1 0 0|
[0 0 —1]
Ee,, 00 0 (3.77)
(10 0 |

Pour déterminer la vitesse angulaire 0, il suffit de dériver I’équation (3.52), ce qui

implique que

19 _ —h — l2 sin 946)4

lg sin (378)
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3.3.3 Combinaison des équations de vitesse

En combinant les équations (3.69) et (3.70) sous une forme matricielle ou t =

[wT AT et @ = [01,02,05,04)7, on trouve que

At =B#@ (3.79)
avec _ -
(Q[vi]r) X Wl]T 0
T
A— [(Q[va]r/) x W2]T 0 (3.80)
[(Q[valr) x w3]" 0
I 0(1x3) 1]
[ v7Q,, QsE0Qo, Qu, Wilr., 0 0 0]
B — 0 Vanz QﬁEGQGQ Qal [WQ]Roq 0 0 (381)
0 0 viQ,QsE«Qu,Qu, [Wslr,, 0
_ 0 0 0 k|

Or, en considérant la relation entre les vitesses angulaires w et les vitesses des angles

d’Euler, on peut écrire que

v, | 10 smd 0[]
¢ — wy | _ 0 cos¢p —singcost 0 9 _ e (3.82)
W, 0 sing cos¢cosf 0 Y
h 0 0 0 1| | A
et I"équation (3.79) devient sous la forme
ASé = BO (3.83)

Cette derniere équation met en relation les vitesses des 4 degrés de liberté du
mécanisme hybride sphérique (gb, 0, i et h) avec les vitesses qui sont requises aux
actionneurs pour effectuer la trajectoire prescrite (91, 92, 93 et 94). On remarque le
découplage entre, d'une part, les 3 premiers degrés de liberté et, d’autre part, le degré
de liberté en translation. Afin de s’assurer que les expressions des matrices A, B et S

sont exactes, on peut se servir de la procédure indiquée a la section 1.3.1.
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3.4 Equations d’accélération

En dérivant I’équation (3.83), on trouve que les vitesses des actionneurs sont données

par

6 = B7'[(AS + AS)é + ASé — BO) (3.84)
[ [{(@lviJr) x w}+ (@) x )]0

A = | {@QVaIr) x W)+ {(Qlvalw) x ¥eal] 0 (3.85)
{(Qlvslr) x ws} + {(Q[vslr) x Ws}| 0
L 0(1><3) 0_
By, 0 0 0]

. 0 By 0 0

B = 0 0 Bu 0 (3.86)
00 0 k|

g _ _Sl(3><3) O@3x1) (3.87)
| Oaxs)  Oaxy

Bi = v{Q,QsEoQs,Qu, [Wilr.,+ V] Q) QsEsQp, Qa [Wilr..,,i = 1,23 (3.88)
S; = voir équation (1.78) (3.89)

13sin? 0 20,6
120, (cos? 0y — sin?0,)\/12 — 13 sin® 0 + 222 4COS2; 4
sin® 04

iC = —120089494 l lsm 0 (390)
37 b2 4

Pour déterminer l'accélération des vecteurs u; (des vecteurs constants), v; et w;, on a

que
= 0, =123 (3.91)
Vv, = Qvir, =123 (3.92)
W, = Q,QuQ0Qu [Wilr,,, =123 (3.93)

ot Q est indiquée & 'équation (1.87) et

Qo = —6,E4Qq, + PEgEgQy,, =123 (3.94)
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Au niveau du mécanisme de translation, on détermine l’accélération des points en

dérivant les équations (3.71) a (3.75), ce qui implique que

pz = QQ’thle[pi]Rg + 2QQ’Y1Q§1Q§[pi]R5 + QQ71Q§1Q€[ﬁi]R§> L= 17"'74 (395)

avec

b1z, = (0,007 (3.96)
Balp, = 01, (Palre — [Pilre) — 03 ([Polr, — [P1)R.) (3.97)
Bsl, = 01Bep, ([Pslr, — [Prlre) — 01([Ps]r, — [P1)=,) (3.98)
Balp, = [0,0,4]" (3.99)

et 'accélération angulaire ¥ est donnée en dérivant ’équation (3.78), ce qui donne

—h — Iy(cos 0402 + sin 040,)]l5 sin 9 — Ig cos 99[—h — Iy sin 046,]
13 sin* 9

P

(3.100)

3.5 Dynamique

L’objectif de cette analyse est de calculer les couples qui sont requis aux actionneurs
du MHS4DDL afin d’effectuer une trajectoire prescrite au centre de la plate-forme
du mécanisme hybride. Donc, apres avoir obtenu les équations de positionnement, de
vitesse et d’accélération, on peut poursuivre I’analyse en modélisant chaque partie du
MHS4DDL. Par la suite, il sera possible d’évaluer ces couples avec l'utilisation du

principe du travail virtuel.

3.5.1 Modélisation

Le mécanisme hybride sphérique a 4 degrés de liberté se compose des 18 corps
k suivants: 3 membres proximaux (notés proximal 1, proximal 2 et proximal 3), 3
membres distaux (notés distal 1, distal 2 et distal 3), la plate-forme de 1'oeil agile (notée
PFOA), 2 membrures pour chaque stabilisateur ¢ allant des points Sy; a Sy; (notées
511521, S12592 et S1353) et des points So; & S3; (notées So1S551, S92532 et Sa3S33), 4
membrures pour le mécanisme de translation allant des points P; a P, (notée Py P),

P, a P, (notée P,P), P, a Py (notée P, P3) et Py a Py (notée P,P3), et la plate-forme
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du mécanisme (notée PF'). Notons, pour simplifier I'analyse, que tous les corps ont la

méme densité p et qu'on néglige le poids et I'inertie des articulations.

3.5.1.1 Modélisation de ’oeil agile

Pour la modélisation des 3 membres proximaux et des 3 membres distaux, on a qu’a
se référer aux sections 2.5.1.1 et 2.5.1.2 présentées au chapitre 2. Toutefois, concernant
la plate-forme de 'oeil agile qui se réfere au contenu de la section 2.5.1.4, il faut ap-
porter quelques modifications a l'intérieur de cette section au niveau de la notation
des différentes variables (pour ne pas créer de confusion entre la plate-forme de 'oeil
agile, notée PFOA, et celle du mécanisme hybride, notée PF). Ainsi, il faut substituer
tous les indices PF par PFOA, puis substituer les variables h par hpa (ol hpa est un
parametre constant calculé a ’équation (3.12), donc hoa = hoa = 0), r par ro4 et e,
par e, ,. De plus, puisque la variable h; relie le dessous de la plate-forme de 'oeil agile

au centre géométrique O, on a que

hi = hos — =24 (3.101)

3.5.1.2 Modélisation des stabilisateurs

Chaque stabilisateur est composé de 2 tiges (la premiere de longueur [, et la seconde
de longueur [,,) et on va se référer aux équations développées a la section 2.5.1.3 pour
modéliser ces tiges. Pour évaluer la masse, l'inertie et les matrices de rotation des
reperes Ry, et R, par rapport au repere fixe, la section D.1 de 'annexe D présente

ces calculs.

En regardant la figure 3.4, on peut associer a chaque tige de longueur /), un repere
R, ayant son origine en Sy; ou l'axe x,, suit la direction de Sy; a Sy; et 'axe y,, suit
la direction de l'axe y,. De méme, pour chaque tige de longueur l,, on peut associer
un repere R, ayant son origine en Sy; ou l'axe x), suit la direction de Sy a Ss; et
I'axe y,, suit la direction de 'axe y.,. Ainsi, puisque chaque tige S1;52; tourne selon
une vitesse —\; autour de l'axe Yy, (ou de l'axe y.,) et que chaque tige Sy;S3; tourne

selon une vitesse —\y autour de 'axe y,, (ou de 'axe y, ), alors les vitesses angulaires
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et les accélérations angulaires sont

wSuSgi = QQ%QQ [07 - }\lvo]Tv 1= 17273 (3102)
wsusm = QQ%QQ [07 - j\lao]T + QQ%Q% [O, — .).\1,0]T, 1=1,2.3 (3103)

w52i53i = QQ%QQ [07 - }\270]717 1= 17273 (3104)
w52i53i = QQ%QQ [07 - }\270]T + QQ%QQ [07 - 5\270]T7 1= 1,2,3 (3105)

Afin d’établir la valeur de 5\1, 5\1 , 5\2 et 5\2, on peut se référer au développement effectué
a la section 1.5. Ainsi, puisque chaque stabilisateur 7 est un mécanisme plan a 2 barres,

on a que

83i,. = Sii,. +Ixn cOs AL+ 1y, cOS Ay, 1=1,2,3 (3.106)
83, = Sl + Iy sin A+ [y, sin A, 1=1,2,3 (3.107)

En dérivant par rapport au temps les équations (3.106) et (3.107), on obtient sous une

forme matricielle la relation suivante

sinh —lysind ] [ i, — b
A1 SIIL A Ao SII 2:| |: 1:| _ |:83T<¢ 51‘"”% :|’ 12172’3 (3108)

Ay $3i.. — Slin_
D, X, = @, i=123 (3.109)

[n,cos A1 1y, cos Ay

ol, en dérivant les équations (3.23) et (3.24), on a que

s = QQ,,Qqlsulr, + QQ,,Qq [Sulr,,, =123 (3.110)
S5 = QQ,,Qqlssilr, + QQ,,Qc[S3ilr,,, =123 (3.111)
avec
ulg. = [0,00", =123 (3.112)
3. = [00]7, =123 (3.113)

Du systeme présenté a I’équation (3.109), on peut tirer la valeur de A1 et A pour ¢ =
1,2,3 (la solution étant identique pour chaque stabilisateur i), ce qui permet d’évaluer

en dérivant 1'équation (3.41) que

S = QQ,,Qq [s2ilr, + QQ,,Qq [$2i]r,,, =123 (3.114)
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ou
S2lr, = ME([sailr, — [sulr.), i=123 (3.115)
00 —1
E. = |00 0 (3.116)
10 0

Or, sachant que

Bl = [0007, =123

Bale, = 0,047, i=123
S, = QQ..Q [s1i]r,, + 2QQ,,Q., [S1i]r,, + QQ4, Qg 81w, 1 = 1,2,3
& = QQ,Qqlssilr, +2QQ,, Q. [$3ilr., + QQ,, Q. [83ilr.,,i = 1,2,3 (3.120

3.117
3.118

(3.117)
(3.118)
(3.119)
(3.120)

en dérivant le systéme de I’équation (3.109), on trouve que les accélérations angulaires

5\1 et 5\2 sont données par

avec
. D)
X, = | '], i=123 (3.122)
. A2

S3ing, — Sliag,

q = ] i=1.23 (3.123)

83i, — Slis,

. —M\ 1 M =Ml A
D, — IMEORAL A2 EOR A 193 (3.124)
—)\1 l>\1 sin )\1 —)\2 l)\2 sin )\2

ce qui permet également de trouver que

Balr, = MEc([s2ilr, — [sulr.,) — Af([s2ilr, — [sulr.,), =123 (3.125)
§2i = QQ%QQ [SQZ']R;Z- + 2QQ’YZ Q(i [SQZ]RgZ + QQ%QQ [SQZ]RQ)Z = 17273 (3126)

Concernant la position, la vitesse et 'accélération du CDM de chaque tige évaluées

dans le repere fixe, on peut établir que

1
Cm $1;S2 — i(sli + S2z’)7 1= 1,2,3 (3127)
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. 1
Cm S1:82 = 5
. 1
Cm $1;82 — 5

Cm 8283 = 5
émszisai - 5

Cm 8283 = 5

(815 + S2i), 1=1,2,3

(81 + 82), 1 =1,2,3

1
(Sgi + Sgi), 7= 1,2,3

1
(S2; + $31), 1 =1,2,3

(S2Z + égi), Z - 1,2,3

3.5.1.3 Modélisation du mécanisme de translation

(3.128)

(3.129)

(3.130)
(3.131)

(3.132)

De facon similaire aux stabilisateurs, on modélise le mécanisme de translation par

des membrures. La section D.1 de 'annexe D présente les équations pour évaluer la

masse, la matrice d’inertie évaluée au CDM et les matrices de rotation des repéres

liés aux membrures par rapport au repere fixe. Pour définir la position, la vitesse et

I'accélération du CDM de chaque membrure évaluées dans le repere fixe, on a que

Cm PP,
Cm PP,

Cm PP,

Con PyPy
Cm PyPs

Cm PPy

Cm PP
Cm PP

Cm PP

Cm P,Ps

1
= §(P1+P2)
1 . )
= §(P1+p2)

1. . ..
= §(P1+P2)

1
= 5(134 +p2)

1,. )
= §(P4 +p2)

1 . ..
= §(P4+p2)

1
= §(P1+P3)
1,. )
= §(P1+p3)

1. . ..
= §(P1+P3)

1
= §(p4 +ps3)

(3.133)
(3.134)

(3.135)

(3.136)
(3.137)

(3.138)

(3.139)
(3.140)

(3.141)

(3.142)
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) 1. )
Crm PPy = §(P4 + P3) (3.143)
. 1. .
Cm PyP; — §(p4 + p3) (3144)

puis, on détermine les vitesses angulaires et les accélérations angulaires de chaque corps

avec
Wpp = QQ’H Q§1 Q£ [0794a0]T (3145)
wPlPZ = QQ’Yl Q§1 Q§[0794?0]T + QQ’n Q§1 Q£[07é4a0]T (3146)
wpp, = QQy,Q,, Qcl0, — 9,0)" (3.147)
szle = QQ’H Q§1 Qf[ov - 19’0]71 + QQ’n Q§1 Q£[07 - 1.9-70]71 (3148)
wpp, = QQyQqQel0, — 0,,0]" (3.149)

wP1P3 = QQ’H Q§1 Q£[07 - 9490]T + QQ’yl le Q£[07 - 9.4,0]T (3150)

wpr, = QQy,Q, Qe[0,0,01" (3.151)
@rp, = QQyQ,Qe0.0,0" + QQ,, Q. Qe[0,9,0]" (3.152)

3.5.1.4 Modélisation de la plate-forme du mécanisme hybride

La section D.3 de 'annexe D présente une modélisation simplifiée de la plate-forme
du mécanisme hybride (qui peut s’avérer dans la réalité une forme géométrique assez
complexe), soit en modélisant celle-ci par un disque (les expressions pour évaluer la

masse et 'inertie sont indiquées a la section D.3).

L’orientation de la plate-forme est donnée par la matrice de rotation Q (voir I’équation
(1.5)) du repere mobile R/, par rapport au repere fixe. Or, on localise le CDM dans
le repere mobile avec

Gpr = [Gpra,Gppy,Gpr )" (3.153)
ou les positions Gpr . et Gpp, sont des parametres constants tandis que la position
selon 2/ (Gpp /) dépend de la hauteur h. Ainsi, on tire que la vitesse et 'accélération

de ce solide exprimées dans le repere mobile sont

Gpr = [0,0,AT (3.154)
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Gpr = (0,007 (3.155)

Dong, la position, la vitesse et 'accélération du CDM de la plate-forme exprimées dans

le repere fixe sont

Cnpr = C+QGpp (3.156)
¢mpr = QGpr+ QGpr (3.157)
émpr = QGpp+2QGpr + QGpp (3.158)

De plus, la vitesse angulaire ainsi que ’accélération angulaire sont respectivement

Wpp = W (3.160)

3.5.2 Principe du travail virtuel

Pour calculer le couple (7;) que doit produire le moteur j, on va utiliser le principe
du travail virtuel représenté par la relation suivante (en considérant un déplacement

virtuel angulaire unitaire pour chaque moteur j)

==Y (ffoc),  +mlip]), j=1..4 (3.161)
k

ou f;, et my sont respectivement les forces et les moments exercés au CDM de chaque

corps.

3.5.2.1 Forces et moments exercés au CDM de chaque corps

Les forces f;, et moments m;, exercés au CDM de chaque corps k sont exprimés par

f, = —muéni+[0,0, — myg)” (3.162)
m; = —QunLQhwr —wi x (QnIQFwk) (3.163)

ou g est I'accélération gravitationnelle. Concernant les expressions pour chaque corps de
la masse, 'accélération, la matrice d’inertie, la matrice de rotation, la vitesse angulaire

et I'accélération angulaire, celles-ci sont présentées a l'intérieur des sections précédentes.
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3.5.2.2 Déplacements virtuels linéaires et angulaires du CDM de chaque

corps

Pour obtenir les déplacements virtuels linéaires et angulaires du CDM de chaque

corps associés au déplacement virtuel angulaire unitaire d'un actuateur j (60" =
[1,0,0,0]7, 66* = [0,1,0,0]7, 60° = [0,0,1,0]" et 60* = [0,0,0,1]7), il suffit de reprendre

les équations de vitesse et de substituer les “%” par des “0”.
Or, en utilisant ’équation (3.79), on a que
5t! = AT'B60’ = [0’ 5K, j=1,.4 (3.164)
olt ¢/ = [0¢],0¢7 0pl]". Avec les équations de vitesse obtenues dans les sections

précédentes, pour les membres proximaux (i = 1,2,3), on obtient les équations (2.145)

a (2.148). Concernant les membres distaux (i = 1,2,3), on a que

0 —d0pl by

QN = Q= 5y 0 —0¢l |Q, j=1,..4 (3.165)
=0yl 0pl 0
vl = Qvilr, =123 et j=1,.4 (3.166)
swl = Q,Qs0Q) Qu,[Wilr,,, =123 et j=1,.4 (3.167)
5lei8m” = [5w§, (5wg X Vi) X W; + (w; X 5vg) X wW; + (W; X v;) X 5wg,
Swl X vi+w;xovi], i=123 et j=1,.4 (3.168)
6¢ yistati = OQlrarilGaistalilRyrnss =123 et j=1,.4 (3.169)
Shistari = OVI—O6W!—=0) s X (Vi—w;), i =123 et j=1,.4 (3.170)
j rg'tl'sé'tl'
Kty = —stalidistali =123 et j=1,..,4 (3.171)
Yiistal iV distal i
5cpzlistali = 5“0??roximali + kéistaliwh L= 17273 et j = 17"'74 (3172>

Pour la plate-forme de 'oeil agile, on a que
6c) proa = 0Q'Gproa, j=1,.4 (3.173)
0Phroa = 0@, j=1..4 (3.174)

Pour les stabilisateurs (i = 1,2,3), on a que

sl = [0.007, i=123 et j=1..4 (3.175)

St
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[55%2}& = [0,0,607)7, i=123 et j=1,.4 (3.176)
osl, = 0QQ,Qq[sulr, +

QQ, Q. [6sl]r,, i=123 et j=1..4 (3.177)
55%2‘ = 5QJQ% Q(i [S3i]73<i +
QQ, Q. [0sh]r,, =123 et j=1..4 (3.178)
, 553];-96 - 581];-96 , .
q = i S, =123 et j=1,.4 (3.179)

J o 8ed
5531-2% 551%

X! = Dilq/, i=123 et j=1,.4 (3.180)

N = X, i=123 et j=1,.4 (3.181)

ON, = XL, i=123 et j=1,.4 (3.182)

[55%472% = OME([salr, — [Sulr.). =123 et j=1..4 (3.183)
sh = 6Q'Q.,Q[silm,, +

QQ, Q. [s)lr,, =123 et j=1,.4 (3.184)

o) g5, = %(5S{i+5s%i), i=123 et j=1,.,4 (3.185)

0c) 550, = %(5s§i+5s§i), i=123 et j=1,.4 (3.186)

5k g, = QQ,Qq[0,— 0,07, i=123 et j=1..4  (3.187)
60k o = QQ,Qq[0,— 0N 0", i=123 et j=1..4  (3.188)

Pour le mécanisme de translation, on a que

:5p{:R§ — 0,007, j=1,.4 (3.189)
0P, = 001Be, ([palre — [Pilrd), =14 (3.190)
0pi] . = V1B (Pslre — [Pal), =14 (3.191)
:5pZ:R€ = [0,0,60]7, j=1,.4 (3.192)

op! = 6Q'Q,, Q. Qclpilr. +

QQ,, Q. Q¢[0p!r,, i=1..4 et j=1..4 (3.193)
—0h — 1y 8in 0,60

o = s L j=1,.4 (3.194)

. 1. .
6ch, pp, = 5(5p{ +0p}), j=1,./4 (3.195)

) 1. .



: 1 : . .
och, pp, = 5(5p{+5p§,), j=1,..4 (3.197)

: 1 : . '
6c), pp, = 5(5pi+5p§), j=1,.4 (3.198)
550331P2 = QQ’HQQQﬁ[Ovée ] ’ ]:1774 (3199)
0pp, = QQ,Q,Qc[0,— 07,07, j=1,..4 (3.200)
0ohp, = QQ,QqQcl0,— 005,07, j=1..4 (3.201)
50pp, = QQyQQe[0,007,0]", j=1,.4 (3.202)

Finalement, concernant la plate-forme du mécanisme hybride, on a que

6c, pp = 0QGpp, j=1,.4 (3.203)
Sphp = 0@, j=1,.4 (3.204)

En appliquant les résultats tirés des équations précédentes a l'intérieur de ’équation
(3.161) pour le calcul des couples aux moteurs (j = 1,...,4), on peut vérifier la validité
des résultats trouvés en effectuant un bilan d’énergie tel que montré au chapitre 1 a la

section 1.6.4.

3.6 Exemple de résultats

Soit un MHS4DDL entierement fait d’aluminium (la densité du matériau est p =
2700 kg/m3) soumis & une gravité g = 9.81 m/s? et dont I’allure est montrée a la figure
3.6. Il est a noter que le dimensionnement de 1'oeil agile est le méme que celui établi
au chapitre 2, avec comme seule modification I'angle d’inclinaison des moteurs ( qui
est fixé a 54.7356103172° (voir les équations (3.9) a (3.11)). Ainsi, les parametres de
design sont les suivants (les unités de longueur, d’angle, de masse et de temps sont

respectivement le metre, le radian, le kilogramme et la seconde) :

— Pour la base: R =0.055, n; =0 et = asin (% sin %)

— Pour les membres proximaux: R; = 0.050, a; = 3 et

= 0.011952875, ¢ =1,2,3

Myprozimal i

= 1-1072[3.0941823,3.0941823,0]", i =123

[GPTOI’imal Z] Rpr'oacimal @
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0.05

F1G. 3.6 — Allure du mécanisme parallele sphérique a 4 ddl.

3.6372267 3.1537961 0
Iproximali =1 10_6 3.1537961 3.6372267 0 ,7; = 1,2,3
0 0 7.0752387

— Pour les membres distaux: Ry = 0.035, ap = 7, ( = (B et

Maistari = 0.0087720126, i =1,2,3
= 1-1072 [2.1385486,2.1385486,0]", i=1,2,3
1.4643995 1.2210803 0
Lyistari = 1-107%| 1.2210803 1.4643995 0 . i=123
0 0 2.7825987

[Gdistal Z] Radistal i

— Pour la plate-forme de l'oeil agile: ro4 = 0.025, ¢,,, = 0.005, v; = 0 et r| =
0.0025.

— Pour les stabilisateurs: ¢, = 5, [, = I, = 0.025, 1, =, = 0.003, 751 = 0.020,
hs1 = 0.020 et rg3 = 0.025.

— Pour le mécanisme de translation: & = %’T, lh =10, =13 =0025et r, =1m, =

0.003.
— Pour la plate-forme du mécanisme hybride: r = 0.025 et e, = 0.005.
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Or, pour une trajectoire du centre de la plate-forme O’ donnée par

307 . 35m .

¢ = msm(%) 0 = @sm(i’)t)

. 307 . 357

= — (2 2t = —

o T80 (2) cos(2t) 0 180 (3) cos(3t)

' 30 o . i 35 20\ .

o = 120 (27) sin(2t) 0 = 180 (37) sin(3t)
25

b = ngsm(g) h = 0.050 + 0.010 sin(6t)

. 25T ;

v = @(4) cos(4t) h = 0.010 (6) cos(6t)

. 92 .

b = —%(4z)sin(4t) J — —0.010 (62) sin(6¢)

on obtient les résultats montrés aux figures 3.7 a 3.12.
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5.5H

4.5r

35
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Fic. 3.7 — Trajectoire du centre de la plate-forme et orientations.
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)
b5
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Fi1G. 3.8 — Evolution des coordonnées articulaires.
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0.5

0 (rad/sec) O

14
12
10
8
6
4

2

-10

-12

F1G. 3.10 — Evolution des accélérations articulaires.

0 (rad/sec?) OI

F1G. 3.9 — Evolution des vitesses articulaires.

| |
2.5 3 35

Temps (seconde)

6.5

0.5

15

2.5 3 3.5

Temps (seconde)

4
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0.03
0.025
0.02]
0.015
0.01+
0.005
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-0.01
—-0.015
—-0.02
\
_OOZE | | | | J\ | | | | | |
0 0.5 1 15 2 25 3 3.5 4 4.5 5 5.5 6.5
Temps (seconde)
F1G. 3.11 — Couples requis aux moteurs.
x 10"
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-0.5r, L 0 ’ ‘ \ | o I 7
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1L [ | o | \ | |
1 \ [ S | N 'y s | !
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\/ [ \\/
ol L ]
Vi
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0 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4 4.5 5 55 6.5

Temps (seconde)

Fic. 3.12 — Bilan d’énergie.
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3.7 Simulation dynamique sous ADAMS

En modélisant le mécanisme hybride sphérique a 4 degrés de liberté avec les ca-
ractéristiques présentées a la section 3.6 et en lui soumettant les vitesses aux moteurs
présentées a la figure 3.9, le logiciel ADAMS peut calculer les couples aux moteurs
pour la trajectoire prescrite. Ainsi, puisque le logiciel ADAMS représente une méthode
de calcul des couples qui est completement indépendante des équations développées a
Iintérieur des sections précédentes, ceci va nous permettre de valider les résultats obte-
nus a la figure 3.11. La figure 3.13(a) illustre 'architecture du mécanisme a l'intérieur

du logiciel ADAMS et les résultats obtenus sont présentés a la figure 3.13(b).

En joignant sur un méme graphique les couples trouvés a partir d’'un code MAT-
LAB basé sur les équations analytiques en comparaison avec les couples obtenus avec
ADAMS, les figures 3.14 a 3.17 illustrent la parfaite concordance entre les résultats
tirés avec le principe du travail virtuel (MATLAB) et les résultats provenant du logiciel
ADAMS.
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(b) Calcul des couples aux moteurs avec ADAMS.

FiG. 3.13 — Exemple de résultats pour une trajectoire donnée avec ADAMS.



0.025 T

0.02 P

0.015 I .
0.011 | \
0.005- P \
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T1I MATLAB
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FiG. 3.14 — Couple au moteur 1.
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FiG. 3.15 — Couple au moteur 2.
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FiG. 3.16 — Couple au moteur 3.
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FiG. 3.17 — Couple au moteur 4.



Pour chacun des mécanismes paralleles étudiés a l'intérieur des chapitres 1, 2 et 3,
il a été possible d’élaborer les équations reliées a la cinématique et de développer les
relations nécessaires pour le calcul des efforts aux actionneurs. Or, pour la réalisation
d’un simulateur de vol qui offre de bonnes performances et de faibles cotits de fabrication
et d’opération par rapport au mécanisme de Gough-Stewart, il serait intéressant de
sélectionner, parmi ces nouvelles architectures, celle qui est la plus avantageuse. Pour

ce faire, regardons a priori le tableau 4.1 qui récapitule les principales caractéristiques

Conclusion

des mécanismes étudiés.

MPS3DDL MPS4DDL MHS4DDL
Degrés de position selon z et | position selon 2’ et | position selon 2’ et
liberté 2 angles d’Euler 3 angles d’Euler 3 angles d’Euler
Découplage : uniquement
DDL en translation non pour oui
Versus certaines
DDL en rotation configurations
Solutions au PGI 16 64 16
Nombre de corps 9 11 18

TAB. 4.1 — Résumé des principales caractéristiques des mécanismes.
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Sur le plan économique, concernant les cotits de fabrication et d’opération, il est dif-
ficile de déterminer lequel de ces 3 nouveaux mécanismes est en mesure de se démarquer.
Toutefois, pour chacun de ceux-ci, en ayant moins de degrés de liberté que les 6 DDL
du mécanisme de Gough-Stewart, en effectuant un design approprié et en mettant I’ac-
cent sur I'actionnement avec des moteurs électriques (plutot que d’utiliser des vérins
hydrauliques comme c’est le cas pour la plupart des simulateurs de vol basés sur le
mécanisme de Gough-Stewart), il est évident que ces nouvelles architectures présentent
un avantage marqué sur le plan des cotits par rapport aux simulateurs de vol que 1'on

retrouve sur le marché.

Sur le plan de la performance, la caractéristique premiere a observer est la possibi-
lité de découpler a l'effecteur le degré de liberté en translation de ceux en rotation. Il
faut se rappeler que la raison pour laquelle ces nouveaux mécanismes incluent un degré
de liberté en translation est de pouvoir remédier a I'incapacité des simulateurs de vol
actuels a produire une bonne simulation de mouvement en translation verticale (ap-
pelée le heave). Dong, si les mouvements en translation doivent étre effectués a hautes
fréquences, il est primordial de sélectionner une architecture qui permet le découplage,
sinon ces mouvements se répercuteront au niveau des autres actionneurs. Ainsi, comme
il est mentionné au tableau 4.1, 'architecture du MPS3DDL ne peut convenir a des
mouvements en translation a hautes fréquences, le MPS4DDL doit étre utilisé uni-
quement pour certaines configurations spéciales, tandis que le MHS4DDL permet un
découplage en tout temps. Toutefois, si tous les degrés de liberté sont sollicités a de
basses fréquences, alors les 3 architectures sont en mesure de répondre adéquatement

aux mouvements désirés a la plate-forme.

D’autre part, pour qualifier le niveau de performance d’un manipulateur par rapport
a un autre, avec le grand nombre de corps qui composent chacun des mécanismes et
les différentes solutions que 'on peut choisir pour le PGI, il faut considérer 1’évaluation

des aspects suivants

— la région ou peut manoeuvrer le mécanisme (espace atteignable);

— les interférences mécaniques et les limites articulaires qui contribuent a limiter
I’espace atteignable;

— le niveau de précision du mécanisme a I'intérieur de I’espace atteignable (dextérité)

et le lieu des singularités;
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— le design des différents corps (masses et inerties) qui affecte les efforts requis aux

actionneurs.

Bien que les degrés de liberté des 3 mécanismes font de ceux-ci, a la base, d’excel-
lents candidats pour la conception d'un simulateur de vol et que I’analyse dynamique
effectuée a permis de bien les connaitre sous un aspect géométrique, cinématique et dy-
namique, la réalisation de ces évaluations complémentaires donnerait des informations
tres utiles pour faciliter la sélection de la plus adéquate de ces nouvelles architectures.
Pour I'instant, nous pouvons seulement affirmer qu’en raison de I'architecture hybride
du MHS4DDL, qui permet un découplage complet entre le degré de liberté en transla-
tion de ceux en rotation pour toute trajectoire donnée a la plate-forme, celui-ci semble

le mécanisme le plus prometteur pour la réalisation d’un simulateur de vol.
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Annexe A

Modélisation des corps du
MPS3DDL

A.1 Membrures

La masse des membrures est donnée par
mp =paly, k=1205,6,71112 (A1)

et l'inertie de celles-ci calculée au centre de masse et exprimée dans le repere local de

chaque membrure est

6
L, = | o mlet) o . k=1256 (A.2)
0

my(a?+13)
0 12
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my(a?+12)
- 12 - 0 0
I, = 0 ma g ,  k=T11,12 (A.3)
0 0 my(a?+13)

12

Or, les CDM des membrures sont situés dans le repere fixe avec les vecteurs suivants

S %(a1+b1) (A1)
Cms = %(b1+cl) (A5)
Cms = %(b2+c2) (A.6)
S %(aﬁbz) (A7)
S %(a3+b3) (A3)
e = %(b4+c4) (A.9)
S %(a4+b4) (A.10)

A.2 Solide 1

La figure A.1 montre la géométrie du solide 1 composé de la plate-forme et des
membrures I3, l4 et [13. Pour travailler avec des géométries simples, ce solide est segmenté
en quatre corps (v = 1,...,4) ayant des CDM positionnés en GG,,. En segmentant ce solide,

on évalue sa masse par I’équation suivante

Msolide1 = ilmu solide 1 (A.11)
avec )
M1 solide1 = P <l4 - %) a? (A.12)
My solider = plisa (A.13)
M3 solide1 = P <l3 - %) a? (A.14)
My solide1 = P <l13 - %) a? (A.15)

L’orientation du solide 1 est donnée par la matrice de rotation Q (voir ’équation(1.5))

du repere mobile R’,,.» par rapport au repere fixe. Ainsi, le CDM de chacun des 4
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y Iy - l3 .
e T i
ll/
02 GZ solide 1 C
e
ry < f
G solide1 G3 solide 1 a
I solidel
13
G4 solide 1
v ﬁa
<>
Cyl<>
Fi1G. A.1 — Solide 1.
corps du solide 1, exprimé dans ce repere mobile, est
[l g
Gsoie = __4_£OO A.16
1 solide 1 i 2 4 sy ( )
G2 solidel — [O 0 O]T (Al?)
(s 1 4
G solide = 3 M ,070 A.18
3 solide 1 5 + — 1 ( )
l al”
G solide = 0,0 Bz A.19
4 solide 1 sy 2 4‘| ( )
et le CDM du solide 1 est
Gsolide 1= [Gsolide 1z 7Gsolide 1y 7Gsolidel z’]T (A20>
avec
G i o E?j:l Gu solide1 ' My solide 1
solidel /' —
23:1 My solide 1
e B8,
(l4 — ll—‘*)a + l (13 ha )(I + (ll %)CL )
24:1 GV solide 1 y’ My solide 1
Gsolide / = =0 A.22
v Zﬁ:l My solide 1 ( )
G Vi o Eé:l GV solide 1 z' MMy solide 1
solidel z! —
Zﬁ:l My solide 1
— (_1173 - %)(113 - %)a (A23>

(l4 — %)a + l%4 + (lg —

l%‘*)a + (113 — %)a
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De ces équations, on peut observer que si l3 = l4 alors Gyige1.» = 0 et que si l13 = &

2
alors Goige1 »» = 0. Pour ce qui est de la position du CDM du solide 1 dans le repere
fixe, il est localisé par

Ci solide1l = P+ QGsolz’de 1 (A24>

Concernant les matrices d’inertie des 4 corps du solide 1 (v = 1,...,4), exprimées

dans le repere mobile au CDM du solide, on a que

[x’x’ v solide 1 —Laly" v solidel T da’z’ v solidel
L, sotide1 = _Iy’:c’ v solide 1 [y’y’ v solide 1 _[y’z’ v solidel | » V= 17"'74 (A25)
_Iz’:c’ v solide 1 _Iz’y’ v solide 1 Iz’z’ v solide 1

ou (Im’y’ v solidel — Iy’m’ v solide 1 ]m’z’ v solidel — [z’m’ v solide1 €t [y’z’ v solidel = Iz’y’ v solide 1

pour v = 1,....4)

Ix’m’ 1 solidel — % :a2 + alz} + M1 solide 1 [(Gl solidel y’ —

Gsolide 1 y’)2 + (Gl solide1 2/ — Gsolide 1 Z’)2] (A26)
]y’y’ 1 solidel — % CL2 + (l4 — %)2 + ™1 solide 1 [(Gl solidel x’ —

Gsolide 1 $/)% + (Gl solide 1 2’/ :_ Gsolide 1 Z/)2] (A27)
]z’z’ 1 solidel — % CL2 + (l4 — %)2 + ™1 solide 1 [(Gl solidel x’ —

Gsolide 1 $/)é + (Gl solide 1 vy’ —_ Gsolide 1 y’)2] (A28)
Lyiar o solide1 = % :a2 + 134} + M2 sotide 1[(G2 sotide 1y —

Gsolide 1 y’)2 + (GZ solide 1 z/ — Gsolide 1 z’)2] (A29>
]y’y’ 2 solidel = % :az + l%4] + M2 solide 1 [(Gz solide1 o’ —

Gsolide 1 JJ’)2 + (G2 solidel 2/ — Gsolide 1 Z’)2] (A30)
]z’z’ 2 solidel — % 1%4 + Z%J + M2 solide 1 [(G2 solide1 x' —

Gsolide 1 m’)2 + (G2 solide 1 y" — Gsolide 1 y’)2] (A31>
Ix’:c’ 3 solidel — % :Cl2 + a'ﬂ + ms solide 1 [(Gi’) solide 1l y' —

Gsolide 1 y’)2 + (G3 solide1 2z’ — Gsolide 1 z’)2] (A32>
[y’y’ 3 solidel — % CL2 + (13 - %)2 + ™3 solide 1 [(GS solidel ©' —

Gsolide 1 m’)% + (G3 solide 1 2’ :_ Gsolide 1 z’)2] (A33>
[z’z’ 3 solidel — % CL2 + (13 - %)2 + ™M1 solide 1 [(GS solidel ©' —

115



Ix’m’ 4 solide 1

[y’y’ 4 solide 1

]z’z’ 4 solide 1

]:c’y’ v solide 1

I

y'z' v solide 1

]m’z’ v solide 1

Gsolide 1 $/)2 + (G3 solide 1y’ — solzde 1y )2]

% _a2 + (liz — %) } + M4 sotide 1[(G sotide1 y —
Giotige1y)” + (Ga sotide1 = — Gsolide1 )7

% _a2 + (113 - g) } + my solzdel[(G4 solidel &’ ™
Gsolide 1 m’)z + (G4 solidel 2" — SOIZde L )2]

% (a2 + (ﬂ + My sotide1[(Ga solide1 2 —

2 2
solzde 1 + (G4 solide 1y’ — Gsolide 1 y’) ]

My solide 1 v solide 1 =’

, v=1,.4

!

solzde ly

, v=1,.4

solzde 1z

)
(G
)
My sotide 1(Gy solide 1y —
)
M1 solide 1 (
)

, v=1,.4

solzde 12z

- Gsolide 1 x’) (GV solide 1l y' —

Gsolide 1 y’) (GV solidel 2/ —

v solidel ©’ — Gsolide 1 x’)(Gu solide 1 z/ —

(A.34)

(A.35)

(A.36)

(A.37)

(A.38)

(A.39)

(A.40)

ce qui nous conduit a I’évaluation de la matrice d’inertie au CDM du solide 1, exprimée

dans le repere mobile R',/,./, avec

A.3 Solide 2

4
Lotide1 = Z L, sotide 1

v=1

(A1)

La figure A.2 montre le solide 2 ot un repere Ro, centré en Bs, est fixé au solide afin

de déterminer son orientation par rapport au repere fixe. Ainsi, la matrice de rotation

associée au Rq est

avec

1 0 0
Qx= 1|0 cosBy —sinf
0 sinfy cos (s

B = B+ 03
B3 = atan(Gsoide2 20/ Gsotide2 y2)

(A.42)
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Fic. A.2 — Solide 2.

ou [3 est calculé a I'équation (1.19). Pour ce qui est de Goide2 yo €6 Gsotide2 =y, CeS valeurs

seront évaluées aux équations et (A.56) et (A.57).

Notons qu’en dérivant par rapport au temps les équations (A.42) et (A.43), on
obtient

Q: = AE;Q (A.45)
Q: = AE;Q;+ F2E;E;Q, (A.46)
By = B (A.47)
B = 3 (A.48)

Or, tout comme le solide 1, afin de travailler avec des géométries plus simples, le
solide 2 est segmenté en deux portions (voir la figure A.2). Donc, la masse du solide 2

est donnée par

2
Msolide2 = Z My, solide 2 (A49)
pn=1
avec
My solide1 = P (Is + o) @ (A.50)

a
ma solidel = P (lg - _) a2 (A51)
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Le CDM de chaque corps du solide 2, exprimé dans le repere R, est

T
lg+1
Gl solide2 — [07 8_; 10 701 (A52>
l al”
G2 solide = Oul 7_9 n A.53
2 solide 2 l 875 + 4] ( )
et le CDM du solide 2 est
Gsolide 2 = [Gsolide 2 9 >Gsolid62 Y2 >Gsolid62 zg]T (A54)
avec
2
Gsolideg N _ ZM:]_ Gu solide2 xa MMy solide 2 —0 (A55)
? Zi:l mu solide 2
2
G . izl G,u solide 2 yo Ty, solide 2 . % + l8(l9 - %) A56
solide2y2 = 2 et o+l — 2 (A.56)
u=1 "1ty solide 2 8 9 10 D)
G Jide Zi:l G,u solide 2 zo mu solide 2 _ (%9 + %)(lg - %) (A 57)
e Zizl My solide 2 ls +1lg+lo— 3
On peut voir de ces équations que si lg = 5 alors Gige2 -, = 0. Pour ce qui est du
positionnement du CDM du solide 2 dans le repere fixe, il est localisé par
Cm solide2 = b3 + Q2Gsolid62 (A58)

Concernant les matrices d’inertie des deux corps du solide 2 (p = 1,2), exprimées

dans le repere Ry au CDM du solide, on a que

ng:cg w solide 2
Iu solide2 — _[ygxg 1 solide 2

_Izzxg w solide 2

ou (ngyg wu solide2 — Iygxg w solide 25 ngzg u solide2 — Izgxg w solide 2 et ]ygzg wu solide2 — Izgyg w solide 2

_[:cgyg w solide 2
[ygyg w solide 2

_Izzyn w solide 2

_[ygzg w solide 2 )

_I:cg z2 p solide 2

Izzzg w solide 2

{(ZS + llO)2 + aﬂ + my solide2[(G1 solide2 ya —

2, 9
[a +a } + M1 sotide 2[(G1 solide 2 25 —

pour p = 1,2)
I M solide 2
xoxo 1 solide2 — T
2 2
Gsolide 2 yg) + (Gl solide2 zo — Gsolide 2 22) ]
I o My solide 2
y2y2 1 solide2 — T

2
Gsolide 2 :vg) + (Gl solide 2 zo

— Gsolide 2 2o )2]

w=12

(A.59)

(A.60)

(A.61)
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Izgzg 1 solide 2

]mzmz 2 solide 2

Iygyg 2 solide 2

Izzzz 2 solide 2

Ixzyz w solide 2

Iygzg w solide 2

ngzg w solide 2

My solide2 [

% (ZS + l10)2 + aﬂ + my solide?[(Gl solide2 xo —

Gsolide 2 xz) (Gl solide2 ya — Gsolzde 2 y2)2] (A62)
M2 solide 2 [

T _(19 - 5) +a ] + Mo solzde2[(G2 solide2 yo —

Gsolide 2 y2> (G2 solide 2 zo — Gsolzde 2z )2] (A63>
M2 solide 2 [

T _(lg - 5) +a ] + ma solzde?[(G2 solide2 xo —

Gsolide 2 m2)2 + (GZ solide 2 zo — solzde 2 z9 )2] (A64>
ma solide2 [

% _a2 + a2} + ma solideQ[(G2 solide2 xo —

Gsolide? x2)2 + (G2 solide2 ya — GsolideZ y2)2] (A65)

My, solide 2
solzde 2 y2

)

My, solide 2

(G
)
(G
);

solzde 2 2o

w solide2 xo — Gsolide 2 xz)(Gu solide2 yo —

u=12 (A.66)

wsolide2 yo — Gsolide 2 yg)(G,u solide2 zo —

=12 (A.67)

™1 solide 2 (G,u solide2 xo — Gsolide 2 xo ) (Gu solide2 zo —

Gsolide 2 zo ) 9

w=12 (A.68)

ce qui nous conduit a I’évaluation de la matrice d’inertie au CDM du solide 2, exprimée

dans le repere mobile R, avec

solzde 2 = Z Iu solide 2 (A69)
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Annexe B

DCL des corps du MPS3DDL

B.1 DCL des membrures

La figure B.1 montre le DCL du corps 1 ou les différentes réactions aux articulations
(en A; et By) sont indiquées. Par convention, et a titre d’exemple, le sens de la réaction

—Rp, . est selon 'axe x négatif puisque la réaction Rp,, est dirigée selon I'axe = positif.

Il est a noter que les forces et les moments exercés au CDM de chaque corps ont été
calculés aux équations (1.110) et (1.120). Ainsi, la somme des forces sur le corps 1 et la

somme des moments évaluée au CDM du corps 1 conduisent aux équations suivantes

RAlx - RB1:(: 0
= RAly - RBly = mlém 1+ 0 = _f1 (Bl)

> F

corps1

RAlz - RBlz mig
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By (articulation rotoide)

Ay (moteur)

RAlx MAlx
Ay MAly =T
A1z Az

Fic. B.1 — DCL du corps 1.

Ma,s — Mp,s + (Ra,y + Rp,y) % sin;

= | =11 — (Rayz + Rp,o) % sin€y + (Ra,. + Rp,.)% cos 6,
Ma,. — Mp,. — (Rayy + Rp,y)4 cos 6,

= QnLQJ w1 +wi x (QnLQfw1) = —my (B.2)

> M|
CDM du corps1

Les DCL des corps 2, 5 et 6 sont similaires a celui du corps 1 puisque ces membrures
sont toutes positionnées dans le méme plan. Pour ce qui est du DCL du corps 2, les

réactions aux articulations B; (articulation rotoide) et C; (articulation sphérique) sont

— €n Bli Rle, RB1y7 RB127 Mle, MB1y =0et MB1z-
— €en Cli —Rclx, _R01y> —Rclz, —Mclx = 0, —Mcly =0et —MClZ =0.

ce qui nous conduit aux équations suivantes

RBUL‘ - Rclx O
Z F corps 2 - RBly - RC1y = m2ém 2 + 0 = _f2 (B?))
RBlz - RC1z mag
Mp,z + (Rp,y + Reyy) Y sinag
Z M’CDMducorpsQ - _(RBlm + Rclw)%z sin oy + (RBlz + RCIZ>%2 COS (1
Mp,. — (Rp,y + Reyy) 2 cos oy

= leIzQ?zwz + wy X (Q1212Q?2w2) = —Imy (B.4)

Concernant le DCL du corps 5, les réactions aux articulations Bs (articulation
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rotoide) et Cy (articulation sphérique) sont

— €n BQZ RBN;, RB2y, RBzza Mnga MB2y =0et MBgz-
— €en Cgi —Rc2x, —Rc2y, —RC2Z, _Mng = 0, _Mng = O et _M02z = 0.

et on obtient

[ RB2CL‘ - Rsz 0
Z ¥ corps b - RB2y - RCzy = m5ém 5 + 0 = _f5 (B5>
L RBQZ - RCQZ msg

Mp,s + (Rpyy + Reyy) % sinas

= —(Rp,z + RCM)%5 sin s + (Rp,, + Rczz)%’ COS vy

I Mp,. — (Rp,y + Rczy)%’ COS vy

= QpLQlws +ws X (QilsQfws) = —m; (B.6)

> M|
CDM du corpsb

Pour le DCL du corps 6, on pose que les réactions aux articulations A, (articulation

rotoide motorisée) et By (articulation rotoide) sont

— €en AQZ RAzxa RA2y> RAzza MA2x> MA2y = —1T9 et MA2z~
— €en BQZ _RBzx> _RB2y> _RBzza _MB2x> _MBzy = 0 et _MBQZ'

et on tire que

RAZCL‘ - RBQZC 0
Z F corps6 - RAZy - RB2y = MeCm e + 0 = —fs (B7>

| Ra,. — Rp, meg

— Maye — Mpys + (Ragy + Rp,y)% sin 6,

= | =72 — (Rage + Rpy0) 8 sinbs + (Ra,. + Rp,.)" cos 6

i Ma,. — Mp,. — (Rayy + Rp,y)'s cos 6

= QuelsQlsws + we X (QrelsQlgws) = —mg (B.8)

> M|
CDM du corps6

Dans le plan yz on retrouve les corps 7, 11 et 12. Le DCL du corps 7 est représenté

a la figure B.2. Or, en considérant 'effet du cardan en B3 avec Mp,,, = Mp,,, = 0, on



_RBgfz _Mng = O )
_RBgy _MBgy = MBgz7 Sin 63

—Mp,, = —Mp,., cos 0;

27

Ajs (moteur)

Rase Mpw =73
RA3y MA3y
Aszz Aszz

Fic. B.2 — DCL du corps 7.

tire que
]\433m Mng7 0
Mp,y, | = Qrr | Mpyy, | = | —Mp,.,sinb;
Mp, Mp,.. Mg, cos s

(B.9)

ou la matrice de rotation Q7 est présentée a I’équation (1.126). Ainsi, on obtient les

équations suivantes

> F

corps 7

> M|
CDM du corps7

RAgx - RB:;Z‘ 0
= Ru,y — Ry | = M7C 7 + 0 =
L RASZ - RBgz m?g

—f; (B.10)

T3+ (Ragy + RB_W)%7 sinfs — (Ra,. + R,g:;z)%7 cos 0

- Mayy + Mp,., sin s — (Ra,e + Rp,.) ' sinbs

Ma,, — Mp,.. cos 03 + (Rag: + RBM)%7 cos 05

= QI?LQ%";’? + w7 X (QI7I7Q?7W7) = —my (B.11)

Concernant le DCL du corps 11, les réactions aux articulations B, (articulation

rotoide) et Cy (articulation sphérique) sont

— €en B4: RB4I7 RB4y7 RB4Z7 MB4$ = 07 MB4y et MB42-

— €en C42 _RC4907 _RC4y7 _RC427 _MC490 = 0, _MC4y =0et _MC4z = 0.
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et on trouve que

[ RB4-’E - RC4:B O
Z F corps11 - RB43/ - RC4y = mllém 11+ 0 = —f11 (B12)
L RB4Z - RC4Z mllg

(Rpy + RC4y)l171 sinay — (Rp,. + Rc4z)l171 COS (yy
= Mp,y — (Rp,z + Reyo) i sinay
I Mp,. + (Rp,s + Royw) it cos oy
= QmulnQlwi +wii x (QmuiliQlwii)

= —my (B.13)

> M|
CDM du corps11

Pour le DCL du corps 12, on a que les réactions aux articulations A, (articulation

rotoide motorisée) et B, (articulation rotoide) sont

— en A4: RA493? RA4y> RA427 MA4SE = O, MA4y et MA4z-
—en By: —Rp,s, —Rp,y, —RB,2;, —Mp,, =0, —Mp,, et —Mp,..

et on a que
i RA4-'E - RB4:B 0
Z F corps 12 - RA4?/ - RB4y = M12€m 12 + 0 = _f12 (B14)
L RA4Z - RB4Z leg

(Rayy + Rpyy) 2 sin6y — (Ra,. + Rp,.) 22 cosb,
- Ma,y+ Mpy — (Rag + 113341;)%2 sin 6,

I Ma,. — Mp,. + (Ra. + Rp,.) "2 cos b,

= Qr2l12QFwis + wia X (Qrial12QF wi2)

= —my (B.15)

> M|
CDM du corps 12

B.2 DCL du solide 1

La figure B.3 montre le DCL du solide 1 avec les différentes réactions aux articula-

tions C7, Cs et C3. De cette fagon, en effectuant un bilan des forces au niveau du solide



Cy (sphérique)
/
RCQZ\O C (sphérique)
gcw ro W
Caz (\A R
MCQZE =0 GK r Ciz
Mng e 0 T gly
MC2Z =0 3 fsolidel o 1; 0
J' N Me,, =0
C3 (sphérique) Me,. =0
RCga: MC,?,IL’ =0
Reyy Moy =0
Rng MC3z =0
Fic. B.3 — DCL du solide 1.
1, on obtient les équations suivantes
Rclr + RCQZB + RCgm 0
Z F solide 1 = RCly + RCQy + RCS?J = Misolide 1Cm solide 1 T 0
RC'1Z + RCQZ + RC’gz Msolide19
= _fsolidel (B16>

Pour les moments, on a que les réactions aux articulations produisent les moments M,
(¢ = 1,2,3) suivants
TayFaz — gz by
M‘I|C'DMdusolidel =Ty X Fq = ququ - Tqquz ) q = 1,2,3 (Bl?)
Taolqy — TayFoa

avec
'y = €4 — Cmsolidel
T
= [Cqm — Cmy solide 1 xucqy — Cm solide 1 yucqz — Cm solide 1 z] , 4= 17273 (B18)
T
Fq = [chx,Rqu,chz] y q = 1,2,3 (Blg)

ot les vecteurs ¢, et €, solide 1 SONt respectivement évalués aux équations (1.7) et (A.24).

Donc, la somme des moments au CDM du solide 1 devient

3
Z M‘CDM dusolidel 231 M| epas du sotide 1
q:

T .
- leolide lIsolz’de 1 leolide 1Wsolide 1 +
T
Wolide1 X (leolide lIsolz’de 1 leolide 1Wsolide 1)

= —Mgoplide 1 (B2O)
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avec

3
Z M, |CDM du solidel —
q=1

(Cly — Cm solide 1 y)Rclz -
(CZy — Cm solide 1 y)RCQZ -

(C3y — Cm solide 1y)RC'32 -

(Clz — Cm solidelz)Rclx -
(C2Z — Cm solidelz)RCQx -

(C3z — Cm solidelz)R03x —

(Clz —Cm solidelz)Rcly_'_
(C2z — Cm solide 1 Z)R02y+

(ng — Cmy solide lz)RC'3y

(Clx — Cm solide 1JJ)RC'12+
(62:(; — Cm solide 1 m)R02z+

(C3m — Cm solide 1 m)R03z

(B.21)

(Clx — Cm solidela})Rcly - (Cly — Cm solidely)R01x+

<C2m — Cm solide 1 m)RCQy - (C2y — Cm solide 1y)RCQx+

<C3m — Cm solide 1 m)R03y - (C3y — Cm solide 1y)R03x

B.3 DCL du solide 2

La figure B.4 indique le DCL associé au solide 2. En effectuant le bilan des forces

_R03x _MC?@ = 0

—Reoyy —Mey, =0

_RC:sZ _Mng =0
C5 (sphérique)

r
fsalide 2

msolid:;é.)

Cy (sphérique)

RC4$ MC4:E - 0
Reyy Mec,y =0
Re,. Me,, =0

g

axe || 2
t,,

Bs (cardan)
RBg:): MBg:E =0
RBgy MB3y = _MB3z7 sin 93
RBgZ MBgz = MB3Z7 COos 03

Fi1c. B.4 — DCL du solide 2.
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sur le solide 2, on trouve les équations suivantes

> F

solide 1

- _fsolide 2

Rpse + Reye — Reoga 0
= RBgy + RC4y - Rng = Misolide 2Cm solide2 T 0
RB3Z + RC’4Z - RC3Z Msolide 29

(B.22)

Concernant les moments obtenus au CDM produits par les réactions aux articulations,

on tire que

avec

ry

ry

Taylaz = Tq=Fyy
M‘I|C'DMdusolide2 =TIy X Fq = ququ - Tqquz ) q= 17273 (B23)
TqaFay = Taylge
= €3 — Cyy solide2
= [6390 — Cm solide 2 ©,C3y — Cm solide 2 y,C3z — Cm solide 2 z]T (B24)
= €4 — Cyy solide 2
= [C4x — Cm solide 2 xuc4y — Cm solide 2 yac4z — Cm solide 2 z]T (B25>

rs

F,
F
F;

ol les vecteurs cs,

- b3 — Cm solide 2

T
_RC3IE7 - Rngv - Rng]
T
RC4$7RC4y7RC4z]

[
[
[
[Rpy0, Riyy: Rpy-] "

T
b3:c — Cm solide 2 x>b3y — Cm solide 2 yab3z — Cm solide 2 Z]

B.26
B.27
B.28

(
(
(
(B.29

)
)
)
)

C4, b3 et Cpy soide2 SONt respectivement évalués aux équations (1.7),
(1.14), (1.42) et (A.58). Donc, la somme des moments au CDM du solide 2 est

0

> M|
C' DM du solide 2

3
= Z M‘I|CDMdusolid62 + | —Map,., sinb;

q=1
Mg, cos b

T .
leolide 2Isolz’de 2 leolide oW solide 2 +

T
Wsolide2 X (leolide 2Isolide 2 leolide oW solide 2)

(B.30)

—Msolide 2

127



avec

3
Z MQ‘CDM du solide2 —
q=1

(C3y — Cm solide2y)(_R03z) - (C3z — Cm solideQz)(_RCg,y)_'_
(C4y — Cmy solideZy)RC4z -

(b3y — Cm solide?y)RB3z -

(C3z — Cm solideZz)(_Rng) - (6390 — Cm solide?x)(_RC3z)+
(C4z — Cm solide?z)RC’m: -

(b3z — Cm solideQz)RBgm —

(6390 — Cm solide?x)(_RC:;y) - (C3y — Cm solideZy)(_RC:g:c)_l'

(C4m — Cm solide2x)RC4y -

(C4z — Cm solideZz)RC4y+

(bgz — Cm solz‘de?z)RB3y

(6490 — Cm solide?x)RC’4z+

(b3m — Cm solide 2 ) RBgz

(C4y — Cm solide 2 y)RC4m+

(b3x — Cm solideQm)RBgy - (b3y — Cm solz’de2y)Rng

(B.31)
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Annexe C

Modélisation des corps du
MPS4DDL

C.1 Tiges de longueur [

Puisque chaque tige est modélisée comme par un cylindre de longueur [ et de rayon
r;, la masse est
Miigei = prril, 1=1,23 (C.1)
et la matrice d’inertie exprimée au CDM dans le repere R est exprimée par

7
mtz’ge 179 0 0

Liige: = 0 Mtige:i <% + Zl) 0 , 1=1,2,3 (C.2)



De plus, la matrice de rotation du repere R, par rapport au repere fixe est

Qltigei = QQ’Y,‘QA) 1= 17273 (C3)
avec
cos(—A) 0 sin(=\) cosA 0 —sinA
Qv =Qy,|_, = 0 1 0 = 0 1 0 (CA4)
—sin(—A) 0 cos(—A\) sinA 0 cosA

C.2 Plate-forme

On peut modéliser la plate-forme comme un disque de rayon r et d’épaisseur e,
munie d'un cylindre (qui glisse a l'intérieur de l'actionneur prismatique) de longueur

hy et de rayon r; (voir la figure C.1).

NS

ha

.
04 plan 2’/

Fic. C.1 — Modélisation de la plate-forme.

En segmentant ce solide formé par le disque (v = 1) et le cylindre (v = 2), noté

PF, on évalue sa masse par 1’équation suivante
2

mpp = Z my, pr (C.5)

v=1

130



avec

mipp = prrie, (C.6)

mo prp = pﬂ'?“%hl (C?)

Le CDM de chaque corps v exprimé dans le repere mobile est

Gipr = [0,0,n)" (C.8)

Gopr = l0,0,h — ; hlr (C.9)
et la position du CDM du solide PF est

Gpr = [Gpro.Gpry . Gpp )" (C.10)

avec

22:1 G, pr 2 My PR
G z! — L4 — 0 Cll
rr 212,:1 my pr ( )

2
Zyzl G, pr y My PF

Gpry = S =0 (C.12)
2 .G rm r?hyi(e, + hy)
v=1Yv PF z v PF 17101 \Cr 1
2! g = h, — . - a . < C13
Grr S2_ my pr 2(r2e, + rihy) ( )

Concernant les matrices d’inertie des 2 corps de la plate-forme (v = 1,2), exprimées

dans le repere mobile au CDM de celle-ci, on a que

Ix’:c’ v PF _I:c’y’ v PF _I:c’z’ v PF
II/PF == _Iy’x’uPF —[y’y’I/PF _Iy’Z’I/PF 5 VvV = 1,2 (014)

_Iz’m’ v PF _Iz’y’ v PF ]z’z’ v PF

ou (Ix’y’ v PF — Iy’m’ v PF, Ix’z’ v PF — [z’m’ v PF €t Iy’z’ v PF — Iz’y’ v PF pour v = 172)

PR
Lywipr = mipr 1—; + 1 +my pr[(G1 pry — Gpr y’)2 +
(G1pro—Gpra)? (C.15)
Iyy1ipr = mupr 12 + 1 +my pr[(G1pro — Gprar)” +
(G1pr o — Gpr o)’ (C.16)
M2
Liyipr = mipr 5 +m1 pr((Gipro — Gpr m’)2 +

(Grpry — Grry)Y] (C.17)
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[x’x’ 2 PF

[y’y’ 2 PF

Iz’z’ 2 PF

Ix’y’ v PF
[y’z’ v PF

Ix’z’ v PF

ma pr
(Gz PF
mo pr

(G2 PF

mo pr

2
12

4

97
r
1
— 4+ —

2l — GPF

hi
12

4

;-
"1

+mo pr[(G2 pry — Gpr y’)2 +

Z’)Z]

+my pr|(Ge pr v — Gpr :c/)2 +

F GPF z’)2]

7”2

2

1
—| + M2 pr

(Gapry —Grry)?

my PF(GV pro — Gpp x’)(GV PFy — Gpr y/),
my, PF(GV PFy — Gpr y’)(GV prz — Gpr z’)>

my PF(GI/ rra — Gpp m’)(GV pr o —Gpp z'),

(G2 prao — Gpr :c/)2 +

Bien que la position des CDM des corps dépendent de h (voir les équation (C.8) et

(C.9)), on remarque que la position relative du CDM d’un corps par rapport au CDM

du solide ne change pas. Cette observation permet d’établir que

(Gl/ PF x' — GPF x’)
(GV PFy — GPF y’)
(Gl PF 2z — GPF z’)

(G2 PF 2/ — GPF z’)

= 0, v=1,2

= 0, v=12
r%hl(er + hl)

2(7’267» + T%hl)
r%hl(er + hl) _ e, + hl

2(r2e, +rihy)

2

(C.24)
(C.25)

(C.26)

(C.27)
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Ainsi, les éléments de la matrice d’inertie dépendent seulement de parametres géométriques

(pas de la distance h qu’on fait varier avec I’actionneur prismatique). Done, I’évaluation

de la matrice d’'inertie au CDM de la plate-forme, exprimée dans le repere mobile

R/x/ylzl, est

2
Ipr = Z L pr

v=1

et la matrice de rotation reliée a la plate-forme est

QIPF = Q

(C.28)

(C.29)
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C.3 Actionneur prismatique

L’actionneur prismatique est modélisé comme un cylindre de rayon 5 et de longueur
hs sur lequel on retrouve une cavité cylindrique de longueur h3 et de rayon r3 qui permet
de guider le mouvement du cylindre de longueur h; attaché au disque de la plate-forme

(voir la figure C.2).

z

A A A
hs
h3

7
v
ha v | Gap
Gy p
e
<>

w|§“
vo|

X
r3—> Gp

T2

plan z'y’

@)

Fic. C.2 — Modélisation de I’actionneur prismatique.

En segmentant ce solide, noté P, formé du cylindre plein (z = 1) et du cylindre

vide (= 2), on évalue sa masse par I’équation suivante

2

mp = Z my, p (030)
pn=1
avec
mip = prrohy (C.31)
myp = —prrihs (C.32)

Le CDM de chaque corps p exprimé dans ce repere mobile est

h T
Gip = lo,o,ﬂ (C.33)



ha1”
Gyp = lo,o,h2 - 33] (C.34)
et la position du CDM du solide P est
GP = [GP w'7GP y’7GP z’]T (C35>
avec
2
1Gupo
pr/ - H—12 kil muP == 0 (C36)
Zu:l m,uP
2
G Py My P
Gp,y = p=l TRTY TR C.37
Py Zi:l m, p ( )
2
Gpo — e uretur it ()il (C.38)
Zuzl mup rihy — r3hs

Concernant les matrices d’inertie des 2 corps de 'actionneur prismatique (pu = 1,2),

exprimées dans le repere mobile au CDM du solide, on a que

[x’x’uP _I:c’y’ wP a2 p P
—Iy/x/ uwP Iy/y/ wP _[y’z’uP y UV = 1,2 (039)

IL.p=

_Iz’x’ wP _Iz’y’ wP [z’z’ wP

ou (Ix’y’ wpP = [y’x’ wPs [:c’z’uP = Iz’x’ uP et Iy’z’uP = Iz/y/ uwP pour u = 1,2)

'h2 7,2

Lywip = map 1—5 + 22] +m1p[(Gipy —Gpy)’ + (Gipo — Gpu)?] (CA40)
:hg s 2 2

Lyy1p = mip Tt tm Pl(Gipe —Gpo)” +(Gipo — Gp)?] (C41)
2

Livip = myp 52] by (G par — Gpar)® + (Gipy — Gpy)) (C.42)
:hg r3 2 2

Lywop = map Tt T Pl(Gapy —Gpy) +(Gapo —Gp)] (CA43)
:hg r3 2 2

Iyyop = map T2 + 1 +mop[(Gopw —Gpo) 4+ (Gap — Gp )| (C.44)
:7«2

Liyop = map 53] +mop[(Gopw —Gpuw) + (Gapy — Gpy)? C.45

[y’z’uP - muP(GVPy’ _GPy’)(GVPz’ _GPZ’)> V= 172

(C.45)
Lo = myplGyow—Grad(Gupy—Gry). =12 (C.16)
(C.47)
Lizvp = mip(Gupew —Gpu)(Gupy—Gpy), v=12 (C.48)
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ce qui nous conduit a I’évaluation de la matrice d’inertie au CDM de ’actionneur

prismatique, exprimée dans le repere mobile R, ./, avec
2
Ipr=> Lp (C.49)
pn=1

et la matrice de rotation entre ce repere mobile et le repere fixe est

Qir=Q (C.50)
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Annexe D

Modélisation des corps du
MHS4DDL

D.1 Stabilisateurs

Chaque stabilisateur est composé de 2 tiges: la premiere de longueur /), et de rayon
ri,, » la seconde de longueur [y, et de rayon 7, . Ainsi, on a que la masse des tiges est

donnée par

Msy;8y = pﬂ'Till)\l, =123 (Dl)

MSy; S5 = p7TT'l2/\2l)\2, =123 (DQ)



Concernant les matrices d’inertie des tiges exprimées au CDM dans le repere Ry, et

Ry, on a que

r r2 -
Mgy, 8o lgl 0 0
l§1 TIQ/\1
Is,s,, = 0 mg,s, =t 0 , 1 =123 (DS)
BTk
0 0 M3y 8 1_21 + 41
- T’l2 -
TS5, S3; ;2 0 0
B, "
Loy, = 0 Msysy | 15 + 57 0 L i=123 (D4)
B, | "h
0 0 M55, 1_22 + 42
et les matrices de rotation du repere Ry, et du repere R,, par rapport au repere fixe
sont
QISUSQZ' = QQ%QQ Q)\U Z = 17273 (DS)
QIS2iSSi = QQ%QQ Q)\za 1= 17273 (D6)
avec
[ cosA; 0 —sin); |
Qu = Qu|, = 0 1 0 (D.7)
sinA; 0 cos\;
[ cosAy 0 —sin)y |
Q. = Qu|, = 0 1 0 (D.8)
| sinAy 0 cos Ay

D.2 Mécanisme de translation

Le mécanisme de translation est modélisé par des membrures. Comme il est indiqué
a la figure 3.5, ces membrures relient les points P; a P, (de longueur I, et de rayon ry,),
Py & P, (de longueur I3 et de rayon ry,), P, a P3 (de longueur Iy et de rayon r;,) et Py

a Pj (de longueur [3 et de rayon r;,). Donc, la masse de ces corps est donnée par

2
mpyp, = Mppy =My = pﬂ-rrbl? (D9)

mp,p, = Mpp, =My = pm“fglg (D.10)
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Pour définir la matrice d’inertie exprimée au CDM de chaque corps, on associe un
repere mobile lié a chacune des membrures dont l'indice du repere correspond aux
points définissant les extrémités de chaque membrure. Comme il est montré sur la
figure 3.5(a), les axes xp, p,, Tp,p,, Tp,p, €t Tp,p, suivent axe de chaque membrure et
les axes yp, p,, Ypr,py, Yry Py €6 Yp, py sont orientés dans le méme sens et la meéme direction

que l'axe ye. Ainsi, on a que

my, 2 0 0
2o,
IP1P2 = IP1P3 = 0 My <é + %) 0 (Dll)
0 0 m, <%+Tj5) |
_ 2 -
mls% 0 0
2o
Ipp, = Ipp = 0 Mg <% + %) 0 (D12)
7‘2
0 0 mi, <% + %) |
et les matrices de rotation des reperes liés aux membrures par rapport au repere fixe
sont
Qlk = QQ’YlQ(lQEQk’ k :P1P27P4P27P1P37P4P3 (D13)
avec
[ cos (—% + 94) 0 sin (—g + 94)
QP1P2 = ng‘_(%_l%) = 0 1 0 (D14)
| —sin (—% + 94) 0 cos (—% + 94)
[ cos (—37” — 19) 0 sin (—37” — 19)
Qrr, = Qy ]_(%W) = 0 1 0 (D.15)
| —sin (—37“ —19) 0 cos (—37“ —19)
[ cos (—g — 94) 0 sin (—g — 94)
1 = = 0 1 0 D.16
QP Ps ng ’_(%_1_94) ' ( )
| —sin (—g — 94) 0 cos (—g — 94)
[ cos (—37” +19) 0 sin (—37” +19)
QP4P3 = ny‘—(%ﬂ—ﬁ) = 0 1 0 (Dl?)
| —sin (—37”+19) 0 cos (—37”—1-19)



D.3 Plate-forme du mécanisme hybride

Pour simplifier la modélisation de la plate-forme du mécanisme hybride, on va
modéliser celle-ci par un disque de rayon r et d’épaisseur e,. Ainsi, on a que la masse
est donnée par

mpp = prre, (D.18)

et 'orientation de ce corps est donné par la matrice de rotation du repere mobile R’ /.1,
c’est-a-dire que

Qrrr=Q (D.19)

Donc, en considérant la meéme orientation que le repere mobile, la matrice d’inertie
évaluée au CDM correspond a

62 7”2
mpr |15 + 1

Ipp = 0 mer (5 +5) 0 (D.20)

0 0 mpp%
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