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Résumé

Cette dissertation propose une analyse de I'espace des poses polyvalentes des méca-
nismes paralléles entrainés par cables. Ces mécanismes sont principalement constitués
d’un effecteur mobile, d’une base fixe et de cables reliant en paralléle 'effecteur a la
base. Les cables de longueurs variables permettent d’entrainer leffecteur. Les méca-
nismes paralléles entrainés par cables se distinguent de nombreux mécanismes par le
fait que les cables ne peuvent que tirer l'effecteur et pas le pousser. Aussi, I'étude de
I’ensemble des poses de Deffecteur pour lesquelles tout torseur peut étre équilibré par
les cables est fondamentale. Dans cette thése, cet ensemble est appelé ’espace des poses
polyvalentes. L’objectif principal de cette dissertation est de discuter de la nature et

de la détermination de ’espace des poses polyvalentes.

Au chapitre 2, 'espace des poses polyvalentes des mécanismes paralléles plans a trois
degrés de liberté entrainés par quatre cables est étudié. Des propriétés fondamentales
de cet espace y sont présentées, incluant la nature de ses frontiéres. Puis, une méthode
qui détermine les coupes a orientation constante de 1’espace des poses polyvalentes en

trouvant leurs frontiéres est discutée. Un exemple illustre I'intérét de cette méthode.

L’objectif principal du chapitre 3 est de généraliser les résultats et méthodes du cha-
pitre 2 aux mécanismes paralléles plans a trois degrés de liberté entrainés par m cables,
m > 4. Cette généralisation nécessite ’étude des différents types de configurations
polyvalentes des torseurs plans. Dans cette thése, cette étude se veut exhaustive. Puis,
les relations entre la géométrie du mécanisme et les poses polyvalentes associées aux
différents types de configurations polyvalentes sont discutées. Finalement, la méthode

de détermination des coupes & orientation constante de ’espace des poses polyvalentes



introduite au chapitre 2 est étendue au cas des mécanismes plans & trois degrés de

liberté entrainés par un m cables, m > 4.

Le dernier chapitre, le chapitre 4, est consacré a la détermination des coupes a
orientation constante de ’espace des poses polyvalentes des mécanismes paralléles & six
degrés de liberté entrainés par m cables, m > 7. A partir d’une discussion des différents
moyens disponibles permettant de caractériser les poses polyvalentes de 'effecteur et a
la lumiére des résultats obtenus dans le cas des mécanismes plans, nous montrons que
la frontiére des coupes a orientation constante de I'espace des poses polyvalentes est
composée de parties de surfaces cubiques. Ce résultat permet d’obtenir une méthode

qui détermine ces coupes a orientation constante par discrétisation de leurs frontiéres.
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Les mécanismes paralléles entrainés par cables

Un mécanisme paralléle entrainé par cables est principalement constitué d’un ef-
fecteur mobile, d'une base et de cables qui relient en paralléle 'effecteur a la base.
Généralement, la base est fixe, chaque cable est attaché a 'effecteur a une de ses ex-
trémités et s’enroule autour d’une poulie actionnée solidaire de la base & son autre
extrémité. Par le controle des longueurs de cables déroulées, les poulies actionnées per-
mettent de controler la pose de I'effecteur, c¢’est-a-dire sa position et son orientation.
Une représentation schématique d’un mécanisme paralléle a six ddl (degrés de liberté)
entrainé par huit cables est montrée a la figure 1.1. L’effecteur de ce mécanisme est
représenté par un parallélépipéde rectangle tandis que sa base est cubique. Un méca-

nisme paralléle plan a trois ddl entrainé par quatre cables, dont certains sont croisés,

1



F1G. 1.1 — Un mécanisme paralléle a six ddl entrainé par huit cables.

est montré a la figure 1.2. Pour ce type de mécanisme, l'effecteur doit étre contraint a
évoluer dans un plan, les poulies actionnées permettant, par I'intermédiaire des cables,

de controler les degrés de liberté de I'effecteur dans le plan.

Cette thése concerne les mécanismes dont I'effecteur est relié a la base par des cables
uniquement. De plus, tous les cables sont actionnés et le nombre de cables sera tou-
jours supérieur au nombre de ddl de I'effecteur pour des raisons que nous expliquerons
a la section 2.2.1. Cependant, 'idée d’étendre a plusieurs ddl le principe d’une grue
est une des origines des mécanismes paralléles entrainés par cables. L’effecteur & n ddl
des mécanismes issus de cette idée est suspendu par n ou moins de n cables. On parle
alors de mécanisme suspendu par cables. Un mécanisme de ce type est montré a la
figure 1.3. Remarquons que, a la différence de la figure 1.1, les cables n’entourent pas
Ieffecteur et que le poids de 'effecteur et celui de la charge permettent, sous certaines
conditions, de garder les cables en tensions. Basé sur ce principe, le RoboCrane [2] fait
partie des premiers robots proposés dans la littérature utilisant un mécanisme paral-
léle entrainé par cables. L’effecteur du RoboCrane a six ddl et est suspendu par six
cables. Le RoboCrane a été proposé pour différentes applications telles que celles pré-

sentées dans [18, 19, 20|. Dans [120], l'utilisation d’un mécanisme a six ddl suspendu



Fi1G. 1.2 — Un mécanisme paralléle plan a trois ddl entrainé par quatre cables dont

certains sont croisés.

par six cables (plate-forme de Gough-Stewart suspendu par cables) dans un systéme
de construction automatisé est discutée. Par ailleurs, la conception et le controle des
meécanismes paralléles a six ddl suspendus par six cables sont discutés dans [3] et [92],
respectivement. Les références [42] et |[71] présentent des stratégies de controle d’une
grue robotique utilisant trois cables actionnés indépendamment, les systémes d’enroule-
ment des trois cables pouvant se déplacer sur des rails. Notons que les mécanismes dont
Ieffecteur posséde plus de ddl que de cables qui le suspendent posent des problémes de
cinématique [4, 70, 90, 132], de planification de trajectoire et de controle [133]. Finale-
ment, une discussion sur la stabilité des poses de I'effecteur de ce type de mécanisme

peut étre trouvée dans |17].

Il existe d’autres mécanismes paralléles entrainés par cables qui ne sont pas direc-
tement concernés par le travail présenté dans cette thése parce que les cables ne sont
pas seuls a relier la base et 'effecteur du mécanisme. Par exemple, 'effecteur peut
étre entrainé par des cables et par un ou plusieurs actionneurs linéaires tels que des
vérins [5, 47, 66, 67|, ces derniers permettant de garder les cables tendus. Dans [24],
Ieffecteur est connecté a la base par des cables et par un joint de cardan et une liaison
glissiére. La référence [69]| présente un mécanisme paralléle a six ddl entrainé par six
cables de longueurs constantes, le manipulateur WARP. Chaque cable du WARP est

attaché a effecteur 4 une de ses extrémités et & un bras actionné a son autre extrémité.



F1G. 1.3 — Un mécanisme paralléle a six ddl dont Ieffecteur est suspendu par six cables.

Dans [9, 10] et [51], les auteurs proposent des mécanismes paralléles entrainés par cables
ol les cables sont utilisés pour entrainer I'effecteur mais également pour contraindre
certains de ses ddl. Un vérin reliant la base et ’effecteur par des joints de cardan per-
met de tendre les cables. Finalement, notons également 'existence de mécanismes en
chaines cinématiques ouvertes et/ou fermées dont les corps sont reliés a une base fixe

par des cables actionnés [55, 57, 86].

Les mécanismes paralléles entrainés par cables ont plusieurs avantages par rapport
a la plupart des mécanismes paralléles & membres rigides. La masse et l'inertie de la
partie mobile du mécanisme sont réduites étant donné que, tant que les dimensions
du mécanisme sont raisonnables, les cables sont légers. Ainsi, les mécanismes paralléles
entrainés par cables peuvent générer de grandes accélérations a l'effecteur ou consom-
mer peu d’énergie. Ils sont plus faciles & construire et a transporter. Leur géométrie
(positions des poulies actionnées a la base et positions des points d’attache des cables
sur Peffecteur) peut étre plus facilement modifiée. De plus, ils sont généralement moins
cher. Les mécanismes paralléles entrainés par cables ont également le potentiel pour
travailler dans un espace important étant donné que de grandes longueurs de cables
peuvent étre enroulées sur des poulies. Finalement, ’entrainement par cables permet
d’appliquer ces mécanismes & différentes échelles telles que celles d’'un manipulateur

industriel, d’une grue ou méme d’un radiotélescope géant [28|.



Ces avantages font des mécanismes paralléles entrainés par cables des candidats
a de nombreuses applications. Dans [49] et [50], le développement d’un manipulateur
paralléle a six ddl, le robot Falcon, ainsi que son application a la robotique ultra rapide
sont discutés. Les travaux rapportés dans [109, 110] et [115] proposent d’appliquer
des mécanismes paralléles entrainés par cables a la simulation de mouvement. Ces
mécanismes présentent également plusieurs avantages lorsque appliqués a la réalisation
de systémes haptiques ou de systémes a retour d’efforts [23, 35, 37, 38, 52, 53, 75, 76,
84, 85, 97, 124]. Remarquons que [37, 38] discutent d’une conception particuliére pour
laquelle les cables peuvent s’enrouler autour de I'effecteur cylindrique, permettant ainsi
de grands débattements en orientation. Les mécanismes paralléles entrainés par cables
ont été proposés et/ou appliqués a un robot maitre d’un systéme maitre esclave [48],
a une suspension active d’un avion en soufflerie [12, 61, 62, 63|, au déplacement de la
plate-forme focale de radiotéléscopes géants [28, 36, 25, 104], & un systéme de déminage
[114], & des systémes de réhabilitation [44, 106] et au déplacement de débris suite a un
tremblement de terre [108|. Plusieurs brevets existent également, par exemple [1, 6, 66,
74, 113|. En outre, la recherche sur les mécanismes paralléles entrainés par cables est

active et plusieurs travaux ont été publiés récemment [8, 10, 21, 23, 43, 55, 89, 91, 115|.

Cependant, les mécanismes paralléles entrainés par cables ont plusieurs particula-
rités et inconvénients qui sont principalement dus a I'unilatéralité de la transmission
permise par les cables et & la souplesse des cables. A ce propos, des discussions gé-
nérales intéressantes peuvent, notamment, étre trouvées dans [29, 43, 67, 83, 116].
Le probléme géométrique direct (déterminer la pose de 'effecteur connaissant les lon-
gueurs des cables) des mécanismes paralléles entrainés par cables est complexe comme
celui de la majorité des mécanismes paralléles [79]. Notons que, quand le nombre de
cables est supérieur au nombre de ddl de leffecteur, le probléme géométrique direct
peut étre simplifié par certains choix des positions des points d’attache des cables sur
effecteur [34]. De plus, la mesure de la pose d’un corps par résolution du probléme
géométrique direct d’'un mécanisme paralléle a cables est 'objet des discussions pré-
sentées dans [45, 46, 112, 130, 131]. La planification de trajectoire ainsi que le controle
des mécanismes paralléles entrainés par cables sont discutés dans [21, 30, 31, 39, 54,
63, 88, 89, 100, 101, 118]. Les interférences ou collisions entre segments d’un méca-
nisme paralléle peuvent limiter son espace de travail [77]. Ainsi, les interférences entre
les cables peuvent également limiter I’espace de travail d’'un mécanisme paralléle en-
trainé par cables, notamment quand les cables sont nombreux et croisés. Une méthode

permettant de déterminer les parties de 'espace de travail dans lesquelles des interfé-



rences entre cables se produisent a été proposée dans [82]. Notons que des interférences
entre les cables et 'effecteur ainsi que des interférences entre les cables et ’environ-
nement du mécanisme peuvent également limiter I'espace de travail. Par ailleurs, des
analyses de la raideur de mécanismes paralléles entrainés par cables sont présentées
dans [10, 24, 27, 64, 105] tandis que des indices de performances et la dextérité de ces
mécanismes sont discutés dans [58, 59, 60, 99, 111, 135|. En outre, quelques publications
discutent de la conception des mécanismes paralléles a six ddl entrainés par plus de six
cables. Par exemple, dans [26, 107, 110], des géométries optimales sont recherchées tan-
dis qu’une démarche de conception par optimisation d’un indice de performance est
présentée dans [111]. Finalement, notons que les mécanismes paralléles entrainés par
cables peuvent étre sujets a des problémes de vibration, notamment, lorsqu’ils sont
utilisés dans des applications de robotique ultra rapide. Ce probléme important ne
semble pas avoir été beaucoup traité dans la littérature concernant la robotique et les

mécanismes. Nous pouvons néanmoins citer les travaux présentés dans [49, 50, 56].

1.2 Plusieurs types d’espaces de travail

L’espace de travail d'un mécanisme paralléle entrainé par cables est limité par les
longueurs totales des cables. Cependant, étant donné qu’il est possible d’enrouler un
cable trés long autour d’une poulie, 'espace de travail sera plutot limité par le caractére
unilatéral des forces appliquées par les cables sur I'effecteur, c’est-a-dire par le fait que
les cables ne peuvent que tirer 'effecteur et pas le pousser. Aussi, 'espace de travail
peut étre défini comme I'ensemble des poses de D'effecteur pour lesquelles certaines
conditions sur des torseurs a générer a effecteur et sur des tensions minimales et/ou
maximales dans les cables doivent étre respectées. Par exemple, ’espace de travail défini
comme l’ensemble des poses de effecteur pour lesquelles un torseur particulier peut
étre équilibré en tirant Ueffecteur avec les cables est étudié dans |7, 8, 117] dans le cas
des mécanismes plans a trois ddl et dans [123| dans le cas de mécanismes a trois ddl en
orientation dont I'effecteur est relié a la base par des cables et par une liaison sphérique.
Si ce torseur particulier est le poids de 'effecteur et que ce dernier n’est soumis a aucun
autre effort extérieur, I'espace de travail précédemment défini correspond a I’ensemble
des poses ou I’équilibre statique de V'effecteur est possible. Dans [32] et [33], cet espace
de travail est considéré afin de choisir la géométrie de mécanismes paralléles plans a

trois ddl d’architectures particuliéres. Une condition qui permet de tester si une pose



appartient a cet espace des équilibres statiques est présentée dans [94] dans le cas des
mécanismes a six ddl. Dans [16, 29, 93|, un autre espace de travail est défini. Cet
espace, appelé « wrench feasible workspace », est I’ensemble des poses de D'effecteur
pour lesquelles tout torseur d'un ensemble de torseurs peut étre généré en tendant les
cables tel que les tensions qui en résultent ne dépassent pas certaines valeurs maximales.
Alinsi, cette définition est trés générale. Par exemple, si 'ensemble de torseurs a générer
est réduit & un seul torseur et que les tensions maximales & ne pas dépasser deviennent
infinies, on se rameéne au cas étudié dans [7, 8, 117, 123|. La détermination du « wrench
feasible workspace » dans le cas simple des mécanismes paralléles plans a deux ddl
entrainés par deux cables et pour une géométrie particuliére de ’ensemble de torseurs
a générer est présentée dans [93]. Dans le cas des mécanismes possédant des ddl en
position et en orientation et, surtout, dans le cas des mécanismes possédant plus de
cables que de ddl, la détermination du « wrench feasible workspace » représente un défi

important.

L’espace de travail des mécanismes paralléles entrainés par cdbles étudié dans cette
these est appelé Uespace des poses polyvalentes (EPP) et correspond a l'ensemble des
poses de leffecteur pour lesquelles n'importe quel torseur peut étre généré a l’effecteur
en tendant les cdbles du mécanisme, les tensions dans les cdbles n’étant pas limitées.
A la différence des espaces de travail définis au paragraphe précédent, 'EPP ne dé-
pend pas du choix d’un torseur particulier ou d’'un ensemble de torseurs a générer
et/ou de tensions maximales & ne pas dépasser. Ainsi, il est une propriété du méca-
nisme seulement, c’est-a-dire qu’il ne dépend que du nombre de cables, des positions
des poulies actionnées & la base et des positions des points d’attache des cables sur
Ieffecteur. En d’autres termes, I’EPP ne dépend que de la géométrie du mécanisme.
A lintérieur de 'EPP, Peffecteur du mécanisme est complétement contraint par les
cables. Etant donné que cette propriété est essentielle 4 de nombreuses applications,
la détermination de 'EPP est un outil fondamental a4 I'analyse et & la conception des
mécanismes paralléles entrainés par cables. Par ailleurs, les cables ne pouvant que tirer
Peffecteur, une condition nécessaire & ’existence de ’'EPP est : le nombre de cables en-
trainant l'effecteur du mécanisme doit étre supérieur a son nombre de ddl [48, 59, 83].
Par exemple, un mécanisme paralléle a six ddl doit étre entrainé par au moins sept
cables. Aussi, dans la suite de cette thése, nous ne considérerons que des mécanismes
ayant plus de cables que de ddl. IEPP est connu sous différentes appellations dans,
par exemple, |7, 29, 38, 50, 94, 103, 119, 127, 129]. Le nom espace des configurations

polyvalentes est di & [7]. Cependant, malgré son importance et au meilleur de notre



connaissance, aucune étude n’a été spécifiquement dédiée a I'analyse des propriétés et a
la détermination de 'EPP des mécanismes paralléles entrainés par cables. Cette thése

tente de combler ce vide, au moins en partie.

Avant d’introduire 'EPP de facon plus précise en considérant le cas des mécanismes
paralléles plans a deux degrés de liberté, notons que les mécanismes paralléles entrainés
par cables et les mains robotiques, dont les points de contact entre doigts et objet
saisi sont sans frottement, ont un point commun important. En effet, les cables ne
peuvent que tirer 'effecteur tandis que les doigts ne peuvent que pousser I’objet [48, 59].
Plus de détails concernant ce point commun peuvent étre trouvés dans les discussions

intéressantes proposées dans [29] et [121].

1.3 Espace des poses polyvalentes des mécanismes

paralléles plans a 2 ddl

Un exemple permettant d’introduire la notion d’EPP par des considérations géomé-
triques uniquement est celui des mécanismes paralléles plans a deux ddl entrainés par
cables. Un mécanisme de ce type, entrainé par trois cables, est montré a la figure 1.4
(a). L’effecteur ponctuel P de ce mécanisme est relié & la base par trois cébles. Les
trois cables sont attachés en P et s’enroulent aux points A, Ay et Az de la base tel que
montré a la figure 1.4 (a). Les cables permettent ainsi de controler les deux ddl du point
P, c’est-a~dire la position du point P dans le plan du mécanisme. Dans ce cas simple,
I’EPP devient ’ensemble des positions du point P pour lesquelles toute force peut étre
appliquée au point P par les cables. Or, considérons, par exemple, les cables 1 et 2
dirigés par les vecteurs d; et dy montrés a la figure 1.4 (a). Ces deux cables ne pouvant
que tirer effecteur ponctuel P, les forces qu’ils sont capables d’appliquer en P sont
celles comprises dans le secteur angulaire A; PA,. De méme, les forces que les cables 1
et 3 peuvent générer en P sont celles comprises dans le secteur angulaire A; P A3 tandis
que toutes les forces comprises dans le secteur angulaire A; P A3 peuvent étre obtenues
en tendant les cables 2 et 3. Ainsi, la position de P montrée a la figure 1.4 (a) appar-
tient a 'EPP étant donné que, pour cette position de P, les trois secteurs angulaires
A;PA; engendrent tout le plan. De plus, on constate géométriquement que 'EPP est

I'intérieur du triangle AA; As A3 montré en grisé a la figure 1.4 (a). Quand P est situé a



(a) Un mécanisme paralléle (b) L’EPP d’un mécanisme entrainé par
plan & deux ddl entrainé par quatre cables.

trois cables.

(¢) L’EPP d’un mécanisme entrainé par

cinq céables.

F1G. 1.4 — EPP de mécanismes paralléles plans a deux ddl entrainés par cables.

Pintérieur du triangle AA; As As, c’est-a-dire, quand P appartient & ’EPP, les vecteurs
unitaires d; qui dirigent les cables sont dans une configuration polyvalente telle que
celle montrée a la figure 1.5 (a). Remarquons que dans ce cas simple, il est évident que

si seulement un ou deux cables étaient attachés au point P, 'EPP n’existerait pas.

A présent, considérons le cas des mécanismes paralléles plans & deux ddl entrainés
par m cables, m > 3. Etant donné que si trois cables peuvent générer n’importe quelle
force, les m cables le peuvent également, alors, la réunion de l'intérieur des triangles
AA;A; A appartient & 'EPP. Ainsi, 4 la figure 1.4 (b), tous les points situés a I'intérieur
du polygone de sommets A;, Ay, A; et Ay, excepté le point d’intersection des diagonales
@, appartiennent & 'EPP du mécanisme paralléle & deux ddl entrainés par quatre

cables s’enroulant aux points A;, Ay, A; et A,. Géométriquement, on constate que tout



point situé sur les cotés ou a l'extérieur du polygone de sommets A;, Ay, A; et A,
n’appartient pas & 'EPP. En outre, au point (), les quatre vecteurs unitaires d; qui
dirigent les cables du mécanisme sont dans une configuration telle que celle montrée a
la figure 1.5 (b). Or, dans une telle configuration, tout vecteur de R? peut étre engendré
par une combinaison linéaire a coefficients positifs ou nuls de deux des quatre d;. Aussi,
le point () appartient & I'EPP des poses polyvalentes qui, par conséquent, est I'intérieur
du polygone de sommets A;, A, A; et A, De plus, la configuration polyvalente des
vecteurs d; montrée a la figure 1.5 (b) est telle qu’aucune combinaison de trois des d;
est dans une configuration polyvalente : les configurations polyvalentes montrées aux
figures 1.5 (a) et (b) sont deux types différents de configuration polyvalente. En outre,
il peut étre prouvé qu'’il n’en existe pas d’autre dans I’espace vectoriel R?. Finalement,
I'EPP d’un mécanisme entrainé par cing cables est montré & la figure 1.4 (c). Cette
fois-ci, cet EPP peut étre obtenu par réunion de 'intérieur des triangles AA; A;A;. En
effet, par exemple, le point M montré a la figure 1.4 (c) est a U'intersection de deux
diagonales mais en méme temps a 'intérieur du triangle AA; A3 A5 et ceci est vrai pour

les cinq points d’intersection entre diagonales.

En conclusion, 'EPP d’un mécanisme paralléle plan a deux ddl entrainé par m
cables, m > 3, est l'intérieur du plus grand polygone convexe dont les sommets sont au
moins trois des points A; auquels les cables s’enroulent a la base. Ce résultat peut étre

prouvé de facon formelle.

1.4 Contributions de la thése

La contribution principale de cette thése consiste en une étude détaillée de I’'EPP des
mécanismes paralléles entrainés par cables. Cet espace n’existant pas quand le nombre
de ddl du mécanisme est supérieur ou égal au nombre de cables entrainant 'effecteur,
cette thése ne concerne que les mécanismes a n ddl entrainés par m cables ou m > n.
De plus, les mécanismes considérés sont ceux dont 'effecteur est relié¢ a la base par des

cables uniquement, au moins n + 1 de ces cables devant étre actionnés.

Dans un premier temps, ’EPP des mécanismes paralléles plans a trois ddl entrainés
par quatre cables est étudié. Plus particuliérement, plusieurs propriétés fondamentales

de ’EPP sont présentées. Ces propriétés permettent de mieux comprendre sa nature. De
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(a) Une configuration polyvalente (b) Une configuration polyvalente

a trois vecteurs de R2. a quatre vecteurs de R2.

F1G. 1.5 — Les deux types de configurations polyvalentes des vecteurs de R

plus, certaines d’entre elles sont essentielles a sa détermination. Il est notamment prouvé
que les frontiéres des coupes a orientation constante de 'EPP sont composées d’arcs de
coniques. Tirant avantage de ce résultat, une méthode géométrique de détermination des
coupes a orientation constante de ’'EPP est proposée. Cette méthode permet d’obtenir
une bonne approximation de I’'EPP de tout mécanisme paralléle plan a trois ddl entrainé

par quatre cables.

Puis, I'étude de 'EPP des mécanismes paralléles plans & trois ddl est généralisée
aux mécanismes dont Ueffecteur est entrainé par plus de quatre cables. Etant donné que
I’EPP de ces mécanismes est composé de poses polyvalentes du méme type que celles
étudiées dans le cas des mécanismes entrainés par quatre cables mais aussi d’autres
types de poses polyvalentes n’existant pas quand le mécanisme est entrainé par moins
de cinq ou six cables, une étude exhaustive des différents types de poses polyvalentes est
présentée. De plus, I'existence ainsi que la répartition au sein des coupes a orientation
constante de 'EPP de ces différents types de poses polyvalentes sont discutées. Une
conséquence de cette étude est que les frontiéres des coupes a orientation constante de
I’EPP sont composées d’arcs de coniques de méme nature que ceux composant la fron-
tiére des coupes a orientation constante de ’EPP des mécanismes entrainés par quatre
cables. Ce résultat permet de généraliser la méthode géométrique a 'approximation de

I’EPP de tout mécanisme paralléle plan a trois ddl entrainé par au moins quatre cables.
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Dans la troisiéme et derniére partie de la thése, ’étude de 'EPP des mécanismes
paralléles a six ddl entrainés par m cables, m > 7, est abordée. Il y est démontré que
les frontiéres des coupes a orientation constante de 'EPP sont composées de parties
de surfaces cubiques. De plus, ces surfaces cubiques sont de méme nature que les lieux
de singularité & orientation constante des mécanismes paralléles communément appelés
plate-formes de Gough-Stewart. Basée sur une méthode connue de détermination des
équations de ces surfaces, une méthode qui permet de déterminer les coupes & orienta-
tion constante de ’EPP de tout mécanisme paralléle a six ddl entrainés par m cables,
m > 7, est présentée. Cette méthode consiste a discrétiser les frontiéres de ces coupes

produisant ainsi une représentation graphique de qualité.

Notons que les paramétres géométriques des mécanismes illustrant les chapitres 2,

3 et 4 sont présentés a 'annexe E.

Finalement, notons également que nous avons essayé de ne présenter que des résul-
tats démontrés rigoureusement en annexe de cette thése ou ailleurs, dans des publica-

tions et des livres auxquels nous essayons de faire référence le plus justement possible.
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Chapitre 2

Espace des poses polyvalentes des
mécanismes paralléles plans a trois ddl

entrainés par quatre cables

En se basant sur un modéle cinématique simple et sur une caractérisation connue mais sous-
exploitée de 'EPP des mécanismes paralléles plans a trois ddl entrainés par quatre cables, ce
chapitre présente des propriétés fondamentales de cet espace ainsi qu’une méthode géométrique
permettant de déterminer ses coupes a orientation constante. Des exemples sont également
présentés.

13



2.1 Torseur apppliqué par les cables sur 'effecteur

Un mécanisme paralléle plan entrainé par quatre cables est montré schématique-
ment & la figure 2.1. Il est principalement constitué de quatre poulies actionnées, de
quatre cables et d’un effecteur. En général, les cables s’enroulent sur les poulies, fixées
a la base du mécanisme, et sont attachés a I’effecteur, chaque cable possédant sa propre
poulie. Inversement, les cables peuvent étre attachés a la base et enroulés sur des pou-
lies embarquées dans 'effecteur mais cette deuxiéme possibilité posséde le désavantage
important d’augmenter considérablement la masse de la partie mobile du mécanisme.
Supposons que le point A; auquel un cable s’enroule sur sa poulie est fixe par rapport a
la base et supposons également que le point B; auquel ce méme cable s’attache est fixe
par rapport a 'effecteur. Le cable i est tendu entre les points A; et B; et est supposé
étre identique au segment de droite [A; B;]. Les points de contact A; et B; sont modélisés
par des liaisons pivots dont les axes sont perpendiculaires au plan du mécanisme. Ces
hypothéses conduisent au modeéle cinématique d’un mécanisme paralléle plan entrainé
par quatre cables montré a la figure 2.2. Le repére de référence d’origine O et de base
orthonormeée (x,y) est fixe par rapport a la base du mécanisme. En choisissant un point
de référence P de l'effecteur, nous obtenons le repére mobile (P,x’,y’) lié a effecteur
tel que montré a la figure 2.2, les deux vecteurs x’ et y’ étant unitaires. Remarquons
que dans toute la thése, les lettres minuscules en caractéres gras désigneront des vec-
teurs tandis que les lettres majuscules en caractéres gras designeront des matrices. A
présent, soit p = [x,y]T le vecteur position de P dans le repére de référence et soit ¢
langle entre le vecteur fixe x et le vecteur mobile x’. La position et l'orientation de
Ieffecteur seront respectivement représentées par p et ¢. Soit également p; = HAZ—BZH
la longueur de la partie tendue du cable i, a; le vecteur position du point A; dans le
repére de référence et b; la projection du vecteur ﬁ; dans ce méme repére. Associons
au cable i le vecteur unitaire d; d’origine B; dirigé le long de la droite (A;B;) de B;

vers A;

d; = —(a; —b;—p)=—(aj — p) (2.1)

avec
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poulie actionijée"

" effecteur

Fi1G. 2.1 — Principaux éléments d’'un mécanisme paralléle plan entrainé par quatre

cables.

a; =a; — b; (2.2)

7

ou af est fonction de la géométrie du mécanisme et de I'orientation ¢ de son effecteur.
Pour une orientation donnée de 'effecteur, le point A}, de vecteur position ay, est un
point fixe du plan tel que le cable ¢ est complétement enroulé quand P = AY. Ainsi,
quand P = AY, les points A; et B; sont confondus. Nous verrons par la suite que les
points A} ont leur importance dans la détermination de 'EPP. Remarquons que, quand
P =AY, p; =0 et I'équation (2.1) n’a plus de sens. Le vecteur d; est alors défini comme
étant le vecteur nul. La justification de cette définition est présentée a la section B.1 de
I'annexe B. Remarquons également qu’en pratique les points A} sont généralement a

éviter puisqu’en ces points 'effecteur est en contact avec une des poulies du mécanisme

(A; = By).

Le cable tendu 7 applique sur 'effecteur du mécanisme un torseur dont la réduction

au point de référence P de I'effecteur est t;w;. Le vecteur w,; € R3 est défini par

d;
Wi [ det(b;, d;) ] (2:3)
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F1G. 2.2 — Modéle cinématique.

ou t; est la tension dans le cable ¢ et o la notation det désigne le déterminant. Le
scalaire ¢; est toujours positif ou nul. La réduction en P, w,, du torseur appliqué par

les quatre cables sur l'effecteur est la somme des torseurs t;w; et s’écrit, sous forme

matricielle
w, = Wt (2.4)
avec
131
12}
W = W1 Wo W3 Wy et t= y (25)
3
(17}

ou t est le vecteur des tensions dans les cables et W la matrice qui associe le torseur w,
appliqué par les cables sur I'effecteur aux tensions qui le générent. La matrice W est
fonction de la géométrie du mécanisme et de la pose de son effecteur. Elle sera appelée
matrice des torseurs car, pour tout entier ¢, sa ¢® colonne correspond a la réduction

en P du torseur appliqué sur I'effecteur par le cable ¢ soumis & une tension unitaire.
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Définissons également la matrice W* par

* * * * * *
W= | wi wi wi wj avec W, =

Ainsi, on a

L =w;. (2.7)

Dorénavant, pour tout vecteur v, les notations v > 0, v > 0 et v < 0 signifieront
que toutes les composantes de v sont, respectivement, strictement positives, positives

ou nulles et strictement négatives.

2.2 Caractérisation des poses polyvalentes

Cette section présente trois théorémes qui sont a la base de I'étude de 'EPP des
mécanismes paralléles plans & trois ddl entrainés par quatre cables proposée dans ce

chapitre.

2.2.1 Nombre minimal de cables et théoréme fondamental

Une pose polyvalente de l'effecteur d’un mécanisme paralléle entrainé par cables
est une pose dans laquelle n’importe quel torseur w, peut étre généré a l'effecteur en
tendant les cables du mécanisme. L’EPP est ’ensemble de ces poses. En s’appuyant sur
la modélisation et les notations de la section 2.1, nous pouvons énoncer une définition

plus précise de I'EPP.

Définition 1 L’espace des poses polyvalentes (EPP) d’un mécanisme paralléle ¢ n ddl
entrainé par cdbles est ['ensemble des poses de son effecteur en lesquelles, pour tout

torseur w, € R", il existe au moins un vecteur t > 0 tel que w, = Wt.
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Ajoutons immédiatement une deuxiéme définition.

Définition 2 L’espace des poses polyvalentes a orientation constante (EPPOC) d’un
mécanisme parallele a n ddl entrainé par cdbles est, pour une orientation donnée de
son effecteur, l’ensemble des positions de ce dernier en lesquelles, pour tout torseur

w, € R", il existe au moins un vecteur t > 0 tel que w, = Wt.

Le présent chapitre s’intéresse aux mécanismes paralléles plans a 3 ddl entrainés
par quatre cables étant donné que, d’'une part, les mécanismes plans entrainés par un
ou deux cables ont moins que 3 ddl et que, d’autre part, un mécanisme plan entrainé
par trois cables ne peut pas avoir d’EPP. En effet, la matrice des torseurs d’un méca-
nisme entrainé par trois cables est une matrice carrée. Par conséquent, méme quand
cette matrice n’est pas singuliére, de nombreux torseurs ne peuvent pas étre générés a
Ieffecteur puisque, pour tout torseur obtenu en tirant ’effecteur avec les cables, la gé-
nération de 'opposé de ce torseur nécessite de pousser 'effecteur avec les cables, ce qui
est impossible. Nous en déduisons que, dans le cas des mécanismes a trois ddl, quatre
est le minimum de cables nécessaire a 'existence de 'EPP. Ce résultat est connu et
peut étre généralisé de la maniére suivante : 'EPP d’un mécanisme paralléle a n ddl

entrainé par m cables existe seulement si m > n [48, 59, 83|.

Ainsi, une condition nécessaire a 'existence de 'EPP est une matrice des torseurs W
ayant plus de colonnes que de lignes. Le noyau d’une telle matrice n’est pas vide, c’est-
a-dire n’est pas réduit au seul vecteur nul et le théoréme fondamental suivant présente

une condition nécessaire et suffisante a 'appartenance d’une pose de 'effecteur a 'EPP.

Théoréme 1 Une pose de ’effecteur d’un mécanisme paralléle plan entrainé par cdbles

appartient o 'EPP si et seulement si
rank(W) =3 (2.8)

et
dz € ker(W) tel que z > 0 (2.9)

ou rank(W) et ker(W) désignent respectivement le rang et le noyau de la matrice des

torseurs W du mécanisme. Remarquons que ce théoréme s’applique a toute matrice
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des torseurs W ayant plus de colonnes que de lignes et qu’il implique le résultat énoncé
précédemment : 'EPP d’un mécanisme paralléle & n ddl entrainé par m cables existe
seulement si m > n. Le théoréme 1 est connu et a été prouvé plusieurs fois [38, 94,
116]. Néanmoins, remarquons que la condition (2.8) est nécessaire étant donné que si
rank(W) < 3 alors certains torseurs ne peuvent pas étre générés par les cables méme si
ces derniers pouvaient pousser 'effecteur. Montrons également que les conditions (2.8)
et (2.9) sont suffisantes. A cette fin, considérons 'équation (2.4) comme un systéme
d’équations linéaires sous-déterminé d’inconnu t. D’aprés la condition (2.8), W admet

une inverse généralisee W et une solution de 'équation (2.4) est donnée par

t=W'w,+ Xz, A€ R, z€ker(W), z>0 (2.10)

ol z > 0 est possible d’aprés la condition (2.9). La condition suffisante du théoréme 1 est
vraie parce que pour tout torseur w, a générer a l'effecteur, un scalaire A suffisamment

grand permet d’obtenir un vecteur des tensions t dont tous les éléments sont positifs.

2.2.2 Noyau de la matrice des torseurs

Le théoréme 1 énoncé dans la sous-section précédente caractérise une pose polyva-
lente par I'intermédiaire de conditions sur la matrice des torseurs W et, notamment,
par U'intermédiaire d’une condition sur le noyau de cette matrice, la condition (2.9).
L’objectif principal de ce chapitre étant de déterminer 'EPP des mécanismes paralléles
plans & trois ddl entrainés par quatre cables, il faut établir un lien entre la condi-
tion (2.9) et un ensemble de poses de l'effecteur du mécanisme. Ce lien n’étant pas
évident a établir en considérant la seule condition (2.9), le théoréme énoncé ci-dessous
sera trés utile puisqu’il permettra de mieux comprendre la relation entre le noyau de la
matrice des torseurs W et la pose de l'effecteur d’'un mécanisme a trois ddl et quatre

cables.

Théoréme 2 Si la matrice des torseurs W d’un mécanisme paralléle plan a trois ddl

entrainé par quatre cdbles est de plein rang alors le noyau de W, ker(W), est engendré
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par le vecteur zg € R* suivant

70 = (2.11)

k
3
z

ol il est essentiel de remarquer que I'ordre des vecteurs w; apparaissant dans les quatre
déterminants de 1'équation (2.11) est important. Remarquons également que le ¢ élé-
ment du vecteur zy est égal & (—1)""'det; ou det; est le déterminant de la matrice
carrée obtenue en supprimant la ¢ colonne de la matrice des torseurs W définie a
I'équation (2.5). Le théoréme 2 est connu |38, 65, 126, 127, 129] mais, au meilleur de
notre connaissance, ses conséquences importantes sur la nature et la détermination de
I’EPP semblent ne jamais avoir été ni remarquées ni exploitées. Une preuve du théo-
réme 2 peut étre trouvée dans [68] ou le cas général d’une matrice des torseurs W
ayant n lignes et n 4+ 1 colonnes est traité. Une telle preuve est également présentée a

’annexe A.

Etant donné que le vecteur zq défini par 1’équation (2.11) est non nul si et seulement
si la matrice des torseurs W est de plein rang, le théoréme 3 énoncé ci-dessous est une

conséquence directe des théorémes 1 et 2.

Théoréme 3 Une pose de l’effecteur d’un mécanisme paralléle plan a trois ddl entrainé
par quatre cdbles appartient a UEPP si et seulement si le vecteur zg défini par I’équa-
tion (2.11) vérifie zg > 0 ou z¢ < 0, c’est-a-dire si et seulement si tous les éléments du

vecteur zo sont non nuls et ont le méme signe.

La section 2.3.2 montrera que les théorémes 2 et 3 révélent la nature des frontiéres
de 'EPPOC des mécanismes paralléles plans a trois ddl entrainés par 4 cables. Fina-
lement, énoncons une conséquence immédiate du théoréme 3 : la matrice des torseurs
W correspondant & une pose polyvalente d’'un mécanisme paralléle plan a trois ddl
entrainé par quatre cables est telle que toute combinaison de trois de ses colonnes est

une combinaison de trois torseurs linéairement indépendants.
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2.3 Propriétés de ’espace des poses polyvalentes a

orientation constante

Cette section présente plusieurs propriétés de TEPPOC des mécanismes paralléles
plans a trois ddl entrainés par quatre cables. Ces propriétés permettent de mieux com-
prendre la nature de cet espace. En outre, certaines d’entre elles seront utiles a la

détermination de ’EPP sujet de la prochaine section.

2.3.1 Un polygone convexe contenant I’espace des poses

polyvalentes a orientation constante

Pour commencer définissons I’ensemble de poses Py.

Définition 3 P; est l'ensemble des poses de l’effecteur d’un mécanisme paralléle plan

a trois ddl entrainé par quatre cdbles telles que
rank(Wis) = 2 (2.12)

et
dz; > 0 tel que Wipzy =0 (2.13)

ot zy € R* et Wy est la matrice obtenue de la matrice des torseurs W en supprimant
sa derniére ligne c’est-a-dire Wis = [dy dy d3 dy |. Pour une orientation constante ¢
de effecteur, I'ensemble des positions du point de référence P qui appartiennent ¢ Py

est appelé Pyg.

L’ensemble P; nous intéresse parce que 'EPP et 'EPPOC sont, respectivement,
des sous-ensembles de Py et de Py,. En effet les équations (2.8) et (2.9) du théo-
réme 1 impliquent, respectivement, les équations (2.12) et (2.13) de la définition 3. En
outre, comme vont le montrer les développements subséquents, les coupes a orientation
constante Py, de Py sont faciles a déterminer. Remarquons que, en général, ’ensemble
P n’a pas de signification physique puisque la définition 3 impose des conditions sur

la partie de la matrice des torseurs qui concerne uniquement les forces alors que les



\ effecteur

FiG. 2.3 — Exemple d’'un mécanisme dont 'effecteur est dans une orientation telle que

les quatre points A} sont alignés suivant (L).

ddl d’un mécanisme paralléle plan a trois ddl sont couplés, c’est-a-dire que les mémes

cables sont utilisés pour générer les forces et les moments.

L’objectif principal de cette sous-section est de révéler la nature géométrique de
I'ensemble Pry,. A cette fin, intéressons-nous en premier lieu & des cas particuliers
d’architectures (positions des poulies & la base et des points d’attache des cables sur
effecteur) de mécanismes pour lesquels il existe des orientations ¢ de Peffecteur telles
que P4 n'existe pas. Il peut étre prouvé que deux colonnes de la matrice Wiy, par
exemple d; et ds, sont linéairement dépendantes si et seulement si le point de référence
P appartient a la droite (A} A%) ot les points AY ont été définis a la section 2.1. Ainsi, il
existe des positions p de P telles que rank(W13) < 2 seulement si les quatre points A
sont alignés. Supposons que I'architecture du mécanisme et I'orientation de son effecteur
sont telles que les quatre points AY sont alignés et soit (L) la droite & laquelle ces quatre
points appartiennent. Il est alors possible de démontrer que I’équation (2.13) implique
que P appartient & (L). Cependant, quand P appartient & (L) alors rank(W13) < 2.
Ainsi, les deux équations (2.12) et (2.13) ne peuvent pas étre vraies en méme temps et
I'ensemble Py, n'existe pas quand les quatre points AY sont alignés. Dans un tel cas,
I'EPPOC étant un sous-espace de Pyy, 'EPPOC n’existe pas non plus. En conclusion
de ces cas particuliers, remarquons que I'alignement des quatre points Ay ne se produit
que pour des architectures trés particuliéres qui peuvent facilement étre évitées. Un

exemple de ce type d’architecture est montré a la figure 2.3.

A présent, supposons que les quatre points A} ne sont pas alignés et que, par consé-
quent, 'équation (2.12) est vérifiée quelle que soit la pose de leffecteur. La nature

géométrique de Pyy peut étre révélée en développant I’équation (2.13) a partir de Pex-
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pression du vecteur d; donnée a ’équation (2.1). En effet, pour p # a} (i =1 a 4), on

a
W12Zf =0 (214)
— Y @ -p) = o0 (2.15)
— Pi
i=1
4
= > lal = p (2.16)
=1
avec
Zfi 1 Zfi
=L =" 2.17
pi2 Zl Pj 247

ol zy; est le ¢ élément du vecteur z;. Attendu que zy > 0 et que p; > 0 pour tout
entier i (p # ay), les coefficients \; définis par I’équation (2.17) ont les deux propriétés

suivantes

Vi, A >0 (2.18)

L’équation (2.16) avec les coeflicients \; satisfaisant les équations (2.18) et (2.19) est une
condition nécessaire et suffisante & 'appartenance de P & Pyy. La condition suffisante
est vraie car, étant donnée une position p de P satisfaisant ’équation (2.16) telle que
les \; vérifient les équations (2.18) et (2.19), les éléments d’un vecteur z; > 0 tel que
Wiz, = 0 sont
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ol ¢ est une constante strictement positive quelconque. Les équations (2.16), (2.18)
et (2.19) signifient que p est une combinaison convexe (« convex combination ») des
vecteurs a; et I’ensemble de ces combinaisons convexes, c’est-a-dire I’ensemble Py,
est ’enveloppe convexe (« convex hull ») de A = {a},a}, a3, a}}, notée conv.A [95]. A
étant un ensemble fini de R?, conv.A est un polygone convexe dont les sommets sont
des éléments de A. En outre, I'inégalité apparaissant a 'équation (2.18) étant stricte,
I’ensemble Py est, plus exactement, I'intérieur de conv.A. Résumons ce résultat par un

théoréme.

Théoréme 4 Pour une orientation donnée de [’effecteur d’un mécanisme paralléle plan
a trois ddl entrainé par quatre cdbles, 'ensemble Pyy est lintérieur du plus grand po-
lygone convexe dont les sommets sont trois ou quatre des points Ay, Ay, AY et A,

c’est-a-dire, Pyy est Uintérieur de ['enveloppe conveze de ces quatre points.

Remarquons que, quand l'orientation de l'effecteur est constante, les vecteurs a?

i
sont constants. Remarquons également que l'intérieur d’un polygone est le polygone
lui-méme mais sans ses cotés et que le théoréme 4 implique que Py, n’existe pas quand
les quatre points AY sont alignés et, ainsi, que le théoréme 4 reste vrai pour les cas
particuliers d’architectures traités au début de cette sous-section. Un exemple de poly-
gone convexe Py, d'un mécanisme paralléle plan entrainé par quatre cables ayant une
base carrée et un effecteur rectangulaire est montré a la figure 2.4. Le polygone Py, est
celui obtenu pour lorientation de 'effecteur montrée a la figure et ses frontiéres ont été
tracées en traits épais. Les cercles en traits pointillés sont les lieux des points AY quand
lorientation ¢ de l'effecteur varie de 0 a 360 degrés. Ainsi, les sommets du polygone
P;y se déplacent sur ces cercles quand l'orientation de 'effecteur change. Finalement,
étant donné que le vecteur position a du point AY est donné par 1’équation (2.2) et
qu’il existe des algorithmes déterminant ’enveloppe convexe d’un ensemble de points

(fonction convhull de Matlab par exemple), les polygones Py, sont faciles & déterminer.

Ces résultats concernant 1’ensemble P; et plus particuliérement ces coupes & orien-
tation constante Py, ont été publiés dans [41]. L’ensemble Py a également et indépen-

damment été étudié dans [63] ou il est appelé « espace de travail théorique en force ».
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F1G. 2.4 — Exemple d’un polygone convexe Pyy.

Dans [63], 'auteur propose d’utiliser P; dans une démarche de pré-conception de mé-
canismes paralléles entrainés par cables destinés a suspendre des maquettes d’avion
dans une soufflerie. Nous verrons qu’une telle démarche n’est pas appropriée étant
donné que, premiérement, I’ensemble Py n’a pas de signification physique pour les mé-
canismes ayant des ddl mixtes (position et orientation) et que, deuxiémement, pour la
plupart des mécanismes paralléles actionnés par cables, il existe des plages d’orienta-
tion de I'effecteur pour lesquelles les coupes & orientation constante Py, de Py existent
et sont d’une taille conséquente alors que, pour ces mémes orientations, les EPPOC

n’existent pas.

2.3.2 Propriétés

En se basant sur les développements précédents, plusieurs propriétés de TEPPOC
des mécanismes paralléles plans a trois ddl entrainés par quatre cables peuvent a présent

étre formulées.

Propriété 1 L’EPPOC d’un mécanisme paralléle plan a trois ddl entrainé par quatre

cibles est éventuellement vide.
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\ effecteur
B

cable 1

Ay

Fi1G. 2.5 — Mécanisme dont 'EPP est vide.

En fait, la pratique de la détermination de 'EPP des mécanismes paralléles plans
a trois ddl entrainés par quatre cables montre que tout mécanisme de ce type posséde
des plages d’orientations pour lesquelles 'TEPPOC n’existe pas et que, pour beaucoup
de ces mécanismes, les orientations de I'effecteur pour lesquelles 'TEPPOC n’existe pas
sont plus nombreuses que celles pour lesquelles 'EPPOC existe. L’EPP tout entier
peut également étre vide. Par exemple, 'EPP du mécanisme montré a la figure 2.5
dont D'effecteur et la base sont des carrés n’existe pas pour des raisons données aux
sections 2.5.1 et 3.3.2.2.

Propriété 2 L’EPPOC d’un mécanisme paralléle plan a trois ddl entrainé par quatre

cdbles est une partie bornée du plan.

D’apreés le début de la section 2.3.1, L’EPPOC est un sous-ensemble de Py, et,
d’apreés le théoréme 4, Py est une partie bornée du plan. Ainsi 'EPPOC est également

une partie bornée du plan.

Propriété 3 La frontiere de ’EPPOC d’un mécanisme paralléle plan a trois ddl en-

trainé par quatre cibles est composée d’arcs de coniques.

Les quatre éléments zo; du vecteur zy défini a 1’équation (2.11) sont fonction de la

pose de I'effecteur du mécanisme. Ainsi, pour une orientation donnée de I'effecteur, zy;
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dépend uniquement de la position p du point de référence P de l'effecteur. En outre,

Zo; peut étre écrit comme une fraction

9
PjPrPIL

203 (221)

ou l'ensemble {3, j, k,l} est une permutation de ’ensemble {1,2,3,4}. Le numérateur

de cette fraction Q; est quadratique en p et s’écrit

4 1
Q; = (—1)" det; = ipTHip +£I'p + qoi (2.22)
avec
2qu1 i i
H,= | " B e = | B (2.23)
Q3 2G2i ds;
ot les six coefficients ¢;; (j = 1,...,6) sont fonction de I'orientation ¢ de l'effecteur et

de la géométrie du mécanisme et ot det; est le déterminant de la matrice carrée obtenue
en supprimant la ¢ colonne de la matrice W* définie par I’équation (2.6). Remarquons

que, quand

alors

En effet, a la section 2.1 le vecteur d; a été défini comme étant le vecteur nul quand
p = a?. De plus, si 'équation (2.24) est vraie, alors, d’aprés 1’équation (2.6), un des

vecteurs wr, wi ou w; est nul et, par conséquent
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Q; =0. (2.26)

Ainsi, pour une orientation donnée de I'effecteur, les deux lieux des positions du point de

référence P pour lesquels, respectivement, zg; = 0 et Q; = 0 sont confondus ¢’est-a-dire
’ s <0

Qi =0<+= 20 =0. (2.27)

Avant de continuer la démonstration de la propriété 3, notons que le modéle cinéma-
tique des mécanismes paralléles plans a trois ddl entrainés par quatre cables adopté a la
section 2.1 est identique a celui des mécanismes paralléles plans a liaisons rigides dont
Peffecteur est relié a la base par des chaines cinématiques composées de deux liaisons
pivots et d’une liaison glissiére actionnée (chaine cinématique de type RPR) tel que
montré a la figure 2.2. Le ¢ élément zy; du vecteur z, correspond alors, au signe pres,
au déterminant de la matrice jacobienne du mécanisme paralléle de type 3RPR obtenu
en supprimant la ¢ patte du mécanisme montré a la figure 2.2. Les courbes de singula-
rité de ce type de mécanisme paralléle plan ont été étudiées en détails dans [98] ou les
expressions des coefficients g;; apparaissant aux équations (2.22) et (2.23) peuvent étre
trouvées. Revenons a la preuve de la propriété 3. D’apreés les équations (2.22) et (2.27),
la courbe plane C; d’équation zp; = 0 est une conique. Cette conique divise le plan en
régions ou zp; est positif ou négatif. Suivant la géométrie du mécanisme et 'orientation
de son effecteur, C; est une hyperbole (det(H;) < 0), une parabole (det(H;) = 0) ou
une ellipse (det(H;) > 0). Par exemple, dans le cas ou C; est une hyperbole, ses deux
branches divisent le plan tel que montré a la figure 2.6. Le théoréme 3 montre ainsi que

EPPOC, noté W, consiste en la réunion de deux intersections

wW=wtJw" (2.28)

avec

4
W =W ={p R’z >0} (2.29)

i=1
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z0i >0

z0i >0

F1G. 2.6 — Une hyperbole divisant le plan en plusieurs régions.

et

4
W™ =W ={peR’|z <0} (2.30)

i=1

ot les ensembles W' et W, sont définis par

Wi ={p e R?*| z; >0} (2.31)

et

W ={p € R? | z; < 0}. (2.32)

La courbe qui sépare les parties W;" et W, du plan étant la conique C;, d’aprés les
équations (2.28), (2.29) et (2.30), la frontiére de 'EPPOC est composée d’arcs des
coniques C; et la propriété 3 est ainsi prouvée. En outre, étant donné que W (N W~ = (),
quand aucun des deux ensembles W+ et W™ n’est vide, TEPPOC est composé de deux

parties disjointes.
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Fi1G. 2.7 — Exemple d’'un EPPOC composée de deux parties disjointes W et W™.

Propriété 4 L’EPPOC d’un mécanisme paralléle plan o trois ddl entrainé par quatre

cables est éventuellement composé de deux parties disjointes.

Par exemple, un EPPOC dont les deux ensembles disjoints W' et W™ existent est
montré a la figure 2.7. Les ensembles WT et W™ sont les parties grisées de la figure.
Remarquons que les frontiéres de W+ et de W™ passent toutes les deux par le point
AY qui, avec le point A, sont les deux seuls points du plan pour lesquels la matrice des
torseurs W n’est pas de plein rang. En effet, les quatre courbes C; se coupent en ces

deux points.

Propriété 5 L’EPPOC d’un mécanisme paralléle plan o trois ddl entrainé par quatre

cibles est un ensemble ouvert.

Les huit ensembles W;" et W,", i = 1 a 4, sont des ensembles ouverts puisque les
inégalités des équations (2.31) et (2.32) sont strictes. Ainsi, la réunion et I'intersection
d’un nombre fini d’ensembles ouverts étant toutes les deux des ensembles ouverts,
I'EPPOC est un ensemble ouvert et, par conséquent, les points de sa frontiére ne lui

appartiennent pas.

Propriété 6 L’EPP d’un mécanisme paralléle plan a trois ddl entrainé par quatre

cdbles est un espace sans singularité.
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Bien que cette propriété soit une conséquence directe de la définition de 'EPP, elle
est formulée pour souligner la différence suivante. L’espace de travail des manipulateurs
paralleles a liaisons rigides est généralement défini comme 'ensemble des poses de
leffecteur en lesquelles des contraintes sur les limitations mécaniques des actionneurs
(courses de vérins par exemple), sur les débattements des articulations passives et sur
les interférences entre segments sont respectées [79]. Il peut alors exister des poses
appartenant a ’espace de travail ainsi défini pour lesquelles les actionneurs ne peuvent
pas générer certains torseurs a 'effecteur. Ces poses correspondent & des configurations
singuliéres du manipulateur et sont caractérisées par une matrice des torseurs qui n’est
pas de plein rang. Elles doivent en général étre évitées limitant ainsi ’espace de travail
du manipulateur paralléle. Le probléme de la présence de singularités a l'intérieur de
I’espace de travail ne se pose pas pour 'EPP des mécanismes paralléles entrainés par
cables étant donné que, d’aprés I'équation (2.8), la matrice des torseurs W est de plein
rang a l'intérieur de 'EPP et que, de toute facon, par définition, tout torseur peut étre
généré a leffecteur a U'intérieur de 'EPP. Cependant, 'EPP contient éventuellement des
poses pour lesquelles il existe des problémes d’interférences mécaniques (interférences

entre cables par exemple).

2.4 Deétermination de I’espace des poses polyvalentes

Cette section présente deux méthodes de détermination de ’EPP. La premiére mé-
thode est classique et consiste a tester les points d’'un nuage de points de maniére a
déterminer ceux qui appartiennent & 'EPPOC. La seconde recherche les frontiéres de
I’EPPOC parmi un ensemble de frontiéres potentielles et tire ainsi avantage de la na-
ture quadratique des frontiéres de 'TEPPOC. L’EPP est déterminé en appliquant une

des deux méthodes & un ensemble fini d’orientations prises dans l'intervalle [—m; 7|

2.4.1 Deétermination par test d’un nuage de points

Pour une orientation ¢ donnée de 'effecteur d’un mécanisme paralléle plan a trois
ddl entrainé par quatre cables, considérons un ensemble fini de positions de son point

de référence P. Cet ensemble forme un nuage de points N. Les théorémes 1 et 3 per-
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mettent de déterminer les points de N qui correspondent & des poses polyvalentes de
Ieffecteur. L’ojectif étant d’obtenir une approximation de 'EPPOC, il faut que la zone
du plan couverte par le nuage de points N contienne tout 'EPPOC. Or, d’aprés la
section 2.3.1, 'EPPOC est inclus dans le polygone convexe Py et par conséquent si N
contient Pjs alors N contient également PEPPOC. En outre, Py, étant un polygone,
il est facile de trouver un nuage de points N qui le contienne et, comme le montrera
I'exemple ci-dessous, nous pouvons méme trouver un nuage N qui contient P pour
toute orientation ¢ de I'effecteur. Un tel nuage de points N étant déterminé, ses points
peuvent étre testés avec le théoréme 1 ou avec le théoréme 3. Le théoréme 3 s’applique
directement puisque la matrice des torseurs W peut étre calculée en chaque point du
nuage. Avec le théoréme 1, il faut d’abord vérifier que la matrice des torseurs W est
de plein rang afin de satisfaire la condition (2.8). Cependant, il n’est pas nécessaire
d’effectuer cette vérification en chaque point du nuage étant donné que les points du
plan pour lesquels W n’est pas de plain rang sont, en général, au nombre de deux
et peuvent étre déterminés par le calcul des points d’intersection entre les coniques C;
définies a la section 2.3.2. De plus, remarquons que d’aprés la fin de la section 2.2.2,
quand au moins une des quatre coniques C; dégénére en tout le plan, 'EPPOC n’existe
pas. La condition (2.8) étant vraie, il faut vérifier la condition (2.9). A cette fin, au
moins deux méthodes peuvent étre envisagées. La premiére consiste a employer une
méthode d’optimisation afin de déterminer s’il existe un vecteur z > 0 appartenant au
noyau de la matrice des torseurs W. La deuxiéme méthode est beaucoup plus efficace
et consiste a utiliser la décomposition LU, la décomposition QR ou la décomposition en
valeurs singuliéres [102] de la matrice des torseurs W. Ces décompositions permettent
de déterminer un vecteur non nul z} de R* appartenant au noyau de W. Ainsi, la condi-
tion (2.9) est satisfaite, c’est-a-dire le point courant du nuage appartient & 'EPPOC,

si et seulement si z; > 0 ou z; < 0.

Par exemple, considérons un mécanisme paralléle plan dont 'effecteur ne posséde
que deux points d’attache et dont les quatre cables s’enroulent & la base aux points A;
qui forment un carré. Un tel mécanisme est montré a la figure 2.8 ou le polygone Py,
obtenu pour l'orientation de I'effecteur montrée a la figure est tracé en traits pointillés
épais. Remarquons que dans ce cas Py, est un parallélogramme. Les cercles montrés
en traits pointillés fins correspondent aux lieux sur lesquels les point A} se déplacent
quand l'orientation de l'effecteur change. D’aprés le théoréeme 4, les points A} sont
les sommets de Py Ainsi, le carré tracé en traits fins & la figure 2.8, de sommets

les points C}, contient Py, et donc 'EPPOC pour toute orientation de 'effecteur. Le
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F1G. 2.8 — Un mécanisme dont l'effecteur ne posséde que deux points d’attache.

nuage de points N est choisi tel que ses points couvrent de maniére réguliére I'intérieur
de ce carré et ce nuage de points peut étre utilisé pour déterminer 'EPPOC pour
toute orientation de l'effecteur. Pour l'orientation montrée a la figure 2.8, les points
appartenant & 'EPPOC sont montrés a la figure 2.9 ot un nuage N de 2500 points a
été testé. Finalement, une approximation de I'EPP est obtenue en testant le nuage de
points N pour différentes orientations de 'effecteur. Une approximation de 'EPP du
mécanisme de la figure 2.8 est montrée a la figure 2.10 ou les orientations pour lesquelles

le nuage N a été testé sont distantes de 9 degrés.

2.4.2 Algorithme géométrique

L’EPPOC des mécanismes paralléles plans & trois ddl entrainés par quatre cables
peut étre déterminé par une représentation graphique de sa frontiére. Celle-ci est,
d’aprés la propriété 3 énoncée a la section 2.3.2, composée d’arcs des quatre coniques C;.
Ainsi, des arcs de ces coniques sont des frontiéres potentielles de 'EPPOC. Le principe
de 'algorithme présenté dans cette section est de trouver ces frontiéres potentielles puis
de déterminer lesquelles composent réellement la frontiére de TEPPOC. Cet algorithme
est qualifié de géométrique étant donné qu’il tire avantage de la connaissance de la

nature géométrique de la frontiére de ’EPPOC telle que décrite par la propriété 3.
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FiG. 2.9 — EPPOC obtenu par test d’un nuage de points.

40—

F1G. 2.10 — Approximation de 'EPP du mécanisme montré a la figure 2.8.
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Des méthodes géométriques de détermination de 'espace de travail de manipula-
teurs paralléles sont disponibles dans la littérature comme, par exemple, celles pré-
sentées dans [15, 40, 79, 80|. Elles possédent plusieurs avantages tels qu'une bonne
qualité de représentation de I'espace de travail, une grande efficacité et la possibilité
de sauvegarder les résultats d’une maniére compacte. De plus, par comparaison avec
les méthodes dites numériques telles que celle consistant & tester un nuage de points
présentée dans la sous-section précédente, les méthodes géométriques sont souvent plus
rapides et apportent une meilleure compréhension de la relation entre la géométrie du
mécanisme et celle de son espace de travail. Par exemple, dans [40], des coupes de
I’espace atteignable a orientation constante d’une classe de mécanisme paralléle & six
ddl sont obtenues par détermination de leurs frontiéres, ces derniéres étant composées
d’arcs de cercles. Par ailleurs, une méthode géométrique de détermination de ’espace
atteignable dit dynamique des robots paralléles plans a trois ddl entrainés par cables
a été présentée dans [7]. Cette méthode consiste a rechercher les parties de courbes
composant la frontiére de I'espace atteignable dynamique parmi des arcs de coniques.
Ainsi l'algorithme proposé dans cette section et les méthodes présentées dans |7, 40|
partagent le méme principe. Cependant, leurs mises en ceuvre sont différentes et, au
meilleur de notre connaissance, un algorithme géométrique de détermination de I’'EP-

POC n’a jamais été proposé dans la littérature.

Décrivons a présent les principales étapes de ’algorithme géométrique qui détermine
la frontiére de TEPPOC d’un mécanisme paralléle plan a trois ddl entrainé par quatre

cables.

Etape 1 : choisir une orientation ¢ pour l'effecteur du mécanisme et déterminer
les équations des quatre coniques C; (1 = 1,...,4) associées aux quatre combinaisons

possibles de trois cables pris parmi les quatre du mécanisme.

D’aprés la section 2.3.2, C; est la conique d’équation zp; = 0 < Q; = 0 ou l'ex-
pression quadratique de Q; est donnée par I’équation (2.22). Rappelons que zp; est le
i® élément du vecteur zo défini a I’équation (2.11). Ainsi, par exemple, la conique Cy
d’équation zpy = det(| w; wy w3 |) = 0 est associée a la combinaison de trois cables
(1,3,4). L'orientation de effecteur étant fixée, les coefficients ¢;; (j = 1,...,6) de
I'équation (2.22) sont constants. Des expressions des coefficients ¢;; sont présentées
dans [15, 98|. Cependant, ces expressions ont été obtenues pour un choix particulier

du repére mobile 1ié & I'effecteur. Ainsi les expressions des six coefficients g;; de 1'équa-
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F1G. 2.11 — Un mécanisme plan entrainé par quatre cables dont 'effecteur a trois points
d’attache.

tion de la conique C; peuvent, par exemple, étre obtenues en partant des expressions
présentées dans [15, 98] et en effectuant un changement de repére ou en utilisant une

méthode basée sur la propriété de multilinéarité du déterminant présentée dans [73].

Afin d’illustrer les différentes étapes de ’algorithme, considérons le mécanisme plan
a 3 ddl montré a la figure 2.11. Les quatre cables de ce mécanisme s’attachent en trois
points de son effecteur, la paire de cables (3, 4) partageant ainsi le méme point d’attache.
Les positions A; des poulies forment un carré. Les quatre coniques C; obtenues pour
Iorientation de l'effecteur montrée a la figure 2.11 sont présentées a la figure 2.12.
La conique C; associée & la combinaison de trois cables (2,3,4) est dégénérée en une
paire de droites. Il en est de méme pour la conique Cy associée a la combinaison de
cables (1,3,4). La conique C3 associée a la combinaison (1,2,4) est une hyperbole et,

finalement, la conique C4 associée & la combinaison (1,2, 3) est une ellipse.
Etape 2 : pour chaque conique C; (1 =1,...,4), trouver les points d’intersection
entre cette conique et les trois autres coniques C; (j = 1,...,4, j # 4). Si la conique est

dégénérée en deux droites concourantes, trouver également leur point commun.

Une conique d’équation Q; = 0 ot expression de Q; est donnée par I’équation (2.22)
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F1G. 2.12 — Les quatre coniques associées au mécanisme et a 'orientation de son effec-

teur montrés a la figure 2.11.

est dégénérée en une ou deux droites si et seulement si [13]

1
§fZT:ETHZ:EfZ — (6 det(HJ =0 avec E=

0 —1
. ] (2.33)

Remarquons que les coniques C; et Co montrées a la figure 2.12 sont toutes les deux
dégénérées en une paire de droites parce que la paire de cables (3,4) du mécanisme de
la figure 2.11 partage le méme point d’attache & 'effecteur et parce que cette paire de

cables est la paire commune aux coniques C; et C,.

De maniére générale deux coniques ont entre zéro et quatre points d’intersection
[122] qui peuvent étre trouvés en déterminant les racines réelles d’un polynome de
degré quatre [96]. Cependant, quand la position de effecteur est telle que son point
de référence P est confondu avec le point AY (P = AY), le vecteur d; est par définition
le vecteur nul. D’aprés 1’équation (2.3), le torseur w; est également nul et les trois
¢léments du vecteur z, ayant w; dans leur expression donnée par I’équation (2.11) sont
nuls. Ainsi, les trois coniques C; associées a ces trois éléments de zy passent toutes les
trois par le point AY. Par conséquent, deux coniques C; et C; se coupent toujours en

au moins deux points A} et A} (ou en au moins un point si A} et A} sont confondus)
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\\/ )
F1G. 2.13 — Les 16 arcs finis des coniques de la figure 2.12.

dont les positions peuvent étre calculées a priori avec I’équation (2.2). Par exemple, les
coniques Cs3 et C4 de la figure 2.12 se coupent en Ay et A}, C3 passant également par Aj
et C, par Aj.

Etape 3 : pour chaque conique C; (i = 1,...,4), déterminer tous les arcs définis

par les points d’intersection trouvés a ’étape 2 et éliminer tous les arcs infinis.

Un arc de la conique C; est par définition une portion continue de C; située entre
deux de ses points ou limitée par un de ses points. Les arcs recherchés a I’étape 3 sont
les arcs de C; limités par un ou deux points d’intersection trouvés a ’étape 2. Les arcs
sont obtenus en ordonnant ces points d’intersection. Par exemple, a la figure 2.12, les
arcs de la conique C4 sont, en tournant dans le sens inverse des aiguilles d'une montre
et en commencant par le point Ay : ATAY, AJAS, A5 AY, ALAE et AP A7, Un arc infini est
une portion continue dune droite, d’une parabole ou d’une hyperbole limitée par un
seul point d’intersection. Par exemple, dans le cas de la figure 2.12, I'hyperbole C3 est
composée de quatre arcs infinis, deux par branche, et de trois arcs finis AJAY, A A} et
AYAE. D’aprés la propriété 2 de la section 2.3.2, 'EPPOC est une partie bornée du plan.
Par conséquent, les arcs infinis sont éliminés dés I’étape 3 étant donné qu’ils ne peuvent
pas appartenir & la frontiére d’une partie bornée du plan. Le résultat de 'application
de I’étape 3 aux quatre coniques de la figure 2.12 est illustré a la figure 2.13 ou 16 arcs
finis ont été trouvés. A présent, les arcs finis trouvés a I'étape 3 doivent étre testés de

maniére a déterminer s’ils font partie de la frontiére de 'EPPOC.
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Etape 4 : tester les arcs finis trouvés a Pétape 3 et éliminer ceux qui ne font pas
partie de la frontiére de 'EPPOC.

La premiére étape du test d’un arc fini d’une conique C; consiste & choisir un point de
I’arc, autre que ses deux extrémités, a partir duquel le test sera effectué. Ce point de test
peut étre quelconque mais en pratique il est choisi assez loin des deux extrémités de I’arc.
Ce point de test selectionné, une difficulté se présente. En effet, d’aprés la propriété 5
énoncée a la section 2.3.2, 'TEPPOC est un ensemble ouvert. Par conséquent, méme si
larc a tester fait partie de la frontiére de 'EPPOC, il est & l'extérieur de 'EPPOC.
Ainsi, le théoréme 3 ne peut pas étre appliqué directement au point de test de maniére
a déterminer si ’arc fait partie de la frontiére de TEPPOC. Un test dérivé directement
du théoréme 3 et qui s’applique au point de test pourrait étre envisagé mais il n’est
pas facile de prouver qu'un tel test est général. En effet, des cas particuliers, tel que le
cas montré a la figure 2.12 ou les coniques C; et Cy partagent une méme droite, posent
problémes. Ainsi, nous préférons présenter une méthode qui permet de tester n’importe

quel type d’arc de conique et qui, par conséquent, est générale.

A cette fin, considérons I'exemple de I'arc d’hyperbole A montré a la figure 2.13.
Le point de test choisi pour cet arc est le point M montré a la figure 2.14. L’idée est
de tester 'arc en appliquant le théoréme 3 en deux points T} et T3 situés de part et
d’autre de 'arc A et tels que un de ces deux points appartienne & 'EPPOC quand A fait
partie de la frontiére de 'EPPOC. Ainsi, les points 77 et Ty doivent étre suffisamment
proches de M. De maniére a donner un sens a ’expression « suffisamment proche » et,
par conséquent, de maniére & obtenir les deux points 77 et T5, la tangente 7 & l'arc
A au point de test M est déterminée. Puis, I’équation de la droite D, perpendiculaire
a 7 et passant par M est calculée et les points d’intersection entre D, et les quatre
coniques C; sont déterminés, un de ces points devant étre le point de test M. Certains
de ces points d’intersection I; sont montrés a la figure 2.14. Le point d’intersection
ou les deux points d’intersection les plus proches de M sont trouvés en ordonnant les
points I;. Dans le cas de I'arc A les deux points d’intersection les plus proches de M
sont I; et Is.

Finalement, les points T} et T5, auxquels le théoréme 3 peut étre appliqué de ma-
niére a tester I'arc A, sont choisis, respectivement, parmi les points de la droite D,
situés entre M et I et entre M et I,. L’arc A appartient & la frontiére de TEPPOC si

et seulement si au moins un des deux points 77 ou Ty appartient a 'TEPPOC. Remar-
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Fi1G. 2.14 — Illustration de la méthode de test d’un arc de conique.

quons que si les deux points 77 et Ty appartiennent & 'EPPOC alors 'arc A est une
frontiére intérieure & 'EPPOC. Cependant, ce cas ne s’est jamais présenté en pratique.
Remarquons également que si aucun point d’intersection I; entre la droite D, et les
coniques C; n’est trouvé (mis a part le point M) alors 'arc A n’appartient pas a la

frontiére de PEPPOC étant donné que ce dernier est une partie bornée du plan.

Etape 5 : si tous les arcs finis trouvés a ’étape 3 n’ont pas été éliminés a ’étape
4, TEPPOC existe et les arcs restants aprés ’étape 4 sont ceux de sa frontiére. Une

représentation graphique de 'EPPOC est obtenue en tracant ces arcs.

La figure 2.15 présente 'EPPOC du mécanisme & 4 cables dont I'effecteur est dans
I'orientation montrée a la figure 2.11. Ainsi, la pose de I'effecteur montrée a la figure 2.11
n’est pas polyvalente. La figure 2.16 présente ’approximation de ’'EPP du mécanisme
présenté a la figure 2.11 obtenue par détermination de TEPPOC pour différentes orien-
tations de l'effecteur. L’EPP de ce mécanisme disparait pour deux orientations de
Ieffecteur. La premiére est comprise entre 25 et 26 degrés tandis que la deuxiéme est
comprise entre —29 et —30 degrés. L’'EPP existe également pour une plage d’orienta-
tions situées autour de 180 degrés. La figure 2.17 présente quatre EPPOC du mécanisme
présenté a la figure 2.11 obtenus pour des orientations ¢ de 'effecteur valant 0, 10, 15 et
18 degrés. La figure 2.18 montre la frontiére de 'EPPOC ainsi que les points d’un nuage
appartenant & PEPPOC dans le cas du mécanisme dont I'architecture et I’orientation

de Peffecteur sont montrées a la figure 2.8. Notons que, dans le cas de ce mécanisme
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Fia. 2.15 - EPPOC déterminé par l'algorithme géométrique.

dont 'effecteur n’a que deux points d’attache, quelle que soit I'orientation de ’effecteur,

si TEPPOC existe alors sa frontiére est composée de segments de droite.

2.4.3 Intéréts et inconvénients des deux méthodes

Les intéréts principaux de la méthode de détermination de 'EPPOC par test d'un
nuage de point sont sa facilité de programmation ainsi que sa rapidité, tant que le
nombre de points du nuage a tester reste raisonnable. En effet, dans ce cas, la procédure
numérique de test d’un nuage de points est aussi rapide ou méme plus rapide que
lalgorithme géométrique. Par exemple, dans le cas du calcul de TEPPOC montré a
la figure 2.18, tel que programmé dans Matlab 7, les temps de calcul du test d’un
nuage de 2500 points et de la recherche de la frontiére de TEPPOC par l'algorithme
géométrique ont été approximativement égaux. Evidemment, le temps d’exécution du
test d’'un nuage de points augmente rapidement avec le nombre de points du nuage mais,
tel qu'illustré par la figure 2.18, le test d’'un nombre de points raisonnable (2500 dans
le cas de la figure) suffit & donner une bonne approximation de 'EPPOC. Cependant,
la procédure de test d’un nuage de points a comme inconvénient important la taille

des données représentant le résultat. Elle a également un désavantage par rapport a
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Fia. 2.17 — Quatre EPPOC du mécanisme de la figure 2.11 déterminés par I'algorithme

géométrique (les orientations ¢ sont en degrés).
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Al A2

FiG. 2.18 — Superposition de la frontiére de 'EPPOC et des points d’un nuage qui
appartiennent a 'EPPOC.

I’algorithme géométrique, c’est-a-dire une moins bonne qualité de représentation de
I’EPPOC et par conséquent de ’'EPP.

Pour sa part, ’algorithme géométrique permet d’obtenir une excellente représen-
tation de 'EPPOC puisqu’il détermine sa frontiére en tenant compte de sa nature
géométrique. Le principal inconvénient de cet algorithme est sa relative complexité.
Par exemple, la réalisation de I’étape 3 de I'algorithme n’est pas triviale. Cependant,
cette complexité peut également étre considérée comme un intérét de la méthode géo-
métrique dans le sens ou les difficultés liées a la réalisation de cette méthode motivent
une meilleure compréhension de la nature et des proprié¢tés de 'EPP. Finalement, la
rapidité de la méthode géométrique, déja trés satisfaisante, pourrait étre améliorée par
I'utilisation d’une librairie géométrique spécialisée qui est cependant a développer. Re-
marquons que, tel que programmé dans Matlab 7 et exécuté sur un PC équipé d’un
processeur de 1.80 GHz, I'algorithme géométrique prend approximativement 700 ms

pour déterminer la frontiére de 'TEPPOC montrée a la figure 2.18.
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2.5 Exemples d’espaces des poses polyvalentes

Cette section discute briévement de géométries de mécanismes paralléles plans a
trois ddl entrainés par quatre cables pour lesquelles 'EPPOC ou 'EPP n’existe pas.
Puis, l'algorithme géométrique présenté dans la section précédente est appliqué a la

détermination de 'EPP des mécanismes dont l'effecteur et la base sont rectangulaires.

2.5.1 EPP et EPPOC inexistants

D’aprés la conséquence du théoréme 3 énoncée a la fin de la section 2.2.2, TEPPOC
d’un mécanisme paralléle plan & trois ddl entrainé par quatre cables dont 'effecteur
est dans une orientation telle qu’au moins une des coniques C; dégénére en tout le plan
n’existe pas. Ainsi, 'EPP n’existe pas quand au moins une des coniques C; dégénére en
tout le plan quelle que soit 'orientation de 'effecteur. Remarquons que des conditions
nécessaires et suffisantes & la dégénérescence d'une conique C; en tout le plan sont
données a la section 3.3.2.2. Par exemple, 'EPP d’un mécanisme entrainé par quatre
cables dont 'effecteur n’a que deux points d’attache tels que trois cables s’attachent en
un de ces deux points n’existe pas. D’autres mécanismes pour lesquels 'EPP n’existe
pas sont ceux dont la base et Peffecteur sont des rectangles similaires (le rectangle de
effecteur peut étre obtenu du rectangle de la base par une homothétie) et dont les
cables ne se croisent pas. Le mécanisme montré a la figure 2.5 est un mécanisme de ce

type, sa base et son effecteur étant carrés.

2.5.2 Base et effecteur rectangulaires

Aux discussions et résultats présentés dans |94, 113, 125, 127, 128, la détermination

de 'EPP par l'algorithme géométrique nous permet d’ajouter les résultats suivants.

Considérons un mécanisme paralléle plan a trois ddl entrainé par quatre cables
dont la base et l'effecteur sont des rectangles. Considérons le cas des mécanismes dont
les cables ne sont pas croisés tel qu'illustré a la figure 2.19. Dans [94], un mécanisme

ayant une base carrée et un effecteur rectangulaire est pris comme exemple et il est



Ay As

By By

A1 A2

F1G. 2.19 — Mécanisme entrainé par quatre cables ayant une base et un effecteur rec-

tangulaires.

trouvé que ’EPP de ce mécanisme disparait quand 'orientation de ’effecteur est telle
que la droite (B;Bs) est paralléle a la droite (A;As) ou telle que la droite (ByBy) est
paralléle & la droite (AsAy). Lalgorithme géométrique confirme ce résultat et montre
qu’il est vrai pour tout mécanisme ayant une base et un effecteur rectangulaires et des
cables non croisés tel que celui montré a la figure 2.19. Remarquons que, par symmétrie
du mécanisme, lorientation pour laquelle la droite (B;Bs) est parallele a la droite
(A1A3) est Popposée de celle pour laquelle la droite (ByBy) est paralléle a la droite
(A2A,). Par exemple, la base du mécanisme montré a la figure 2.20 forme un carré
tandis que son effecteur est rectangulaire tel que, quand l'orientation ¢ de 'effecteur
est nulle ((B;Bz) et (A1 Ay) sont paralléles), la droite (B Bs) fait approximativement
un angle de 26.56 degrés avec I'horizontale. Par conséquent, L’EPP de ce mécanisme,
montré a la figure 2.21, disparait pour ¢ = +(45 —26.56) = £18.44 degrés. Aussi, sans
croiser les cables et en supposant que la base est carrée, 'EPP qui existe pour la plage
d’orientation la plus étendue est obtenu quand, pour l'orientation de référence ¢ = 0
de effecteur, ’angle entre les droites (A;As) et (B1Bs) est le plus grand, c’est-a-dire
quand les points B; et By et les points By et B sont confondus (ou quand les points
By et B et les points Bs et By sont confondus). Ce cas est celui du mécanisme montré
a la figure 2.8 pour lequel 'EPP disparait quand l'orientaton ¢ de 'effecteur vaut 445

degrés tel que montré a la figure 2.22.

Considérons a présent le cas des mécanismes dont la base et I'effecteur sont rectan-
gulaires mais dont les cables sont croisés. Un mécanisme de ce type est montré a la

figure 2.23 ou la base et l'effecteur sont carrés. Ces mécanismes ont en général un EPP
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F1G. 2.20 — Mécanisme dont la base est un carré et I'effecteur un rectangle.

FiG. 2.21 — Approximation de 'EPP du mécanisme montré a la figure 2.20.
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FiG. 2.22 — EPP d’un mécanisme dont la base est carrée et dont 'effecteur n’a que

deux points d’attache.

plus grand que leurs homologues a cables non croisés [125, 127]. L’algorithme géomé-
trique montre que leurs EPPOC existent pour toute orientation ¢ de 'effecteur telle
que —7/2 < ¢ < 7/2 ou orientation de référence ¢ = 0 est Iorientation de effecteur
pour laquelle les droites (B Bs) et (A;Ay) sont paralléles tel que montré a la figure 2.23.
Cependant, l'algorithme géométrique montre également que, quand 'orientation ¢ est
plus grande que lorientation pour laquelle la droite (B;Bj3) est paralléle a la droite
(A1 A3) ou plus petite que 'orientation pour laquelle la droite (ByBy) est paralléle a la
droite (A3 A4), FEPPOC est composé de deux parties disjointes. La convention choisie
est telle que 'angle ¢ augmente quand D'effecteur tourne dans le sens inverse des ai-
guilles d’'une montre. Par exemple, la figure 2.24 montre un mécanisme dont 'effecteur
est dans une orientation telle que 'EPPOC est composé de deux parties disjointes.
Ainsi, étant donné que le mécanisme a cables croisés montré a la figure 2.23 a une
base et un effecteur carrés, son EPP existe et n’est pas composé de plusieurs parties
disjointes pour toute orientation ¢ de son effecteur telle que —7/2 < ¢ < 7/2. L’EPP
de ce mécanisme est montré a la figure 2.25 pour 0 < ¢ < 7/2. Au meilleur de notre
connaissance, parmi toutes les géométries de mécanismes entrainés par quatre cables,
la géométrie du mécanisme montré a la figure 2.23 est celle qui donne 'EPP existant
pour la plage d’orientation de 'effecteur la plus étendue. Finalement, notons que 'EPP
des mécanismes entrainés par quatre cables, croisés ou non, existe également pour une

plage d’orientation ¢ de 'effecteur centrée autour de ¢ = 7.
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F1G. 2.23 — Un mécanisme paralléle plan a trois ddl entrainé par quatre cables croisés.

F1G. 2.24 — Un mécanisme a cables croisés et son EPPOC composé de deux parties

disjointes.
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FiG. 2.25 - L’EPP du mécanisme montré a la figure 2.23.

2.6 Conclusion

A partir d’un modéle cinématique simple et d’une caractérisation des poses poly-
valentes, ce chapitre a discuté des propriétés et de la détermination de 'EPP des mé-
canismes paralléles plans a trois ddl entrainés par quatre cables. Il a notamment été
prouvé que la frontiére de TEPPOC de ces mécanismes est composée d’arcs des coniques
sur lesquelles trois des quatre colonnes de la matrice des torseurs sont linéairement
dépendantes. Aussi, une méthode géométrique consistant a déterminer TEPPOC par
recherche de sa frontiére parmi ces arcs de coniques a été présentée. L’utilisation de
cette méthode révéle que I'étendue et la géométrie de TEPPOC et, par conséquent, de
I’EPP des mécanismes paralléles plans a trois ddl entrainés par quatre cables sont forte-
ment dépendantes de la géométrie du mécanisme, c¢’est-a-dire des positions des poulies
actionnées a la base et des positions des points d’attache des cables a l'effecteur. De
plus, 'EPP des mécanismes entrainés par quatre cables est généralement petit. Par
conséquent, la méthode géométrique de détermination de 'EPPOC est un outil trés

utile au choix de la géométrie de ces mécanismes.

Les principaux résultats de ce chapitre ont été publiés dans [41]. En outre, une

partie de ces résultats ont été confirmés par les travaux présentés dans [103] et [134].
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Le principal objectif du chapitre suivant est de généraliser les résultats présentés dans
ce chapitre aux mécanismes paralléles plans & trois ddl entrainés par plus de quatre

cables.
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Chapitre 3

Espace des poses polyvalentes des
mécanismes paralléles plans a trois ddl

entrainés par plus de quatre cables

Ce chapitre généralise les résultats du chapitre précédent aux mécanismes paralléles plans
a trois ddl entrainés par m céables, m > 4. La problématique de la détermination de 1’espace
des poses polyvalentes de ces mécanismes ainsi que la notion de configuration polyvalente des
torseurs colonnes de la matrice des torseurs sont introduites. Puis, une étude exhaustive des
différents types de configurations polyvalentes des torseurs plans est présentée. Cette étude
permet de discuter de la répartition des poses polyvalentes associées aux différents types
de configurations polyvalentes au sein de 'EPPOC. Finalement, la méthode géométrique de
détermination de 'EPPOC est généralisée au cas des mécanismes entrainés par plus de quatre
cables.
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3.1 Introduction

3.1.1 Torseur appliqué a ’effecteur par m > 4 cables

Le modéle cinématique d’'un mécanisme paralléle plan a trois ddl entrainé par m
cables est le méme que celui d’'un mécanisme entrainé par quatre cables présenté a la
section 2.1. Ce modéle est montré a la figure 3.1. Le ¢ cable du mécanisme applique
sur leffecteur un torseur dont la réduction au point de référence P est donnée par
I'équation (2.3). La relation entre les tensions dans les cables et la réduction en P du

torseur appliqué par ’ensemble des cables entrainant le mécanisme reste

w, = Wt (3.1)
mais avec
1
to
W = Wi Wy ... Wp,, et t= . . (32)
tm

L’EPP et 'EPPOC des mécanismes plans entrainés par quatre cables sont définis
par les définitions 1 et 2 énoncées a la section 2.2.1 et les poses appartenant a ces espaces
sont caractérisées par le théoréme 1. Ces deux définitions et ce théoréme s’appliquent
également aux mécanismes plans a trois ddl entrainés par m cables. Finalement, rap-
pelons que 'EPP existe seulement si le nombre de cables m est supérieur au nombre

de ddl du mécanisme donc, dans ce chapitre, seulement si m > 4.

3.1.2 Problématique

Commencons cette sous-section en définissant la notion de configuration polyvalente.
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Fia. 3.1 — Modéle cinématique d’un mécanisme paralléle plan & trois ddl entrainé par

m cables.

Définition 4 Quand une pose d’un mécanisme paralléle entrainé par cdbles est poly-
valente alors les colonnes de la matrice des torseurs W associées a cette pose, i.e., les

torseurs w; définis a U’équation (2.3), sont dans une configuration polyvalente.

Ainsi, quand un ensemble de torseurs w; est dans une configuration polyvalente, les
torseurs de cet ensemble peuvent « générer positivement » tout torseur w, € R3, i.e.,
I’ensemble de leurs combinaisons linéaires & coefficients positifs engendre R3. De plus,
trois des torseurs w; sont linéairement indépendants. Par abus de langage, nous parle-
rons de configuration polyvalente de p cibles d’'un mécanisme & la place de parler de

configuration polyvalente des p torseurs w; associés a ces p cables.

Considérons un mécanisme paralléle plan entrainé par m cables tel que m > 4. 11
est clair physiquement que si la pose de l'effecteur de ce mécanisme est telle que quatre
des m cables sont capables de générer tout torseur w,, a 'effecteur, i.e., si quatre des m
cables sont dans une configuration polyvalente, alors les m cables du mécanisme sont

capables de générer tout torseur w,,.

Théoréme 5 Une pose de [effecteur d’un mécanisme parallele plan a trois ddl en-
trainé par m cables est polyvalente si les torseurs w; associés & quatre des m cdbles du

mécanisme sont dans une configuration polyvalente.
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Néanmoins, prouvons rigoureusement ce théoréme. Soit W la matrice des torseurs
associée a la pose considérée dans le théoréme 5. Nous pouvons supposer sans perte
de généralité que les quatre torseurs qui sont dans une configuration polyvalente sont
les quatre premiéres colonnes wi, wo, w3 et wy de W. Alors, par définition d’une
configuration polyvalente, il existe t4 > 0 tel que [w; Wy w3 Wy [ty = W, olt W, peut
étre n’importe quel torseur. En particulier, pour w, = —W1,,, il existe un vecteur
t, € R* tel que

t4 Z 0 et [Wl Wo W3 Wy ]t4 = _W]-m (33)

ou le vecteur 1,, est le vecteur de R™ dont tous les éléments valent 1. L’équation (3.3)

implique qu’il existe un vecteur t > 0 dans R™ tel que

Wt =0 (3.4)

i.e. implique que la condition (2.9) du théoréme 1 est vraie. En outre, les torseurs wy, wo,
w3 et wy étant dans une configuration polyvalente, trois d’entre eux sont linéairement
indépendants et la matrice W est de plein rang. Par conséquent les deux conditions
du théoréme 1 sont vérifiées et la pose associée a W est polyvalente ce qui prouve le

théoréme 5.

Le théoréeme 5 montre que les poses associées aux configurations polyvalentes de
quatre des m cables d'un mécanisme paralléle plan a trois ddl composent en partie
I’EPP de ce type de mécanisme. Cependant, il ne permet pas de caractériser complé-
tement ’EPP parce que la condition suffisante énoncée par le théoréme 5 n’est pas
nécessaire. En effet, considérons trois torseurs wy, wy et w3 quelconques mais linéaire-
ment indépendants. Ces trois torseurs forment une base de R? et il n’est pas difficile de
prouver que les torseurs de 'ensemble 7 = {wy, Wy, W3, — W1, —W3, —w3} sont dans une
configuration polyvalente. Il peut aussi étre prouvé qu’il n’existe pas de sous-ensemble
de 7 dont les éléments sont quatre torseurs dans une configuration polyvalente. Un tel
cas de configuration polyvalente est illustré a la figure 3.4 ot wy = —wy, w5 = —w, et
wg = —ws. Ainsi, la condition suffisante énoncée par le théoréme 5 n’est pas nécessaire
et 'EPP des mécanismes paralléles plans a trois ddl entrainés par m cables contient

éventuellement des poses qui ne correpondent pas & des configurations polyvalentes a
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quatre cables. L’objectif principal de ce chapitre est de présenter les différents types de
configurations polyvalentes des torseurs plans (i.e. des torseurs w; € R3) et d’é¢tudier
les relations entre ces différents types de configurations polyvalentes et les poses de

Ieffecteur d’'un mécanisme paralléle plan & trois ddl entrainé par m cables.

3.2 Configurations polyvalentes des torseurs plans

Cette section présente trois types de configurations polyvalentes des torseurs plans.
Il est montré que les torseurs w;, colonnes de la matrice des torseurs W, sont dans
une configuration polyvalente si et seulement si quatre, cing ou six d’entre eux sont
sont dans un de ces trois types de configurations polyvalentes. En d’autres termes, en
identifiant les torseurs plans w; a des vecteurs de R?, m vecteurs de R?® engendrent
positivement R3, i.e. 'ensemble de leurs combinaisons linéaires a coefficients positifs
engendre R3, si et seulement si quatre, cinq ou six de ces m vecteurs sont dans une
configuration polyvalente correspondant a un des trois types présentés dans cette sec-

tion.

3.2.1 Quatre torseurs

Considérons une matrice des torseurs W ayant quatre colonnes w; (i = 1...4).
D’aprés le théoréme 1, trois de ces quatre torseurs sont linéairement indépendants et
nous pouvons supposer que ces trois torseurs sont wy, wy et ws. Une interprétation
géométrique de la condition (2.9) du théoréme 1 est : le torseur wy est situé a U'intérieur
et pas sur la frontiére du cone généré par 'ensemble {—w;, —wy, —w3}. Une configu-
ration polyvalente de ce type sera appelée configuration polyvalente & quatre torseurs.
Une telle configuration polyvalente est montrée a la figure 3.2 (a). Par abus de langage,
nous parlerons également de configuration polyvalente a quatre cables. La figure 3.2
(b) montre une configuration des quatre torseurs d’une matrice des torseurs W d’un
mécanisme paralléle plan entrainé par quatre cables pour laquelle les torseurs wy, ws
et w, sont linéairement dépendants. Ainsi, la pose de Ieffecteur correspondant a cette
configuration est telle que le premier élement du vecteur z, défini a I'équation (2.11)

est nul. En outre, cette pose est également telle que les trois autres éléments du vecteur



a) Configuration polyvalente a b) Configuration associée & une

(a) g poly g

quatre torseurs. pose appartenant & la frontiére de
I'EPP.

FiG. 3.2 — Configurations de quatre torseurs dans leur espace a trois dimensions.

Zo ont le méme signe et une telle pose appartient généralement a la frontiére de 'EPP.

3.2.2 Cinq torseurs

Un mécanisme paralléle plan a trois ddl entrainé par cinq cables a une matrice des
torseurs W de dimension 3 x 5. Le théoréme suivant présente une condition nécessaire

et suffisante a la polyvalence des cinq colonnes w; de W.

Théoréme 6 Les cing torseurs w; d’une matrice des torseurs W de dimension 3 X &
sont dans une configuration polyvalente si et seulement si
— quatre de ces cing torseurs sont dans une configuration polyvalente a quatre tor-

seurs ou
— trois torseurs wj, wy et w; sont linéairement indépendants et un des deux autres

torseurs wy est tel que
w, € int(cone{—w;, —wy}), (3.5)
tandis que le dernier torseur w, est tel que

w, € int(cone{—w;, —w;}) ou (3.6)
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(a) Cing torseurs dans une configu- (b) Cinq torseurs dans une configu-
ration polyvalente minimale. ration polyvalente minimale parti-
culiére.

F1G. 3.3 — Exemples de configurations polyvalentes minimales a cinq torseurs.

w, € int(cone{—wy, —w;}) ou (3.7)

w, € int(cone{—w;}). (3.8)

La définition suivante s’applique aux notations du théoréme 6.

int(cone{vy, va,...,v,}) = {V | v= Z/\ivi’ Ai >0V z} : (3.9)

i=1

La démonstration du théoréme 6 étant relativement longue, elle est présentée a l'an-
nexe C. Le deuxiéme cas du théoréme 6 définit une configuration polyvalente minimale
a cing torseurs. Par exemple, une configuration polyvalente minimale & cinq torseurs
satisfaisant I’équation (3.6) ou I’équation (3.7) est montrée a la figure 3.3 (a). Une confi-
guration polyvalente minimale & cinq torseurs satisfaisant 1’équation (3.8) est montrée
a la figure 3.3 (b). Ce type de configuration polyvalente est dite « minimale » car si cing
torseurs w; sont dans une telle configuration polyvalente alors aucune combinaison de
quatre d’entre eux n’est dans une configuration polyvalente, i.e., si un seul des cinq w;
est supprimé, les quatre restants ne sont plus dans une configuration polyvalente. La

preuve de ce résultat est également proposée a I'annexe C.
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3.2.3 Six torseurs

A présent, considérons le cas d’'un mécanisme paralléle plan a trois ddl entrainé par
six cables. La matrice des torseurs W de ce mécanisme est de dimension 3 X 6. Le
théoréme suivant présente une condition nécessaire et suffisante a la polyvalence des

six colonnes de cette matrice.

Théoréme 7 Les siz torseurs w; d’une matrice des torseurs W de dimension § X 6
sont dans une configuration polyvalente si et seulement si
— quatre de ces six torseurs sont dans une configuration polyvalente a quatre torseurs
o
— cing de ces six torseurs sont dans une configuration polyvalente minimale 4 cing
torseurs ou
— lrois torseurs wj, Wi el W; sont linéairement indépendants et les trois autres

torseurs wq, W, el W, sont tels que

w, € int(cone{—w,}) (3.10)
w, € int(cone{—wy}) (3.11)
w, € int(cone{—w;}). (3.12)

La démonstration du théoréme 7 est présentée a I’annexe C pour la méme raison que
celle du théoréme 6. Le troisieme cas du théoréme 7 définit une configuration polyva-
lente minimale o siz torseurs. La figure 3.4 donne un exemple d’une telle configuration
polyvalente ot j = 1, k = 2,1 = 3, ¢ = 4, r = 5 et s = 6. Remarquons qu’une
configuration polyvalente minimale & six torseurs consiste a associer a chaque vecteur
d’une base de R? son opposé de maniére & obtenir une nouvelle base de R? qui peut étre
considérée comme opposée a la premiére. Il apparait alors clairement que les six vec-
teurs ainsi obtenus engendrent positivement R3, i.e., que tout vecteur de R? peut étre
écrit comme une combinaison linéaire & coefficients positifs ou nuls de ces six vecteurs.
En outre, comme dans le cas des configurations polyvalentes définies par le deuxiéme
cas du théoréme 6, les configurations polyvalentes définies au troisiéme cas du théo-
réeme 7 sont dites « minimales » parce qu’aucune combinaison de quatre ou cinq des six
torseurs impliquées dans une telle configuration polyvalente est dans une configuration

polyvalente. Ce résultat est démontré a la section C.4 de 'annexe C.
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FiG. 3.4 — Une configuration polyvalente minimale a six torseurs.

3.2.4 Plus de six torseurs

Finalement, le théoréme 8 énoncé ci-dessous s’applique aux mécanismes paralléles
plans a trois ddl entrainés par plus de six cables. Il montre que tous les types de

configurations polyvalentes ont été présentés dans les trois sous-sections précédentes.

Théoréme 8 Quand m > 6, les torseurs d’une matrice des torseurs de dimension
3 x m sont dans une configuration polyvalente si et seulement si, parmi ces m torseurs,
quatre sont dans une configuration polyvalente a quatre torseurs, cing sont dans une
configuration polyvalente minimale a cing torseurs ou sixz sont dans une configuration

polyvalente minimale a six torseurs.

Une démonstration de ce théoréme est proposée a la section C.5 de I'annexe C.
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3.3 Propriétés et nature de ’espace des poses

polyvalentes

3.3.1 Propriétés

Les propriétés 1 et 6 présentées a la section 2.3.2 restent vraies pour les mécanismes
entrainés par plus de quatre cables. Nous pouvons par conséquent les généraliser. Notons
que les propriétés énoncées dans cette section ne suivent pas la méme numeérotation que

celles présentées a la section 2.3.2.

Propriété 1 L’EPPOC d’un mécanisme paralléle plan a trois ddl entrainé par m cdbles

(m > 4) est éventuellement vide.

Propriété 2 L’EPP d’un mécanisme paralléle plan a trois ddl entrainé par m cdbles

(m > 4) est un espace sans singularité.

La propriété 4 énoncée a la section 2.3.2 peut également étre généralisée aux méca-

nismes entrainés par quatre cables et plus.

Propriété 3 L’EPPOC d’un mécanisme paralléle plan a trois ddl entrainé par m cdbles

(m > 4) est éventuellement composé de parties disjointes.

Par exemple, pour l'orientation de 'effecteur montrée a la figure, le mécanisme plan
entrainé par six cables montré a la figure 3.5 a un EPPOC composé de deux parties
disjointes P; et P,. Notons que la géométrie de ce mécanisme a été générée aléatoire-

ment.

La propriété 2 de la section section 2.3.2 se généralise également.

Propriété 4 L’EPPOC d’un mécanisme paralléle plan a trois ddl entrainé par m cdbles

(m > 4) est une partie bornée du plan.



FiG. 3.5 — Exemple d'un EPPOC composé de deux parties disjointes P; et Ps.

En effet, la définition 3 et le théoréme 4 présentés a la section 2.3.1 peuvent étre étendus

sans difficultés aux mécanismes entrainés par plus de quatre cables.

Définition 5 P; est l'ensemble des poses de l’effecteur d’un mécanisme paralléle plan

a trois ddl entrainé par m cables (m > 4) telles que
rank(Wyy) = 2 (3.13)

et
dz; >0 tel que Wipzp =0 (3.14)

ouzy € R™ et Wiy est la matrice obtenue de la matrice des torseurs W en supprimant
sa derniere ligne, i.e., Wiy = [dy dy ... d,, |. Pour une orientation constante ¢ de
Ueffecteur, l'ensemble des positions du point de référence P qui appartiennent a Py est

appelé Pig.

Théoréme 9 Pour une orientation donnée de [’effecteur d’un mécanisme paralléle plan
a trois ddl entrainé par m cdbles (m > 4), U'ensemble Py, est Uintérieur du plus grand
polygone convexre dont les sommets sont des éléments de 'ensemble {A}, Ay, ... AV},

i.e., Pty est Uintérieur de l'enveloppe convere de ['ensemble de points {AY, Ay, ..., AY }.
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F1G. 3.6 — Exemple d’un polygone convexe Py d’'un mécanisme plan entrainé par six

cables.

Ainsi, quelle que soit 'orientation de 'effecteur, L'EPPOC étant inclus dans Pyg4 qui,
d’aprés le théoréme 9, est une partie bornée du plan, TEPPOC est également une partie
bornée du plan. Par exemple, un polygone convexe P, d’'un mécanisme entrainé par
six cables est montré a la figure 3.6. Il a été obtenu pour l'orientation de 'effecteur

montrée a la figure. S'il existe, TEPPOC de ce mécanisme est inclus dans Pyg.

A présent, énoncons une propriété fondamentale qui est une conséquence directe
des théorémes 6, 7 et 8.

Propriété 5 L’EPP d’un mécanisme paralléle plan a trois ddl entrainé par m cdbles

(m > 4) peut étre caractérisé par la réunion suivante

EPP = (Q 54i> U <@1 55i> U (@1 56> : (3.15)

A Téquation (3.15), le scalaire n; (j = 4,5 et 6) est égal au nombre de combinaisons

de 7 cables pris parmi les m cables du mécanisme, i.e.,

m! 3.16
"= o
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Etant donné que chaque cable du mécanisme est associé a une colonne de la matrice
des torseurs W, n; est également le nombre de combinaisons de j colonnes de W
prises parmi ses m colonnes. De plus, a ’équation (3.15), 'ensemble Sy; est 1’ensemble
des poses polyvalentes de I'effecteur associées aux configurations polyvalentes & quatre
torseurs de la i® combinaison de quatre colonnes de W (i = 1,...,ny4). De méme,
I’ensemble S; est 'ensemble des poses de I'effecteur associées aux configurations poly-
valentes minimales a cinq torseurs de la ® combinaison de cinq colonnes de W tandis
que Sg; est I'ensemble des poses de Deffecteur associées aux configurations polyvalentes
minimales a six torseurs de la i° combinaison de six colonnes de W. Le nombre de
cables m des mécanismes plans étudiés dans ce chapitre pouvant étre inférieur ou égal

a six, nous ajoutons a ces définitions les deux précisions suivantes

USsi=0si m<5 (3.17)
i=1

ne
UJSsi=0si m<6 (3.18)

i=1

ou ) désigne ensemble vide. Ainsi, la propriété 5 formalise une conséquence importante
des théoréemes 6, 7 et 8 : 'EPP d’un mécanisme paralléle plan a trois ddl entrainé par m
cables est composé des poses de 'effecteur pour lesquelles quatre colonnes de la matrice
des torseurs W sont dans une configuration polyvalentes ou cing ou six colonnes de W

sont dans une configuration polyvalente minimale.

Finalement, énongons deux autres propriétés.

Propriété 6 L’EPPOC d’un mécanisme paralléle plan a trois ddl entrainé par m cdbles

(m > 4) est un ensemble ouvert.

Une démonstration de cette propriété est proposée a la section A.3 de 'annexe A dans
le cas général d’'un mécanisme a n ddl entrainé par m cables, m > n. La propriété 6

est importante a la détermination de la frontiére de TEPPOC.
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Propriété 7 La frontiere de ’EPPOC d’un mécanisme paralléle plan a trois ddl en-
trainé par m cables (m > 4) est composée d’arcs de coniques qui sont les lieux de

dépendances linéaires de trois des m colonnes de la matrice des torseurs W.

La propriété 7 est fondamentale & la généralisation aux mécanismes plans entrainés par
un nombre quelconque de cables de I'algorithme géométrique présenté dans le chapitre
précédent. Elle va étre démontrée par les discussions présentées dans les sous-sections

suivantes.

3.3.2 Relation entre les poses de ’effecteur et les

configurations polyvalentes

Dans cette sous-section, les ensembles Sy;, Ss; et Sg; sont successivement étudiés.

3.3.2.1 Configurations polyvalentes a4 quatre torseurs

Dans cette section, nous étudions ’ensemble de poses polyvalentes S, défini par

i.e. nous étudions I'ensemble des poses de I'effecteur d’'un mécanisme paralléle plan a
trois ddl entrainé par m cables (m > 4) associées aux configurations polyvalentes a

quatre torseurs des colonnes de la matrice de torseurs W du meécanisme.

Soit (7, k, [, p) la ¢ combinaison de quatre cables pris parmi les m cables du méca-
nisme, i.e., la i® combinaison de quatre colonnes de W (1 < ¢ < ny). Par définition, Sy;
est 'EPP du mécanisme entrainé par quatre cables obtenu du mécanisme paralléle plan
entrainé par m cables (m > 4) en supprimant tous ses cables exceptés les cables j, k, [
et p. Ainsi, les ensembles Sy; sont connus puisque leurs propriétés et leur détermination

ont été discutées en détail dans le chapitre précédent.

Par conséquent, ’ensemble S; consiste en la réunion des EPP des mécanismes en-
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Az, Az

F1G. 3.7 — La réunion de cinq EPPOC associés aux mécanismes a quatre cables obtenus

du mécanisme a cinq cables montré a la figure.

trainés par quatre cables obtenus du mécanisme entrainé par m cables en ne conservant
que quatre de ses m cables. D’aprés les propriétés 2, 3 et 5 de la section 2.3.2, pour
une orientation constante de effecteur, ’ensemble Sy est une partie ouverte et bor-
née du plan dont la frontiére est composée d’arcs de coniques, ces coniques étant les
lieuz des positions de Ueffecteur pour lesquelles trois des m colonnes de la matrice des
torseurs W sont linéairement dépendantes. Par exemple, un mécanisme plan entrainé
par cing céables est montré a la figure 3.7. Les cables 1 et 2 partagent le méme point
d’attache By a l'effecteur. Pour l'orientation de l'effecteur montrée a la figure, les fron-
tieres des coupes a orientation constante des cing ensembles Sy sont tracées en traits
pleins et pointillés. Les traits pointillés correspondent aux frontiéres des coupes a orien-
tation constante des trois ensembles Sy1, Sy et Sy o Sy est TEPP du mécanisme a
quatre cables obtenu en supprimant le cable ¢ du mécanisme montré a la figure 3.7.
Les traits pleins, qui recouvrent certains traits pointillés, correspondent pour leur part
aux frontiéres des coupes a orientation constante de S;3 et Syo. Le mécanisme montré
a la figure 3.7 étant un mélange des mécanismes montrés aux figures 2.8 et 2.11, les
coupes a orientation constante de Sy et Sy3 sont similaires aux EPPOC montrés aux
figures 2.15 et 2.18 de la section 2.4.2. Pour 'orientation de l'effecteur montrée a la
figure 3.7, les frontiéres de Sy1, Sus et Sy5 sont montrées en traits pleins aux figures 3.8,

3.9 et 3.10, respectivement.
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F1G. 3.10 — Une coupe a orientation constante de I’ensemble Sys.
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3.3.2.2 Configurations polyvalentes minimales & cinq torseurs

A présent, intéressons-nous aux ensembles Ss; (1 < i < ng). Par définition, Ss; est
I’ensemble des poses de I'effecteur d’'un mécanisme paralléle plan a trois ddl entrainé par
m cables (m > 4) associées aux configurations polyvalentes minimales & cinq torseurs
de la 7 combinaison de cinq colonnes de la matrice des torseurs W du mécanisme. Soit
(W, Wi, Wi, W,, W, ) cette ¢ combinaison de cing colonnes de W. D’aprés le théoréme 6,
ces cinq colonnes sont dans une configuration polyvalente minimale & cing torseurs si
et seulement si trois d’entre elles sont linéairement indépendantes, 1’équation (3.5) est
vraie et une des équations (3.6), (3.7) ou (3.8) est vérifice. Or, si w;, wy, et w,, vérifient

I'équation (3.5) alors ils sont linéairement dépendants

det([w, w; wy]) =0. (3.20)

D’apreés la section 2.3.2, pour une orientation constante de I'effecteur, les positions du
point de référence P de effecteur qui vérifient ’équation (3.20) définissent une conique
C,- De plus, si une des trois équations (3.6), (3.7) ou (3.8) est vérifiée alors les torseurs
w; impliqués dans cette équation sont linéairement dépendants. Pour une orientation
constante de I'effecteur, cette dépendance linéaire est vérifiée sur une autre conique C,.
Supposons qu’aucune des deux coniques C, et C, n’est dégénérée en tout le plan et soit,
respectivement, A, et A, des arcs des coniques C, et C, sur lesquels 'équation (3.5) et
une des équations (3.6), (3.7) ou (3.8) sont vérifiées. Alors, d’aprés le théoréme 6, si elles
existent, les poses de l'effecteur associées a des configurations polyvalentes minimales a
cinq torseurs des colonnes de W sont situées aux points d’intersection entre deux tels
arcs A, et A,. En effet, une configuration polyvalente minimale & cinq torseurs existe
seulement si ’équation (3.5) et une des équations (3.6), (3.7) ou (3.8) sont toutes les

deux vérifiées.

Alinsi, pour une orientation constante de 'effecteur, si aucune des coniques C; asso-
ciées a la dépendance linéaire de trois des m colonnes de W est dégénérée en tout le
plan, la réunion des ns; ensembles Ss; est un ensemble de points ou est vide. De plus, si
cette réunion n’est pas vide, les points qui la composent sont des points d’intersection
entre les coniques C;. Par exemple, un mécanisme plan entrainé par six cables est mon-
tré a la figure 3.11. La frontiére de son EPPOC y est tracée en traits pleins épais tandis

que les traits pointillés montrent la frontiére du polygone Py, défini a la section 3.3.1.

67



F1G. 3.11 - L’EPPOC et le polygone P4 d’un mécanisme plan entrainé par six cables.

La réunion des ensembles Sy; du mécanisme de la figure 3.11 est montrée & la figure 3.12
ol les croix désignent les éléments de la réunion des ns ensembles Ss;, i.e., les positions
de l'effecteur pour lesquels cing des six colonnes de la matrice des torseurs W sont dans
une configuration polyvalente minimale & cinq torseurs. Remarquons qu’a la figure 3.12,
bien que le point () soit un point d’intersection entre deux coniques C;, il ne correpond
pas a une configuration polyvalente minimale a cing torseurs (il correspond néanmoins

a une configuration polyvalente & quatre torseurs).

A présent, pour une orientation constante de I’effecteur d’un mécanisme plan en-
trainé par m cables, étudions les ensembles Ss; quand au moins une des coniques C;
est dégénérée en tout le plan. Rappelons que la conique C; est le lieu des points du
plan pour lesquels la i® combinaison (w;, wi, w,) de trois des m colonnes de W est une
combinaisons de torseurs linéairement dépendants. Avant de commencer I'étude des en-
sembles Ss;, énoncons le résultat fondamental suivant. La conique C; dégénére en tout
le plan si et seulement si la géométrie du mécanisme et, éventuellement, I'orientation

de son effecteur sont telles qu'un des cas 1, 2, 3 ou 4 présentés ci-dessous est vérifié.

— Cas 1 : b; = b, = by, ie., les trois points Bj, By et B, de l'effecteur sont
confondus.

— Cas 2 : a; = a; = ag, i.e., les trois points A;, A, et A, de la base sont confondus.

— Cas 3 : deux de trois indices j, k et ¢, disons j et k, sont tels que a; = a;, et

b; = by, i.e., les deux cables j et k du mécanisme sont confondus.
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F1G. 3.12 — La réunion des ensembles Sy; et les ensembles de points Ss; obtenus pour

le mécanisme et ’orientation de son effecteur montrés a la figure 3.11.

— Cas 4 : il existe un scalaire o # 0 tel que by — b; = a(ay — a;) et b, — b; =
a(a; — aj), ie., le mécanisme et 'orientation de son effecteur sont tels que le
triangle A, de sommets B;, By, et By, peut étre obtenu du triangle A;, de sommets

Aj, Ay et A,, par une homothétie de centre A; et de rapport a.

Etant donné que, telle que dérivée dans cette thése, la preuve de ce résultat requiert
une analyse longue et quelque peu fastidieuse, cette preuve n’est pas présentée dans
cette section. Cependant, le principe de cette preuve est présentée a la section B.2 de
I’annexe B. Remarquons que le cas § est un cas trivial dont nous ne reparlerons plus
étant donné que deux cables confondus, i.e., en pratique, deux cables superposés sont
considérés comme étant un seul cable en ce qui concerne 'étude de 'EPP. Avant de
reprendre I’étude des ensembles Ss;, intéressons-nous d’un peu plus prés aux cas 1, 2

et 4 énonceés ci-dessus.

— Cas 1 : ce cas est illustré a la figure 3.13 oul les cables 1, 2 et 3 d’un mécanisme
paralléle plan sont attachés au méme point B de 'effecteur, 'effecteur étant repré-
senté par le seul segment de droite [PB]. Remarquons que le vecteur —b montré a
la figure 3.13 est égal au vecteur BP. Quelle que soit la pose de 'effecteur, aucun
moment ne peut étre appliqué en B par les cables 1, 2 et 3 et, par conséquent,

les trois torseurs wyi, wy et wy de W sont linéairement dépendants. Ainsi, quelle
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F1G. 3.13 — Trois cables attachés en un méme point B de l'effecteur d’'un mécanisme

paralléle plan.

que soit I'orientation de 'effecteur, la conique C, lieu des points ot wi, Wy et w3
sont linéairement dépendants, est dégénérée en tout le plan.

— Clas 2 : un tel cas est montré a la figure 3.14 ol les cables 1, 2 et 3 d’un mécanisme
paralléle plan partagent le méme point A de la base (A; = Ay = A3). L'effecteur
du mécanisme est représenté par le triangle de sommets By, By et B3 dont les
cOtés sont tracés en traits pointillés. Quelle que soit la pose de 'effecteur, les
cables 1, 2 et 3 ne peuvent pas appliquer de moment au point de Ieffecteur qui
est, pour la pose considérée, confondu avec le point A de la base. Ainsi, quelle
que soit 'orientation de l'effecteur, les trois colonnes wq, wy et ws de W sont
linéairement dépendantes en tout point du plan et, par conséquent, quelle que
soit 'orientation de 'effecteur, la conique C, lieu des points ou wy, wy et w3 sont
linéairement dépendants, est dégénérée en tout le plan.

— Cas 4 : ce cas est illustré a la figure 3.15 ol la géométrie du mécanisme montrée
a la figure ainsi que l'orientation de son effecteur sont telles que les triangles
AA1 A3 A3 et AByByB3 sont homothétiques. Par conséquent, pour l'orientation
montrée a la figure 3.15, les trois cables se coupent en un méme point quelle que
soit la position de I'effecteur et la conique C, lieu des points ot wq, wy et w3 sont

linéairement dépendants, est dégénérée en tout le plan.

En outre, dans les cas 1, 2 et 4, pour une orientation donnée de l'effecteur, les fi-
gures 3.13, 3.14 et 3.15 montrent que les trois torseurs w;, wy et w, vérifient ’équa-
tion (3.5) avec j = 1, k = 2 et ¢ = 3 si et seulement si le point de référence P est situé

a l'intérieur du triangle AAYA} Al de sommets A7, A} et Aj. De plus, deux des trois
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F1G. 3.14 — Trois cables tendus a partir d’'un méme point A de la base d’un mécanisme

paralléle plan.

torseurs w;, wy et w, vérifient une équation de type (3.8) si et seulement si P est sur
un coté mais pas en un des sommets du triangle AA? A} Ay, Remarquons que, dans les
cas 1, 2 et 4, les trois torseurs w;, wy et w, étant linéairement dépendants, ils forment
un plan P; dans l'espace tridimensionel des torseurs plans. Quand I’équation (3.5) est
vraie, i.e., pour P a l'intérieur du triangle AAYAJ A7, les trois torseurs w;, wy, et w,
sont dans une configuration polyvalente dans leur plan P,. Finalement, quand P est sur
un des c6tés mais pas en un des sommets du triangle AAY A} A7, deux des trois torseurs
w;, Wi et w, sont linéairement dépendants et définissent une ligne dans P, sur laquelle

ils sont dans une configuration polyvalente.

A partir de deux exemples, montrons que des poses associées a des configurations
polyvalentes minimales a cinq torseurs peuvent exister sur des arcs de coniques ou a
I’intérieur de parties d’aire non nulle du plan quand au moins une combinaison de trois
des m cables du mécanisme vérifie un des cas 1, 2 ou 4. Premiérement, considérons le
mécanisme paralléle plan entrainé par cing cables montré & la figure 3.16. Les cables
2, 3 et 4 de ce mécanisme vérifient le cas 1 puisqu’ils sont attachés au méme point de
effecteur. Ainsi, les trois torseurs wy, w3 et wy vérifient 1'équation (3.5), avec ¢ = 2,
j =3 et k=4, a l'intérieur du triangle AAJALAY. L’arc D montré a la figure est une

partie de la conique C;, associée a la dépendance linéaire des trois torseurs wi, ws et ws,
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F1G. 3.15 — Un mécanisme paralléle plan a trois cables dont la base et 'effecteur sont

homothétiques.

située & l'intérieur du triangle AAYA3Aj. De plus, sur Uarc D, wy, ws et w; vérifient
I’équation (3.6) avec r =1, j = 3 et [ =5 et, en tout point de Parc D, les torseurs ws,
w, et wy sont linéairement indépendants. Ainsi, ’arc D appartient a 'ensemble S5; du
mécanisme montré & la figure 3.16, i.e., tous les points de I'arc D correspondent & des

configurations polyvalentes minimales & cinq torseurs.

Deuxiémement, considérons le mécanisme paralléle plan entrainé par cing cables
montré a la figure 3.17. La géométrie et 'orientation de I'effecteur de ce mécanisme
sont telles que les cables 1, 2 et 3 vérifient le cas 4. Les cables 1, 4 et 5 étant attachés
au méme point de Ueffecteur, le cas 1 est également vérifié. De plus, les deux triangles
AATASAS et AATAYAY ont une partie commune P a l'intérieur de laquelle les torseurs
Wi, Wy et wy sont linéairement indépendants. Ainsi, tous les points de P vérifient les
conditions du deuxiéme cas du théoréme 6 et, par conséquent, P appartient au sous-
ensemble S5 de 'EPP du mécanisme de la figure 3.17, i.e., il existe une partie du plan

d’aire non nulle P contenant des configurations polyvalentes minimales a cinqg torseurs.

En guise de conclusion, résumons les résultats principaux de cette section. Pour une
orientation constante de [’effecteur d’un mécanisme paralléle plan a trois ddl entrainé

par m cdbles, soit C; les coniques associées & la dépendance linéaire de trois des m
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FiG. 3.16 — Des configurations polyvalentes minimales a cing torseurs sur un arc de

conique D.

F1G. 3.17 — Des configurations polyvalentes minimales a cinq torseurs dans une partie

du plan d’aire non nulle P.
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torseurs de la matrice des torseurs W du mécanisme. D’aprés les développements de
cette section, si aucune conique C; n’est dégénérée en tout le plan alors la réunion des
ensembles Sx; est vide ou est composée de points d’intersection entre les coniques C;.
Si une seule conique C; dégénére en tout le plan alors la réunion des ensembles Ss; est
vide ou est composée de points d’intersection entre les coniques C; et/ou d’arcs de ces
coniques. Finalement, si au moins deux coniques C; dégénérent en tout le plan alors
la réunion des ensembles Sy; est vide ou est composée de points d’intersection entre
les coniques C; et/ou d’arcs de ces coniques et/ou de parties du plan d’aire non nulle.
De plus, les parties du plan d’aire non nulle appartenant a la réunion des ensembles
Ss; sont des intérieurs de polygones. Les cotés de ces polygones sont des segments de
droite sur lesquels deux des m torseurs de la matrice des torseurs W sont linéairement
dépendants et, par conséquent, ces cotés sont des parties de coniques de singularité C;
dégénérées en une ou deuz droites. Finalement, remarquons que les mécanismes pour
lesquels des parties du plan d’aire non nulle appartiennent a la réunion des ensembles Ss;
ont des géométries particuliéres qui se rencontrent rarement. Par exemple, la géométrie
du mécanisme montré a la figure 3.17 n’a pas été considérée par hasard mais elle a été
recherchée dans le but de présenter un exemple qui illustre 1’éventuelle existence de

parties du plan d’aire non nulle appartenant a la réunion des ensembles Ss;.

3.3.2.3 Configurations polyvalentes minimales & six torseurs

Cette section conclut I'étude des relations entre les configurations polyvalentes et
les poses de Peffecteur d’un mécanisme plan par 1’étude des ensembles Sg; (1 < i < ng).
Rappelons que Sg; est I'ensemble des poses de I'effecteur d’un mécanisme paralléle plan
a trois ddl entrainé par m cables (m > 4) associées aux configurations polyvalentes
minimales & six torseurs de la ¢ combinaison de six colonnes de la matrice des torseurs
W du mécanisme. Soit (w;, Wy, W;, W, W,, W) la i® combinaison de six colonnes de
W. Considérons un mécanisme et une pose de son effecteur tels que cette i combinai-
son soit dans une configuration polyvalente minimale & six torseurs. Alors, d’aprés les
équations (3.10), (3.11) et (3.12) du théoréme 7, les trois paires (w,, w;), (W,, W) et
(ws, w;) sont des paires de torseurs linéairement dépendants. Or, d’aprés la section B.3
de 'annexe B, mis a part les cas trés particuliers ou les points AY et A sont confondus
et mis & part le cas trivial ou les deux cables j et ¢ sont confondus, deux torseurs w;
et w, sont linéairement dépendants quand

- B; = B, (b; = b,) ou A; = A, (a; = a,), et, quelle que soit Porientation de
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leffecteur, le point de référence P est sur la droite (A7A7), ou quand
— l'orientation ¢ de l'effecteur est égale a ¢; ou ¢, et le point de référence P de

Peffecteur est sur la droite (A3A)

ol ¢; et ¢, sont les deux orientations de l'effecteur pour lesquelles les droites (B;B5,)
et (A;A,) sont paralleles. De plus, I'équation (3.10) est satisfaite en tout point du
segment de droite [A;J-Aﬂ excepté en ses deux extrémités A7 et Ay. De la méme fagon,
les équations (3.11) et (3.12) sont, respectivement, vérifiées en tout point des segments
de droite [A}AY] et [A} AY] excepté en leurs extrémités. Finalement, les six torseurs de
la combinaison (w;, wy, w;, W,, W,, W) étant, par hypothése, dans une configuration
polyvalente minimale & six torseurs, les trois segments de droite [AYAY], [ApAY] et
[A7 A?] ont un point commun qui correspond a la pose courante de l'effecteur. Ainsi,
pour une orientation donnée de 'effecteur, une configuration polyvalente minimale a six
torseurs existe seulement si la géométrie du mécanisme et, éventuellement, I'orientation
de son effecteur sont telles que chaque paire parmi au moins trois paires de cables
vérifient une des conditions de dépendance linéaire entre deux w; listées ci-dessus et
décrites en détails a la section B.3 de I'annexe B. De plus, en supposant cette condition
nécessaire satisfaite, alors, les équations (3.10), (3.11) et (3.12) du théoréme 7 sont
vérifiées sur trois segments de type [A}’AZ} et une configuration polyvalente minimale
a six torseurs existe si et seulement si les trois segments de type [A;?Ag} ont un point
commun et trois des six torseurs impliqués sont linéairement dépendants tel que décrit
par le troisiéme cas du théoréme 7. Etant donné que ces conditions sont difficilement
satisfaites toutes en méme temps, la plupart des EPPOC ne possédent pas de poses
associées a des configurations polyvalentes minimales & six torseurs des colonnes de
W. Cependant, d’un point de vue général, une coupe a orientation constante de la
réunion des ng ensembles Sg; est vide ou est composée d’un ensemble de points qui sont
des points d’intersection entre au moins trois coniques C; dégénérées en une ou deux

droites.

Par exemple, un mécanisme entrainé par six cables dont l'effecteur n’a que deux
points d’attache By et By est montré a la figure 3.18. Remarquons que deux cables
partagent le point B; tandis que les quatre autres cables sont attachés au point Bs.
Pour l'orientation de l'effecteur montrée a la figure 3.18, 'EPPOC est un rectangle dont
les sommets sont Ay, A%, AY et AY tandis que le segment de droite [A} Ag], tracé en traits
pointillés, correspond & un ensemble de configurations polyvalentes minimales & cing

torseurs. Finalement, le point () montré & la figure 3.18 correspond a une configuration
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FiG. 3.18 — Un mécanisme plan a six cables pour lequel une configuration polyvalente

minimale & six torseurs existe.

polyvalente minimale & six torseurs des six colonnes de W. En effet, le point @) est le
point commun aux trois segments de droite [AYAg], [A3AY] et [A4AL] sur lesquels sont
vérifiées, respectivement, les équations (3.10), (3.11) et (3.12) avec j =1, k =2, | = 3,
q=06,r=4et s=>5,les trois colonnes wq, wy et w3 étant linéairement indépendantes.
Les segments de droite [A3AY] et [AA?] sont montrés en traits pointillés mixtes a la
figure 3.18.

3.3.3 Retour sur la propriété 7

Pour une orientation constante de 'effecteur d’un mécanisme paralléle plan a trois
ddl entrainé par m cables, soient C; les coniques associées a la dépendance linéaire de
trois des m colonnes de la matrice des torseurs W. D’aprés la propriété 5, 'EPPOC
du mécanisme consiste en la réunion des ensembles Sy;, Ss; et Sgi. Or, d’aprés la sec-
tion 3.3.2.1, la frontiére d’une coupe a orientation constante de la réunion des ensembles
S4; est composée d’arcs des coniques C;. D’aprés la section 3.3.2.2, pour une orienta-
tion constante de 'effecteur, la réunion des ensembles Ss; est composée de points des
coniques C; et/ou d’arcs de ces coniques et/ou de polygones dont les frontiéres sont des
segments de droites appartenant a des coniques C; dégénérées en une ou deux droites.
Finalement, d’aprés la section 3.3.2.3, pour une orientation constante de I'effecteur, la

réunion des ensembles Sg; consiste en des points des coniques C;. Ainsi, la frontiére de
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I'EPPOC d’un mécanisme paralléle plan & trois ddl entrainé par m cables (m > 4) est

composée d’arcs des coniques C; et la propriété 7 est prouvée.

Finalement, notons que d’apreés la propriété 5 de la section 2.3.2, pour une orienta-
tion constante de I'effecteur, les ensembles Sy; sont des parties ouvertes du plan. Ainsi,
la réunion d’un nombre fini d’ensembles ouverts étant un ensemble ouvert, la réunion
des ny ensembles Sy; est une partie ouverte du plan. D’aprés la section 3.3.2.2, les par-
ties d’aire non nulle du plan qui appartiennent éventuellement aux coupes a orientation

constante des ensembles Ss; sont également des parties ouvertes du plan.

3.4 Deétermination de ’espace des poses polyvalentes

et exemples

Aux sections 3.4.1, 3.4.2 et 3.4.3, I'algorithme géométrique présenté au chapitre 2
dans le cas des mécanismes paralléles plans a trois ddl entrainés par 4 cables est généra-
lisé a la détermination de 'EPPOC des mécanismes entrainés par m cables o m > 4.
Un exemple de détermination de 'EPP d’un mécanisme entrainé par six cables croi-
sés ainsi qu’une remarque concernant les configurations polyvalentes minimales sont

également présentés.

3.4.1 Détermination de la réunion des ensembles Sy,

Pour une orientation constante de ’effecteur d’un mécanisme paralléle plan entrainé
par cables, 'algorithme géométrique présenté a la section 2.4.2 permet de déterminer
les ensembles Sy; qui sont les ensembles de poses de 'effecteur associés aux configura-
tions polyvalentes des combinaisons de quatre colonnes de la matrice des torseurs W
du mécanisme. Dans cette section, cet algorithme géométrique est généralisé a la déter-
mination des coupes a orientation constante de la réunion S, des n, ensembles Sy;. Le
principe de l'algorithme reste le méme : pour une orientation constante de I'effecteur,
déterminer la frontiére de I’ensemble S; parmi un ensemble d’arcs de coniques, cet en-
semble contenant nécessairement les arcs qui composent la frontiére de S;. D’aprés la

section 3.3.2.1, les coniques d’oll ces arcs sont issus sont les coniques C; associées a la
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dépendance linéaire de trois des m colonnes de la matrice des torseurs W. Avant de pré-
senter les principales étapes de l'algorithme géométrique, notons que la réunion S; des
ny ensembles Sy; peut étre déterminée par test d’un nuage de points tel que décrit a la
section 2.4.1. Le test appliqué a chaque point du nuage consiste & déterminer si le point
courant appartient & au moins un des ensembles Sy; et non plus a un seul ensemble Sy;.
Remarquons que les avantages et les inconvénients présentés a la section 2.4.3 restent

vrais dans le cas des mécanismes entrainés par m > 4 cables.

Soit n3z le nombre de combinaisons de trois cables pris parmi les m cables du méca-
nisme. Les principales étapes d’un algorithme qui détermine les frontiéres de ’ensemble
S4 d’un mécanisme paralléle plan a trois ddl entrainé par m > 4 cables sont présentées

ci-dessous.

Etape 1 : choisir une orientation ¢ pour l'effecteur du mécanisme et déterminer les
équations des ng coniques C; associées a la dépendance linéaire de trois des m colonnes

de la matrice des torseurs W.

Etape 2 : pour chaque conique C; (t=1,...,n3), trouver les points d’intersection
entre cette conique et les ng — 1 autres coniques C; (j = 1,...,n3, j # ¢). Si la conique
C; est dégénérée en deux droites concourantes, trouver également le point commun a

ces deux droites.

Etape 3 : pour chaque conique C (¢ =1,...,n3), déterminer les arcs définis par

les points d’intersection trouvés a ’étape 2 et, parmi ces arcs, éliminer les arcs infinis.

Etape 4 : tester les arcs finis trouvés a Pétape 3 et éliminer ceux qui ne font pas

partie de la frontiére de S;.

Etape 5 : si tous les arcs finis trouvés a ’étape 3 n’ont pas été éliminés a I'étape 4,
S, existe et les arcs restants aprés I’étape 4 sont ceux de sa frontiére. Une représentation

graphique de S, est obtenue en tragant ces arcs.

Les étapes 1, 2 et 3 de cet algorithme étant trés similaires aux étapes 1, 2 et 3 de
'algorithme géométrique présenté au chapitre 2 (la principale différence étant le nombre
de coniques C; a considérer), des précisions concernant les étapes 1, 2 et 3 peuvent étre

trouvées a la section 2.4.2. Cependant, remarquons que les arcs infinis de coniques
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C; sont éliminés a I'étape 3 étant donné que, d’aprés la section 3.3.2.1, les coupes a
orientation constante des ensembles S, sont des parties bornées du plan. A présent,
présentons un test qui, & I'étape 4, permet de décider si un arc fini de conique D
fait partie de la frontiére de I'ensemble Sy. A cette fin, considérons un point M de D
autre que ses deux extrémités. Le test de D peut étre décomposé en deux étapes. La
premiére étape consiste a déterminer si M fait partie d’un des ensembles Sy;, i.e., si M
correspond & une pose de leffecteur pour laquelle quatre des m colonnes de W sont
dans une configuration polyvalente. Le théoréme 3 permet d’effectuer un tel test. Si
M appartient & un des ensembles Sy;, 'arc D est situé a I'intérieur de Sy (mis a part,
éventuellement, une ou ses deux extrémités), et, étant donné que S; est une partie
ouverte du plan, 'arc D ne fait pas partie de la frontiére de S;s. Dans le cas contraire,
M est a U'extérieur de tous les ensembles Sy; et I'arc fini D appartient a la frontiére
de & si et seulement si D appartient a la frontiére d’'un des ensembles Sy;. Or, le test
décrit a la suite de ’étape 4 de I'algorithme présenté a la section 2.4.2 permet de tester
si D appartient & la frontiére d’'un des ensembles Sy;. En effet, si au moins un des
points T} ou Ty, définis a la section 2.4.2 et montrés a la figure 2.14, appartient & un
des ensembles Sy; alors D appartient a la frontiére de cet ensemble. Ainsi, la deuxiéme
étape du test de ’arc D consiste a lui appliquer le test présenté a la suite de ’étape 4
de la section 2.4.2. Remarquons que les points d’intersection entre la droite P, montrée

a la figure 2.14, et n3 coniques C; doivent a présent étre déterminés.

Par exemple, considérons a nouveau le mécanisme plan entrainé par six cables mon-
tré a la figure 3.6. Pour l'orientation de l'effecteur montrée a la figure, les ng = 20
coniques C; trouvées a ’étape 1 sont montrées a la figure 3.19. Certains des arcs finis
de ces coniques sont montrés a la figure 3.20. Ces arcs sont testés a I’étape 4 de I'algo-
rithme géométrique et ceux qui appartiennent a la frontiére de la coupe a orientation
constante de '’ensemble S; sont montrés en traits pleins a la figure 3.21. En apppli-
quant I’algorithme géométrique pour plusieurs orientations de I'effecteur du mécanisme
montré a la figure 3.6, on obtient ’approximation de S; montrée a la figure 3.22. Ainsi,
pour une orientation constante de 'effecteur du mécanisme, la frontiére de ’ensemble
Sy est composée de segments de droites. De plus, les coupes a orientation constante de
S, disparaissent subitement pour une orientation de l'effecteur légérement supérieure a

50 degrés ou légérement inférieure a -50 degrés.

Concluons cette section sur deux remarques. Premiérement, étant donné que beau-

coup de mécanismes paralléles plans entrainés par cables ont, pour une orientation
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F1G. 3.19 — Les ng = 20 coniques C; obtenues pour le mécanisme et ['orientation de son

effecteur montrés a la figure 3.6.
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Fia. 3.20 — Certains des arcs finis des 20 coniques C; montrées a la figure 3.19.
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Fic. 3.21 — L’ensemble S, d’un mécanisme a six cables pour une orientation constante

de son effecteur.

(deg) —
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Fi1G. 3.22 — L’ensemble S; du mécanisme montré a la figure 3.21.
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A1 D

Fic. 3.23 — Frontiére de ’ensemble S; du mécanisme dont 'effecteur est dans ’orien-

tation montrée a la figure 3.16.

constante de leur effecteur, des ensembles Ss; réduits & des ensembles de points, la
frontiére de leur EPPOC est identique a celle de la coupe a orientation constante de
leur ensemble S4. Ainsi, 'algorithme géométrique présenté dans cette section permet de
déterminer 'EPPOC de beaucoup de mécanismes paralléles plans entrainés par m > 4
cables. La deuxiéme remarque concerne, au contraire, les mécanismes pour lesquels des
coupes a orientation constante des ensembles Ss; contiennent des arcs des coniques
C; et/ou des polygones tel que discuté a la section 3.3.2.2. L’algorithme géométrique
présenté ci-dessus ne détecte jamais les éventuels polygones appartenant aux coupes a
orientation constante des ensembles Ss;. Par contre, pour une orientation constante de
I'effecteur et dans certaines conditions, un arc de conique C; appartenant a un ensemble
Ss; peut étre repéré par 'algorithme géométrique. Par exemple, pour le mécanisme
entrainé par cinq cables et 1'orientation de son effecteur montrés a la figure 3.16, 'arc
de conique D montré & la figure appartient au seul ensemble S5 = S5; de ce mécanisme.
De plus, D est situé a U'intérieur de la coupe a orientation constante de S, sans pour
autant lui appartenir. Ainsi, si 'algorithme géométrique présenté dans cette section est
appliqué au mécanisme dont I'effecteur est dans l'orientation montrée a la figure 3.16,
alors, I’arc fini D passe le test de 'étape 4. En effet, la premiére étape du test est pas-
sée puisque aucun point de D n’appartient & un des ensembles Sy;. La deuxiéme étape
du test est également passée puisque D est situé a l'intérieur de la coupe a orientation
constante de S4. La représentation graphique des frontiéres de S, obtenue a I'étape 5 est
montrée & la figure 3.23. On constate que 'arc D est une frontiére interne. Remarquons
qu'un cas pour lequel une telle frontiére interne n’appartient & aucun ensemble Ss; n’a
jamais été rencontré. La nature d’une telle frontiére interne peut étre déterminée en

utilisant une méthode présentée dans la sous-section suivante.

82



3.4.2 Détermination des ensembles S;; et Sg;

Présentons, dans ses grandes lignes, une méthode qui permet de déterminer les élé-
ments qui composent I’ensemble Ss; quand 'orientation de D'effecteur d’un mécanisme
parallele plan entrainé par cables est constante. Soit (w;, Wi, w;, W,, W, ) la ¢ combinai-
son de cing colonnes de la matrice des torseurs W et soit C, (1 < j <10) les dix coniques
associées & la dépendance linéaire de trois des cing torseurs de (W, Wy, w;, w,, w,.). On
détermine, dans un premier temps, les points d’intersection entre les coniques C; et,
dans un deuxiéme temps, les arcs finis que ces points d’intersection définissent. Parmi
les points d’intersection, tous ceux qui vérifient le deuxiéme cas du théoréme 6 appar-
tiennent a Ss;. Puis, s'il en existe, pour chaque conique C; dégénérée en tout le plan,
on considere le triangle A de type AATA} AL dans lequel, d’aprés la section 3.3.2.2,
une équation de type (3.5) est vérifiée. Rappelons que les cotés de ce triangle sont des
segments de droites appartenant a des coniques C; dégénérées en une ou deux droites.
On teste alors chaque arc fini de conique C; en un de ses points en déterminant si ce
point est situé a l'intérieur du triangle A. Si tel est le cas, on teste si en ce point toutes
les conditions du deuxiéme cas du théoréme 6 sont réunies et, si elles le sont, I’arc testé
appartient a un ensemble Ss;. Finalement, si au moins deux coniques C; dégénerent en
tout le plan, il existe peut-étre un polygone dont l'intérieur appartient a Ss;. Considé-
rons deux coniques ainsi dégénérées. Soit A; et Ay les triangles associés a ces coniques
dans lesquels des équations de type (3.5) sont vérifiées. Remarquons que A; et A, ont
un sommet commun. 3i elle existe, I'intersection de ces deux triangles est un polygone.
Finalement, I'intérieur de ce polygone appartient a Ss; si et seulement si les conditions

du deuxiéme cas du théoréme 6 sont satisfaites en un de ses points.

A présent, présentons briévement une méthode qui, pour une orientation constante
de l'effecteur d’un mécanisme paralléle plan entrainé par cables, permet de déterminer
si ensemble Sg; est vide ou, dans le cas contraire, permet de déterminer les points
qui lui appartiennent. Considérons les six cables de la ¢ combinaison de six cables du
mécanisme. Parmi ces six cables, on commence par déterminer quelles sont les paires de
cables qui vérifient un des cas de dépendance linéaire entre deux torseurs w; présentés a
la section B.3. S’il existe moins de trois paires vérifiant de telles dépendances linéaires,
la coupe a orientation constante de ’ensemble Sg; est vide. Sinon, on détermine les
points d’intersection entre les segments de type [A}’AZ} sur lesquels w; et w, sont
linéairement dépendants. Si trois de ces segments ont un point commun qui vérifient le

troisiétme cas du théoréme 7, ce point appartient a Sg;. Si aucun point commun de ce
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type existe, la coupe a orientation constante de I’ensemble Sg; est vide.

3.4.3 Détermination de 'EPPOC

D’aprés la propriété 7, la frontiére de TEPPOC d’un mécanisme paralléle plan a
trois ddl entrainé par cables est composée d’arcs des coniques C;, lieux des points du
plan auxquels trois des m colonnes de la matrice des torseurs W sont linéairement dé-
pendantes. Cette propriété fondamentale permet d’appliquer ’algorithme géométrique
présenté a la section 3.4.1 & la détermination de 'EPPOC. A cette fin, 'étape 4 de
’algorithme géométrique est modifiée de la maniére suivante. A la premiére étape du
test de I’étape 4, on détermine si le point M de I'arc D a tester appartient a 'EPPOC.
S’il lui appartient, d’aprés la propriété 6, 'arc D ne fait pas partie de la frontiére de
I’EPPOC. Dans le cas contraire, M n’appartient pas a 'EPPOC et, a la deuxiéme
étape du test, I'arc D fait partie de la frontiére de TEPPOC si et seulement si un des
deux points T} ou T; (c.f. figure 2.14 & la section 2.4.2) appartient & 'TEPPOC. Notons
quun cas pour lequel les deux points 17 et Ty appartiennent a 'EPPOC n’a jamais
été rencontré. Dans un tel cas, 'arc D serait une frontiére interne & 'EPPOC. Remar-
quons également que la propriété 4 justifie ’élimination, a ’étape 3 de I'algorithme

géométrique, des arcs infinis des coniques C;.

Cette adaptation de 'algorithme géométrique présenté a la section 3.4.1 & la déter-
mination de TEPPOC nécessite un test qui détermine si une pose donnée de 'effecteur
d’un mécanisme paralléle plan a trois ddl entrainé par m cables est polyvalente. D’aprés
les théorémes 6, 7 et 8, un tel test consiste & déterminer si quatre des m colonnes de la
matrice des torseurs W sont dans une configuration polyvalente ou si cinq ou six des
m colonnes sont dans une configuration polyvalente minimale & cing ou six torseurs.
Une méthode qui permet de tester si quatre colonnes de W sont dans une configuration
polyvalente a été briévement discutée a la section 2.4.1. En outre, tester si cinq ou six
colonnes de W sont dans une configuration polyvalente minimale revient & vérifier si
les conditions du deuxiéme cas du théoréme 6 ou celles du troiséme cas du théoréme 7
sont satisfaites, respectivement. Finalement, notons que d’autres tests qui déterminent
si une pose donnée de l'effecteur appartient & 'EPP sont discutés a la section 4.2.2
dans le cas des mécanismes a six ddl. Ces tests peuvent étre adaptés facilement aux

mécanismes plans a trois ddl. De plus, une méthode permettant de tester si une pose
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donnée de l'effecteur d’un mécanisme paralléle a n ddl entrainé par m cables, m > n,

appartient a 'EPP est présentée a la section D.3.

3.4.4 Exemples

Présentons un exemple qui montre que croiser les cables d’'un mécanisme paralléle
plan permet généralement d’augmenter la taille de son EPP. Considérons le mécanisme
montré a la figure 3.24. Ce mécanisme et celui montré a la figure 3.21 ont la méme base
et le méme effecteur. La différence entre ces deux mécanismes réside dans la maniére
dont les six cables lient base et effecteur, le mécanisme de la figure 3.24 ayant ses
cables croisés. L'EPP du mécanisme a cables croisés est montré a la figure 3.25. Ainsi,
en comparant les figures 3.22 et 3.25, on constate que 'EPP du mécanisme & cables
croisés existe pour une plage d’orientation plus grande. En effet, 'EPP montré a la
figure 3.25 existe pour les orientations ¢ de l'effecteur comprises entre —69.8 degrés et
69.8 degrés alors que 'EPP montré a la figure 3.22 disparait pour ¢ ~ 450 degrés. Cette
différence peut s’expliquer de la maniére suivante. Dans le cas du mécanisme a cables
non croisés montré & la figure 3.21, 'EPP disparait pour ¢ ~ 50 degrés puisque, pour
cette orientation et pour des positions du point de référence P de l'effecteur proches
du centre de TEPPOC montré a la figure 3.21, les droites qui supportent les cables 2, 4
et 6 se coupent en un méme point @ (le triangle de V'effecteur est similaire au triangle
AA; A Ag de la base) tandis que les cables 1, 3 et 5 ne peuvent exercer qu’un moment
négatif en (). Aussi, aucun moment positif ne peut étre appliqué en () par les six cables
du mécanisme. Dans le cas du mécanisme a cables croisés montré a la figure 3.24, 'EPP
disparait quand le triangle de Peffecteur et le triangle AA; A3 A5 deviennent similaires,
c’est-a-dire pour ¢ = 69.8 degrés, les six cables du mécanisme ne pouvant exercer qu'un
moment négatif au point () ou les droites qui supportent les cables 1, 3 et 5 se croisent.
Ainsi, 'EPP disparait pour une orientation plus grande de l'effecteur dans le cas du
mécanisme & cables croisés parce que le triangle de Ieffecteur et le triangle AA; A3As
sont similaires pour une orientation de I'effecteur plus grande que celle pour laquelle le

triangle de 'effecteur et le triangle AAs A4 Ag sont similaires.

De plus, 'EPP du mécanisme entrainé par les cables non croisés est inclus dans
I’EPP du mécanisme entrainé par les cables croisés comme le montre la figure 3.26 dans

le cas des EPPOC obtenus pour ¢ = 40 degrés. Remarquons que 'EPP du mécanisme
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F1G. 3.24 — Un mécanisme paralléle plan a trois ddl entrainé par six cables croisés.

entrainé par les cables croisés existe encore pour des orientations ¢ supérieures a 69.8
degrés ou inférieures & —69.8 degrés. Cependant, pour ces orientations, un vide apparait
a l'intérieur de 'EPP tel que montré a la figure 3.27. De plus, ce vide grandit de telle
sorte qu’a partir de ¢ ~ £73 degrés, 'EPP est composé de trois parties disjointes tel que
montré a la figure 3.28. Avant de conclure cette section sur une remarque concernant les
configurations polyvalentes minimales, notons que, dans le cas du mécanisme entrainé
par les cables croisés, les algorithmes présentés aux sections 3.4.1 et 3.4.3 déterminent

le méme espace qui est 'EPP montré a la figure 3.25.

3.4.5 Existence pratique des configurations polyvalentes

minimales

D’aprés les discussions proposées dans cette section, si elles existent, les configu-
rations polyvalentes minimales & six torseurs sont situées en des points de 'EPPOC
d’un mécanisme paralléle plan & trois ddl entrainé par cables. De plus, les configura-
tions polyvalentes minimales a cinq torseurs sont également situées en des points de
PEPPOC mis & part, éventuellement, dans le cas des mécanismes dont au moins une
combinaison de trois cables vérifie un des cas 1, 2 ou 4 présentés a la section 3.3.2.2.
En effet, pour ces mécanismes, il se peut que des configurations polyvalentes minimales
a cinq torseurs soient situées sur des arcs de coniques ou a l'intérieur de parties d’aire

non nulle du plan. Or, en pratique, étant donné qu’il est impossible, d'une part, d’at-
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Fic. 3.25 - L’EPP du mécanisme montré a la figure 3.24.

Fic. 3.26 — Comparaison des EPPOC pour ¢ = 40 degrés.
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EPPOC
Un vide a l'intérieur

de TEPPOC

Fia. 3.27 - ’EPPOC du mécanisme entrainé par six cables croisés pour ¢ = 70 degrés.

Fia. 3.28 — Trois parties disjointes constituant 'EPPOC du mécanisme entrainé par

six cables croisés pour ¢ = 75 degrés.
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As, A3

F1G. 3.29 — Une géométrie légérement modifiée pour laquelle il n’existe plus de confi-

gurations polyvalentes minimales & cing torseurs.

tacher parfaitement trois cables en un méme point (cas 1), d’autre part, de faire sortir,
d’un systéme de poulie actionnée, trois cables en exactement le méme point (cas 2) et,
finalement, de fabriquer un effecteur et une base dont les géométries sont parfaitement
similaires (cas /), nous pouvons dire que les configurations polyvalentes minimales a
cinq torseurs situées sur des arcs de coniques ou a l'intérieur de parties d’aire non nulle
du plan n’existent pas, i.e., sont uniquement des cas théoriques. Ainsi, en définissant
les mécanismes tel que les conditions des cas 1, 2 et 4 présentés a la section 3.3.2.2 ne
soient jamais exactement vérifices, quelle que soit 'orientation de 'effecteur et mis a
part en quelques points, 'EPPOC est toujours identique & la réunion des ensembles Sy;.
Par exemple, considérons a nouveau le mécanisme et I'orientation de son effecteur mon-
trés a la figure 3.17. A la section 3.3.2.2, il a été montré qu'une partie d’aire non nulle
de 'EPPOC de ce mécanisme correspond & des configurations polyvalentes minimales
des cinq torseurs de la matrice des torseurs. Mais, tel que montré au tableau E.16, si les
positions des points d’attache B; a l'effecteur sont trés légérement modifiées de sorte
que les cables 1, 4 et 5 ne soient plus attachés exactement au méme point a l'effecteur
et de sorte que le triangle AB;B,B3 ne soit plus parfaitement similaire au triangle
AA Ay Az, alors, TEPPOC obtenu est constitué uniquement de poses associées a des
configurations polyvalentes a quatre torseurs. Cet EPPOC est montré a la figure 3.29
ol nous remarquons que les frontiéres de 'EPPOC obtenu sont presque identiques a
celles de 'TEPPOC montré a la figure 3.17. En effet, en observant la figure 3.3, il semble

que toute variation trés faible des positions relatives des cing torseurs w;, telle qu’ils ne
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soient plus dans une configuration polyvalente minimale a cinq torseurs, améne quatre

de ces cinq w; dans une configuration polyvalente & quatre torseurs.

3.5 Conclusion

Généralisant les principaux résultats du chapitre précédent, ce chapitre a présenté
une étude de 'EPP et plus particuliérement de 'EPPOC des mécanismes paralléles
plans a trois ddl entrainé par m cables, m > 4. Nous avons notamment montré que
PEPPOC est composé de poses polyvalentes de l'effecteur associées a des configura-
tions polyvalentes de natures différentes. De plus, les relations entre la géométrie du
mécanisme et la répartition des différents types de poses polyvalentes a l'intérieur de
I'EPPOC ont été discutées. Nous pouvons en conclure que 'EPPOC de la majorité
des mécanismes paralléles plans a trois ddl entrainés par m cables, m > 4, est pri-
cipalement composé des poses polyvalentes associées aux configurations polyvalentes
de quatre des m cables du mécanisme. En effet, les poses polyvalentes associées aux
configurations polyvalentes minimales & cing ou six torseurs sont généralement situées
en des points isolés de TEPPOC. En outre, il a été prouvé que la frontiére de 'EPPOC
des mécanismes paralléles plans a trois ddl entrainés par plus de quatre cables est de
méme nature que celle des mécanismes entrainés par quatre cables, i.e., composée d’arcs
de coniques associées a la dépendance linéaire des trois de m torseurs colonnes de la
matrice des torseurs. Puis, la méthode géométrique de détermination de 'EPPOC pré-
sentée au chapitre 2 a été généralisée a la détermination de 'EPPOC des mécanismes
entrainés par plus de quatre cables. Tout comme dans le cas des mécanismes entrai-
nés par quatre cables, I’étendue et la géométrie de TEPPOC dépendent fortement de
lorientation de l'effecteur et de la géométrie du mécanisme. Par ailleurs, multiplier les
cables entrainant l'effecteur du mécanisme permet généralement d’agrandir son EPP.
Cependant, étant donné qu’ajouter des cables au mécanisme augmente sa complexité,
le gain qui en résulte doit pouvoir étre déterminé. La détermination de I'EPP permet,

au moins en partie, de traiter ce probléme.

Ce chapitre et le précédent ont présenté une étude détaillée de 'TEPPOC des méca-
nismes paralléles plans a trois ddl entrainé par un nombre arbitraire de cables. Cette
étude a révélé de quelle maniére 'EPPOC est composé de poses polyvalentes impliquant

quatre, cinq ou six cables du mécanisme. Cependant, tel que le montre les démonstra-



tions présentées a I'annexe C, cette étude nécessite des développements quelquefois
longs, voire méme fastidieux. Par conséquent, si la méme démarche est suivie, mener
une étude similaire dans le cas des mécanismes paralléles a six ddl est assurément une
tache encore plus longue et plus fastidieuse. Aussi, dans le chapitre suivant, les poses
polyvalentes des mécanismes paralléles a six ddl entrainés par plus de sept cables seront
caractérisées a I'aide du théoréme de Stiemke [11]. La possibilité et I'intérét résultant de
I’application de ce théoréme a l'analyse de 'EPP des mécanismes paralléles entrainés
par cables ont été récemment mis en évidence dans [103]. A partir de ce théoréme et
de résultats présentés dans [87] et dans [94] et & la lumiére des discussions présentées
dans ce chapitre et le précédent, nous étudions, dans le chapitre suivant, la nature de
la frontiére de TEPPOC des mécanismes paralléles a six ddl entrainés par cables sans

passer par I'étude des différents types de configurations polyvalentes des torseurs de
RS,
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Chapitre 4

Détermination de ’espace des poses
polyvalentes & orientation constante
des mécanismes paralléles a six ddl

entrainés par cables

La premiére partie de ce chapitre généralise les modeéles cinématiques des deux chapitres
précédents aux mécanismes paralléles & six ddl entrainés par m cébles, m > 7. Différents
théorémes permettant de caractériser ’espace des poses polyvalentes de ces mécanismes sont
également présentés, la plupart de ces théorémes étant connus. Puis, nous étudions la nature
de la frontiere de 'EPPOC. Enfin, une méthode permettant de déterminer 'EPPOC par
discrétisation de sa frontiére est présentée. Cette méthode est illustrée par quelques exemples.
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4.1 Modéle cinématique et torseur & l’effecteur

4.1.1 Modéle et notations

Un mécanisme paralléle a six ddl entrainé par cables est montré a la figure 4.1.
L’effecteur est relié a la base par des cables qui s’enroulent sur des poulies actionnées.
Cet actionnement permet de controler les six ddl de l'effecteur. Tel que montré a la
figure 4.2, considérons un repére fixe (O, x,y,z) attaché a la base et un repére mobile
(P,x',y',7') attaché a leffecteur ou P est le point de référence de leffecteur. Comme
dans le cas des mécanismes plans, le point A; auquel le cable i s’enroule sur sa poulie
est supposé étre fixe par rapport a la base du mécanisme. De plus, le point B; auquel
le cable ¢ s’attache a l'effecteur est supposé étre fixe par rapport a 'effecteur. Les
points de contact A; et B; sont modélisés par des liaisons sphériques. Le cable ¢ est
supposé étre tendu entre les points A; et B; et, par conséquent, est supposé étre un
segment de la droite (A4;B;). Sa longueur tendue est noté p;. Si a;, b; et p = [z, ), Z]T
désignent, respectivement, les vecteurs position des points A;, B; et P dans le repére
fixe, alors, le vecteur unitaire d; dirigé, le long du cable i, de 'effecteur vers la base
est défini par I’équation (2.1) ou le vecteur position ay du point AY est défini par
I'équation (2.2). Finalement, comme dans le cas des mécanismes plans, le vecteur ay
dépend de la géométrie du mécanisme et de l'orientation de son effecteur et, quand
p=al (p; =0et B; = A,;), 'équation (2.1) n’est plus valide. Le vecteur d; est alors

défini comme étant le vecteur nul.

4.1.2 Matrice des torseurs

D’apreés la section 2.2.1, les mécanismes paralléles a six ddl entrainés par six cables
et par moins de six cables n'ont pas d’EPP. Ainsi, dans tout ce chapitre, nous ne

considérerons que des mécanismes entrainés par m > 7 cables.

Le cable tendu ¢ applique sur 'effecteur un torseur dont la réduction au point de

référence P est noté t;w;. Le torseur w; € RS est défini par



5 Poulie actionnée

FiG. 4.1 — Un mécanisme paralléle a six ddl entrainé par sept cables.

effecteur

Fi1G. 4.2 — Notations.
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d;

ou t; est la tension dans le cable 4, t; > 0. La réduction en P, w,, du torseur appliqué
par les m cables sur l'effecteur est la somme des torseurs t;w; et s’écrit, sous forme

matricielle

w, = Wt (4.2)

ol t € R™ est le vecteur colonne des tensions dans les cables et ou la matrice des

torseurs W est définie par
W:[Wl Wy ... Wy, |- (4.3)

4.1.3 Un polyédre convexe contenant 'EPPOC

D’aprés la section 2.3.1, 'TEPPOC d’un mécanisme paralléle plan entrainé par quatre
cables est inclus dans l'intérieur Pry d’'un polygone convexe. Ce résultat a été étendu
aux meécanismes plans entrainés par m > 4 cables a la section 3.3.1 et, le polygone
devenant un polyédre, il peut également étre étendu aux mécanismes paralléles a six

ddl entrainés par cables. A cette fin, reformulons la définition 3.

Définition 6 P; est l'ensemble des poses de Ueffecteur d’un mécanisme paralléle a siz

ddl entrainé par m cdbles (m > 7) telles que
rank(W123) =3 (44)

et
Jz; > 0 tel que Wig3zy =0 (4.5)

ouzy € R™ et Wiag est la matrice obtenue de la matrice des torseurs W en supprimant

ses trois derniéres lignes c’est-a-dire Wigg = [dy dg ... d,, |. Pour une orientation
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constante de leffecteur, représentée par la matrice orthogonale de rotation Q, ’ensemble
des positions du point de référence P qui appartiennent a Py est appelé Prq. Par
définition de Py et de Prq, 'EPP et 'EPPOC du mécanisme sont inclus dans Py et

dans Prq, respectivement.

Pour une orientation donnée de Deffecteur, I'équation (4.4) est vraie quelle que soit la
position du point de référence P tant que les m points Ay ne sont pas tous situés dans un
méme plan. De plus, comme a la section 2.3.1, il peut étre prouvé que 'équation (4.5) est
équivalente a écrire p comme combinaison convexe des vecteurs aj. Ainsi, le théoréme

énoncé ci-dessous est 1’équivalent du théoréme 4 pour les mécanismes a six ddl.

Théoréme 10 Pour une orientation donnée de l’effecteur d’un mécanisme paralléle a
siz ddl entrainé par m cdbles (m > 7), l’ensemble Pyq est l'intérieur du plus grand poly-

édre convexe dont les sommets sont des éléments de 'ensemble { A}, AS, ... AV}, ¢’est-

a-dire, Prq est Uintérieur de 'enveloppe conveze de l’ensemble de points { A}, AY, ..., A }.

Une conséquence directe de ce théoréme est que 'EPPOC est une partie bornée de R3.
Finalement, notons que Prq et, par conséquent, TEPPOC n’existent pas quand les m

points AY sont dans un méme plan.

4.2 Caractérisation des poses polyvalentes

L’objectif de cette section est de présenter des théorémes qui caractérisent les poses
polyvalentes des mécanismes paralléles a six ddl entrainés par cables. Dans une premiére
partie, des théorémes s’appliquant aux mécanismes entrainés par sept cables sont pré-
sentés. Puis, dans le cas des mécanismes entrainés par m cables ot m > 7, un théoréme,
dont les conséquences sur la nature et la détermination de ’EPP sont importantes, est
énoncé. Ce théoréme, dit théoréme de Stiemke, est connu dans les domaines de la
programmation linéaire et non-linéaire [72] et des inégalités linéaires [11]. La possibi-
lité d’appliquer le théoréme de Stiemke a la caractérisation de ’'EPP des mécanismes

paralleles actionnés par cables a été mise en évidence récemment dans [103].
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Avant de nous intéresser aux mécanismes entrainés par sept cables, remarquons
que le théoréme 1 s’applique & toute matrice W ayant plus de colonnes que de lignes

[94, 119]. Ainsi, dans le cas des mécanismes a six ddl, il s’énonce comme suit.

Théoréme 11 Une pose de leffecteur d’un mécanisme paralléle a siz ddl entrainé par

m cdbles appartient o 'EPP si et seulement st
rank(W) =6 (4.6)

et
dz € ker(W) tel que z > 0. (4.7)

4.2.1 Meécanismes entrainés par sept cables

Le théoreme 2 peut étre généralisé a toute matrice ayant n lignes et n 4 1 colonnes
[68] (c.f. annexe A). En particulier, il peut étre généralisé a la matrice des torseurs
W d’un mécanisme paralléle & six ddl dont 'effecteur est entrainé par sept céables.

Regroupons les théorémes 2 et 3 en un seul théoréme, le théoréme 12.

Théoréme 12 Une pose de leffecteur d’un mécanisme paralléle a siz ddl entrainé par
sept cables appartient o I’EPP si et seulement sizg > 0 ou zg < 0 ot le vecteur zg € R”
appartient au noyau de la matrice des torseurs W du mécanisme. Un tel vecteur zy peut

étre obtenu de la maniére suivante

det([wr wo ... Wg])
det([w; w7 ... wg])

. - . (4.8)
det([wy wag ... wr])
_—det([w1 Wo ... WG])_

L’équation (4.8) est intéressante car elle permet de mieux comprendre la nature
de 'EPP. En effet, a la section 4.3, avec zo défini a 1'équation (4.8), nous déduirons
du théoréme 12 la nature de la frontiére de TEPPOC d’un mécanisme paralléle & six

ddl entrainé par sept cables. Remarquons que le ¢ élément z; du vecteur zy est égal
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a (—1)det; ot det; est le déterminant de la matrice carrée obtenue de la matrice des
torseurs W en supprimant sa ¢ colonne. En outre, comme dans le cas des mécanismes
plans & trois ddl entrainés par quatre cables, le théoréme 12 et 1’équation (4.8) ont
une conséquence directe qui s’énonce : la matrice des torseurs W associée a une pose
polyvalente d’un mécanisme paralléle & six ddl entrainé par sept cables est telle que
toute combinaison de six de ses colonnes est une combinaison de six torseurs linéai-
rement indépendants. Cependant, remarquons qu’a la place d’utiliser 'équation (4.8)
qui nécessite le calcul de sept déterminants, il est souvent préférable d’avoir recours a
la décomposition LU, & la décomposition QR ou & la décomposition en valeurs singu-
liéres [102] de la matrice des torseurs W afin d’obtenir un vecteur z, appartenant au

noyau de W.

A présent, proposons un autre théoréme qui permet de tester de maniére efficace
si une pose donnée de 'effecteur d’un mécanisme paralléle & six ddl entrainé par sept

cables appartient & 'EPP.

Théoréme 13 Soit i un entier quelconque tel que 1 < i < 7. Alors, une pose de
Peffecteur d’un mécanisme paralléle a siz ddl entrainé par sept cibles appartient a ’EPP

st et seulement si

det(W;) #0 (4.9)

et
~W;'w; >0 (4.10)

ot la matrice W est la matrice carrée obtenue de la matrice des torseurs en supprimant

sa 1¢ colonne
Wi = [ Wi ... W1 Wi ... W7o (411)

Afin de démontrer ce théoréme, commencons par prouver la condition nécessaire
en supposant que I'effecteur du mécanisme est dans une pose polyvalente. D’aprés le
théoréme 12, pour tout entier i, 1 < i < 7, det(W;) # 0 et 'équation (4.9) est vraie.

En outre, d’aprés I'équation (4.7) du théoréme 11, on a
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ol z; est le vecteur de R® obtenu du vecteur z en supprimant son ¢ élément z;. Etant

donné que det(W;) # 0, I'équation (4.12) est équivalente &

De plus, d’aprés I’équation (4.7), z; et tous les éléments du vecteur z; sont supérieurs

a zéro et, par conséquent, I’équation (4.10) est vraie

~W;'w; > 0. (4.14)

A présent, démontrons la condition suffisante du théoréme 13. A cette fin, supposons
que les équations (4.9) et (4.10) sont vraies. Nous pouvons supposer ¢ = 7. Par définition
de la matrice Wy, I’équation (4.9) implique ’équation (4.6) du théoréme 11. Puis, si

z* désigne le vecteur — W 'w;, d’aprés Péquation (4.10), z* > 0 et

W7Z* = — Wy (415)

d’ou
Z*
R w7][1]:O (4.16)
c’est-a-dire

Wz

I
=)

(4.17)

avec

z = [ = ] > 0. (4.18)
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Ainsi, I’équation (4.7) du théoréme 11 est également vraie. Finalement, la condition
énoncée au théoréme 13 est nécessaire et suffisante et la preuve de ce théoréme est

compléte.

Remarquons que le principe de la preuve présentée ci-dessus ne dépend pas de la
dimension de l'espace vectoriel auquel les colonnes w; de la matrice des torseurs W
appartiennent. Ainsi, en remplacant 7 par n dans son énoncé, le théoréme 13 est vrai
pour tout mécanisme paralléle & n ddl entrainé par n + 1 cables. Notons également
que le calcul du vecteur —W; 'w; apparaissant a 'équation (4.10) nécessite I'inversion
de la matrice carrée W,. Ainsi, afin de travailler avec le systéme d’équations ayant le
conditionnement le meilleur possible, 'entier i impliqué a 1’équation (4.10) doit étre

choisi tel que

ou k(W;) est le conditionnement de la matrice W;. Finalement, si on décide qu’'une
matrice W, est singuliére quand son conditionnement est supérieur & une certaine
valeur K,q., alors, d’aprés le théoréme 12 et 1’équation (4.8), s’il existe un entier i tel
que K(W;) > Kmaz, les sept colonnes de la matrice des torseurs W ne sont pas dans
une configuration polyvalente puisque le ¢ élément du vecteur z, est considéré comme

étant nul.

4.2.2 Meécanismes entrainés par m > 7 cables

Au chapitre 3, I’étude de la nature ainsi que la détermination de 'EPP des méca-
nismes paralléles plans & trois ddl entrainés par m cables (m > 4) ont été permises par
la description exhaustive des différents types de configurations polyvalentes des torseurs
plans ainsi que par I’étude de la répartition de ces configurations polyvalentes & I'in-
térieur de ’EPP. Les démonstrations des conditions nécessaires des théorémes 6 et 7,
présentées a 'annexe C, montrent que la recherche des différents types de configurations
polyvalentes des torseurs plans n’est pas aisée. Ainsi, en suivant la méme démarche que
celle présentée & 'annexe C, la recherche des différents types de configurations polyva-

lentes des torseurs spatiaux (vecteurs de R®) est une tache fastidieuse. Par exemple, la
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section D.1 de 'annexe D présente le début de I'analyse des configurations polyvalentes
de huit torseurs spatiaux. Le théoréme de Stiemke, présenté ci-dessous, est un outil
puissant qui permet de contourner cette difficulté en caractérisant les poses polyva-
lentes des mécanismes paralléles & n ddl entrainés par cables sans passer par I'étude

des différents types de configurations polyvalentes des torseurs de R".

Avant d’énoncer le théoréme de Stiemke, remarquons que le théoréme 11 peut étre
utilisé directement afin de tester si une pose donnée de l'effecteur d’un mécanisme
paralléle & six ddl entrainé par m cables (m > 7) est polyvalente. Les conditions des
équations (4.6) et (4.7) doivent étre vérifiées. L’équation (4.6) peut, par exemple, étre
vérifiée en utilisant la décomposition en valeurs singuliéres de la matrice des torseurs
W ou en vérifiant si au moins un des déterminants des matrices carrées de dimension
6 extraites de la matrice des torseurs est non nul. Par contre, quand le mécanisme est
entrainé par plus de sept cables, I'équation (4.7) est plus difficile & vérifier. En effet, le
noyau ker(W) de la matrice des torseurs W est multidimensionel et, par conséquent,
il n’est plus généré par un seul vecteur non nul comme dans le cas des mécanismes
entrainés par sept cables. Les décompositions LU et QR et la décomposition en valeurs
singuliéres de W permettent de déterminer une base de ker(W) mais rien ne garantit
qu’un des vecteurs de cette base ait tous ses éléments strictement positifs méme si la
pose considérée est polyvalente. Ainsi, il n’est généralement pas trivial de vérifier si
I’équation (4.7) est vraie, ¢’est-a-dire s’il existe un vecteur z > 0 appartenant au noyau
de W. Alors que le probléme de trouver un tel vecteur z peut étre transformé en un
probléme de programmation linéaire, la condition (4.7) peut étre directement vérifiée a
'aide d’une méthode d’optimisation. A cette fin, il suffit de formuler le probléme sous

la forme d’un probléme d’optimisation avec contraintes tel que

minimiser f(z)
Wz =0 (4.20)
z>0

sous

ol la fonction objectif f : R™ — R peut étre choisie et ou les contraintes assurent que
la solution z,,; au probléme (4.20) vérifie 'équation (4.7) du théoréme 11. Remarquons
que les contraintes d’égalité et d’inégalité du probléme (4.20) sont linéaires. Ainsi, le
choix de la fonction objectif f détermine le type de probléme. Par exemple, si f(z) = ¢’z

oll ¢ est un vecteur constant de R™ alors le probléme est un probléme de programmation
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linéaire, si f(z) = z’ z alors le probléme est un probléme de programmation quadratique
et, de maniére plus générale, si f(z) est convexe alors le probléme est un probléme
d’optimisation convexe [22]. Remarquons que l'utilisation de méthodes d’optimisation
afin de vérifier si 'équation (4.7) du théoréme 11 est vraie montre que de telles méthodes
convergent presque tout le temps. De plus, les résultats obtenus sont cohérents avec
ceux obtenus par d’autres méthodes. Cependant, les méthodes d’optimisation ne sont
pas les plus efficaces puisque I'équation (4.7) est seulement une condition d’existence
qui ne requiert aucune optimisation. Une méthode beaucoup plus efficace peut étre
obtenue a partir du théoréme de Stiemke présenté ci-dessous. De plus, a la section 4.3,
nous montrerons que cette méthode permet de découvrir la nature de la frontiére de

PEPPOC.

Dans [103], il est remarqué que le théoréme suivant concerne directement I’équa-
tion (4.7) du théoréme 11.

Théoréme 14 (Stiemke) Etant donnée une matrice W, soit
Wz=0,z>0 (4.21)

a une solution z ou
Wiq >0 Wiq#0 (4.22)

a une solution q mais jamais les deu.

Une preuve de ce théoréme peut étre trouvée dans [72|. Ainsi, le théoréme de Stiemke
propose une alternative : ’équation (4.21) a une solution z si et seulement si 1’équa-
tion (4.22) n’a pas de solution q. A présent, il est important de comprendre la signi-
fication géométrique de I'équation (4.22). Pour commencer, remarquons que l'équa-

tion (4.22) est équivalente & écrire

Vi wiq>0 et 3i | wiq#0 (4.23)

ol w; est la i colonne de la matrice W qui, dans cette thése, est la matrice des torseurs
d’un mécanisme paralléle a n ddl entrainé par m céables. Puis, d’aprés I’équation (4.23),

étant donné que le vecteur q € R" est non nul, nous pouvons considérer I'hyperplan ‘H
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de R™ de vecteur orthogonal q. Cet hyperplan H sépare R" en deux parties ouvertes
situées de part et d’autre de H, tout comme un plan sépare R? en deux parties ouvertes.
Une de ces parties regroupe 'ensemble des vecteurs v € R™ tels que viq > 0 tandis
que l'autre partie contient I’ensemble des vecteurs v tels que vI'q < 0. Les vecteurs v
tels que vI'q = 0 appartiennent & I’hyperplan H. Par conséquent, I'équation (4.23) et,
ainsi, I’équation (4.22), impliquent que les m torseurs w; de la matrice des torseurs W
sont tous situés du méme coté de ’hyperplan H, certains w; mais pas tous pouvant
appartenir a H. On dit alors que H supporte les torseurs w; de W ou plus simplement

que H supporte W. Dans le cas contraire, on a

Vi wiq=0 (4.24)

ou

3(j,k), j # k, tels que w]Tq >0etwiq<O0. (4.25)

Si Péquation (4.24) est vérifiée alors W n’est pas de plein rang et, quand I’équa-
tion (4.25) est vraie, nous dirons que l'’hyperplan H, de vecteur orthogonal q # 0,
sépare les torseurs w; de W ou tout simplement que H est séparateur. Ainsi, quand W
est de plein rang, le théoréme de Stiemke s’interpréte géométriquement de la maniére
suivante : ’équation (4.21) a une solution z si et seulement si tous les hyperplans H de
R™ sont séparateurs. De plus, remarquons que le théoréme 11 est vrai quelle que soit
la dimension de 'espace vectoriel auquel les colonnes w; de la matrice des torseurs W
appartiennent. Ainsi, d’aprés le théoréme 11 et le théoréme de Stiemke, nous pouvons
énoncer qu’une pose d’un mécanisme paralléle a n ddl entrainé par m cables est polyva-
lente si et seulement si tous les hyperplans de R™ séparent les torseurs w; de la matrice
des torseurs W du mécanisme, c’est-a-dire, si et seulement si tous les hyperplans de
R™ sont séparateurs. Remarquons que ce résultat est connu de [103] mais également
de [87] dans le contexte de la manipulation robotique. Ce résultat est puissant car il est
valable quel que soit le nombre de ddl du mécanisme et quel que soit le nombre de cables
entrainant Ieffecteur. A présent, il est légitime de se demander comment ce résultat
peut étre utilisé étant donné que tous les hyperplans de R™ doivent étre considérés, ces
hyperplans existant en nombre infini. La réponse est que seuls les hyperplans formés

par n — 1 torseurs w; doivent et peuvent étre considérés [87, 94| (remarquons que n — 1

103



vecteurs de R™ doivent étre linéairement indépendants afin de définir un hyperplan).
Ainsi, nous pouvons énoncer un nouveau théoréme fondamental qui caractérise les poses

polyvalentes des mécanismes paralléles entrainés par cables.

Théoréme 15 Soit W [a matrice des torseurs d’un mécanisme paralléle ¢ n ddl en-
trainé par m cdbles telle que m > n. Soit w; (1 < i < m) les torseurs colonnes de
W. Supposons que rank(W) = n. Alors, une pose de [’effecteur du mécanisme est
polyvalente si et seulement si tous les hyperplans de R™ formés par n — 1 torseurs w;
(linéairement indépendants) séparent W, c’est-a-dire, si et seulement si, pour chaque
hyperplan de R", de vecteur othogonal q # 0 et formé par n — 1 torseurs w;, I’équa-
tion (4.25) est vérifiée.

Une méthode basée sur le théoréme 15 et qui permet de tester si une pose donnée de
leffecteur d’'un mécanisme paralléle & n ddl entrainé par m cables appartient & 'EPP

est présentée a la section D.3 de 'annexe D.

Notons que le fait que tous les hyperplans de R" séparent W si et seulement si tous
les hyperplans formés par n — 1 colonnes de W séparent W n’est démontré rigoureu-
sement ni dans [87] ni dans [94]. En effet, dans [87], la preuve est laissée en exercice
(c.f. Chapitre 5 aprés la Proposition 5.3) tandis que [94] s’appuie sur des considéra-
tions géométriques dont la validité dans R™ quand n > 3 est difficile & décider. Ne
connaissant pas de référence dans laquelle une preuve rigoureuse apparaisse et devant
I'importance du résultat, une preuve est proposée a la section D.2 de 'annexe D. A
présent, prenons pour exemple les configurations polyvalentes de quatre, cinq et six
torseurs plans montrées, respectivement, aux figures 3.2, 3.3 et 3.4. Dans les trois cas,
on constate graphiquement que tous les plans formés par deux torseurs w; linéairement

indépendants séparent les autres w;, c’est-a-dire, séparent W.

Notons également que le théoréme 15 peut étre utilisé afin d’étudier 'EPP des méca-
nismes paralléles plans a trois ddl entrainés par quatre cables ou plus de quatre cables.
Par rapport aux développements présentés aux chapitres 2 et 3, une telle étude aurait
I’avantage d’éviter I’étude quelque peu fastidieuse des différents types de configurations
polyvalentes des torseurs plans mais elle aurait également I'inconvénient de ne pas étu-
dier ces différents types de configurations polyvalentes. En effet, les chapitres 2 et 3 ont

I’intérét de montrer que ’'EPP des mécanismes paralléles plans a trois ddl est composé
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de poses polyvalentes de nature différente. Cette propriété fondamentale ne serait pas
révélée par une étude qui, s’appuyant uniquement sur le théoréme 15, ne s’intéresserait

pas aux différents types de configurations polyvalentes.

Revenons au cas des mécanismes a six ddl et plus particuliérement au cas des
mécanismes entrainés par sept cables. Supposons que cing torseurs wj, Wi, Wi, W,
et w, de W sont linéairement indépendants. Alors, hyperplan H de R® formé par ces

cinqg torseurs sépare W si et seulement si

signe(det([w; ... w, W, ])) = —signe(det([w; ... w, wy])) #0 (4.26)

ou {j,k,l,p,q,r, s} est une permutation de {1,2,3,4,5,6,7} et o la fonction signe(x)
est telle que signe(x) = 1, signe(z) = —1 et signe(z) = 0siz >0,z < 0et z = 0,
respectivement. En effet, tous les vecteurs v situés d’un coté de ’hyperplan H (mais

pas dans H) sont tels que

signe(det([w; ... w,v])) =1 (4.27)

tandis que tous les vecteurs v situés de 'autre co6té de ‘H sont tels que

signe(det([w; ... w,v])) = -1 (4.28)

Ainsi, les déterminants permettent de décider si deux vecteurs sont situés du méme
coté de 'hyperplan H. Cette propriété établit le lien entre les théorémes 3 et 12 et le

théoréme 15.

Avant de discuter de la nature de la frontiére de FEPPOC, remarquons que [121]
adapte un théoréme issu du domaine de la manipulation robotique aux mécanismes
paralléles a six ddl et huit cables dont 'architecture est telle qu’il existe deux points B;
de l'effecteur tels que, en chacun de ces points, trois cables soient attachés. Le théoréme

obtenu donne une condition suffisante a la polyvalence d’une pose donnée de 'effecteur
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des mécanismes ayant ce type d’architecture. En outre, notons également 1'existence

du théoréme suivant [94].

Théoréme 16 Une pose de ['effecteur d’un mécanisme paralléle a n ddl entrainé par
m cables est polyvalente si et seulement si il existe t > 0 tel que v = Wt pour tout

v=+2e;,i=1,2,...,n, ot (e,ey,...,€,) est une base de R".

Or, dans le cas n = 3, les six vecteurs +e;, i = 1,2,3, sont dans une configuration
polyvalente minimale & six vecteurs telle que celle montrée a la figure 3.4. Ainsi, I'étude
des différents types de configurations polyvalentes présentée a la section 3.2 donne 1'idée

de modifier le théoréme 16 comme suit.

Théoréme 17 Une pose de effecteur d’un mécanisme paralléle a n ddl entrainé par
m cables est polyvalente si et seulement si il existe t > 0 tel que v. = Wt pour tout

v=e;,1=12...,n+1, ot (er,e,...,e,) est une base de R" et e,11 = —> . e,

La condition nécessaire du théoréme 17 est vraie par définition d’une pose polyvalente.
Afin de prouver la condition suffisante, remarquons que les n + 1 vecteurs e; définis au
théoréme 17 sont dans une configuration polyvalente a n+ 1 vecteurs dans R™. De plus,
soit t; > 0 les vecteurs de R™ tels que e; = Wt; (i = 1,2,...,n+1). Ainsi, tout torseur
w, € R" peut étre obtenu par une combinaison linéaire, a coefficients positifs ou nuls,
des n+1 vecteurs e; qui eux-mémes s’écrivent comme combinaison linéaire, & coefficients
positifs ou nuls, des colonnes de la matrice des torseurs W. On en conclut que tout
torseur w,, peut étre obtenu par une combinaison linéaire, a coefficients positifs ou nuls,
des colonnes de W. Par conséquent, la condition du théoréme 17 est suffisante et la
preuve est compléte. Finalement, notons qu’afin de vérifier si une pose d’un mécanisme
a cables est polyvalente, le théoréme 16 nécessite le test de 2n vecteurs alors que le

théoréme 17 nécessite le test de n + 1 vecteurs.

4.3 Nature de la frontiére de ’'EPPOC

Commencons par considérer un mécanisme paralléle a six ddl entrainé par sept

cables ainsi que le théoréeme 12 qui caractérise les poses polyvalentes de ce mécanisme.

106



Considérons également une orientation constante de l'effecteur du mécanisme. Chaque
déterminant qui apparait a ’équation (4.8) du théoréme 12 est une fonction continue
de la position p de l'effecteur tant qu’aucun des cables impliqués dans ce déterminant
n’est de longueur nulle (p # ay). Aussi, considérons une position p; de leffecteur
appartenant & 'EPPOC du mécanisme et une autre position p, située a I'extérieur de
I'EPPOC telles que p; # a} et ps # a] quel que soit 7. Alors, d’aprés le théoréeme 12,
pour la position p; de leffecteur, tous les déterminants apparaissant a I’équation (4.8)
sont non nuls et ont le méme signe. Ces déterminants étant des fonctions continues au
point p; (c’est-a-dire au point de vecteur position py), il existe une boule ouverte de
centre p; a 'intérieur de laquelle ils conservent leur signe et, par conséquent, cette boule
est incluse dans 'EPPOC. Par ailleurs, toujours d’aprés le théoréme 12, pour la position
p2 de leffecteur, au moins deux des déterminants apparaissant a 1’équation (4.8) sont
de signes opposés. Si, de plus, les déterminants apparaissant a 1’équation (4.8) sont
tous non nuls alors il existe une boule ouverte de centre ps dans laquelle ils conservent
tous leur signe. Par conséquent, cette boule ouverte est complétement a l'extérieur
de 'EPPOC (elle est incluse dans son complémentaire). Un point de la frontiére de
I’EPPOC étant tel que toute boule ouverte centrée en ce point rencontre 'EPPOC et
son complémentaire, une position de [’effecteur appartient a la frontiere de 'EPPOC
seulement si, a léquation (4.8), au moins un des déterminants est nul. Par conséquent,
une partie du lieu des positions de 'effecteur pour lesquelles six des sept torseurs
colonnes de la matrice des torseurs sont linéairement dépendants fait éventuellement
partie de la frontiére de 'TEPPOC du mécanisme entrainé par sept cables. Or, pour les
mémes raisons que celles exposées, dans le cas des mécanismes plans, a la section 2.3.2
a la suite de la propriété 3, le lieu des positions de l'effecteur pour lesquelles six des sept
torseurs de la matrice des torseurs sont linéairement dépendants est de méme nature
que le lieu de singularité & orientation constante d’une plate-forme de Gough-Stewart
qui, en outre, est une cubique en les coordonnées (z,y, z) de leffecteur [73| (polynéme
de degré trois a trois variables z, y et z). Ainsi, le lieu des positions de Ieffecteur pour
lesquelles six des sept (et plus généralement des m) torseurs colonnes de la matrice des
torseurs sont linéairement dépendants est également une cubique dont ’équation peut

étre écrite

Cut?® + oy +eyixz 4 eyt + csixy? +ceizyz+ oy +
CsixZi 4 Coirz 4+ C10i + iyt + oy z+ cgy? ey + (4.29)

3 2 _
Ci5iYz + Ci6iY +Ci172° + C18i2° + Ci19i2 + 206 = 0
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ou l'indice 7 désigne la ¢® combinaison de six colonnes de la matrice des torseurs. Les
coefficients ¢;; (j = 1,...,20) sont des fonctions (complexes) de la géométrie du mé-
canisme paralléle entrainé par cables et de 'orientation de son effecteur. Une méthode

qui permet de déterminer les expressions de ces coefficients est présentée dans [73].

[’équation (4.29) est I'équation d’une surface cubique et, ainsi, la frontiére de I’EP-
POC d’un mécanisme paralléle a six ddl entrainé par sept cibles est composée de parties
de surfaces cubiques. Ces surfaces cubiques sont au nombre de sept et chacune corres-
pond au lieu de dépendance linéaire entre six des sept colonnes de la matrice des torseurs
du mécanisme. Remarquons qu'une surface cubique peut se réduire a une surface qua-
dratique (c’est-a-dire dont 1’équation est quadratique) ou a un plan. Elle peut aussi
consister en la réunion de deux ou trois plans ou d’un plan et d’une surface quadra-
tique. Avant de généraliser la discussion aux mécanismes entrainés par plus de sept
cables, remarquons que, d’aprés le théoréme 12, si la géométrie du mécanisme ainsi
que 'orientation de son effecteur sont telles qu’au moins une des sept surfaces cubiques
d’équation (4.29) dégénére en tout I'espace cartésien (c’est-a-dire s’il existe au moins

un entier ¢ tel que ¢;; = 0 quel que soit j), alors 'TEPPOC n’existe pas.

A présent, considérons le cas des mécanismes paralléles a six ddl entrainés par m
cables o m > 7. Nous avons vu au chapitre 3 que la frontiére de 'EPPOC des mé-
canismes plans a trois ddl entrainés par m cables, o m > 4, est composée de courbes
de méme nature que celles composant 'EPPOC des mécanismes plans entrainés par
quatre cables. De plus, nous avons montré au paragraphe précédent que la frontiére de
I’EPPOC des mécanismes paralléles a six ddl entrainés par sept cables est composée de
parties de surfaces cubiques. Par conséquent, il est naturel de penser que la frontiére
de 'EPPOC des mécanismes a six ddl entrainés par plus de sept cables est également
composée de parties de surfaces cubiques. A I’aide du théoréme 15 et, ainsi, indirecte-
ment, a l'aide du théoréme de Stiemke, ce résultat peut étre mis en évidence comme

suit.

Fixons l'orientation de 'effecteur et remarquons que, quand la position de I'effecteur
évolue de facon continue, les positions relatives des colonnes de la matrice des torseurs
W évoluent également de fagon continue dans Iespace vectoriel RS (tant que p # a?).
Considérons une position de Veffecteur située a 'intérieur de 'EPPOC et considérons
également une trajectoire continue partant de cette position pour sortir de 'EPPOC.

D’aprés le théoréme 15, sur la partie de la trajectoire située a 'intérieur de 'EPPOC,
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tous les hyperplans formés par cing colonnes de W séparent W et, de plus, au moment
ol la trajectoire sort de TEPPOC, au moins un des hyperplans formés par cinq colonnes
de W cesse de séparer W. Mais, un hyperplan formé par cinq colonnes de W cesse
d’étre séparateur si et seulement si les cinq colonnes de W qui formait I’hyperplan
deviennent linéairement dépendantes ou les cinq colonnes de W qui forment ’hyperplan
et une autre colonne de W deviennent linéairement dépendantes. Supposer que la
trajectoire quitte 'EPPOC parce que cing colonnes de W deviennent linéairement
dépendantes alors que tous les autres hyperplans formés par cing colonnes de W sont
encore séparateurs est absurde étant donné que 'EPPOC est un espace ouvert (c.f.
annexe A section A.3). Ainsi, la trajectoire quitte TEPPOC parce qu’au moins une
combinaison de six des m colonnes de la matrice des torseurs devient une combinaison

de torseurs linéairement dépendants.

Aussi, étant donné que la trajectoire quitte 'EPPOC quand elle passe par sa fron-
tiére et d’aprés le paragraphe précédent, la frontiere de '’EPPOC d’un mécanisme pa-
rallele a six ddl entrainé par m cdbles, m > 7, est composée de parties de surfaces
cubiques. Chacune de ces surfaces cubiques correspond au lieu de dépendance linéaire
entre sixz des m colonnes de la matrice des torseurs du mécanisme. Le raisonnement qui
nous a permis d’établir ce résultat ne peut étre considéré comme une preuve rigoureuse.

Aussi, une telle preuve est présentée a la section A.4 de 'annexe A.

Dans [103], ou le théoréme de Stiemke est introduit dans le cadre de 'analyse des
mécanismes paralléles entrainés par cables, la nature de la frontiére de 'EPP est com-
prise comme suit (traduction libre) : « la frontiére correspond a l'annulation d’une ou
de plusieurs tensions et, ensuite, a la résolution du systéme d’équations ainsi obtenu ».
Replacé dans le contexte de [103], 'annulation d’une ou de plusieurs tensions signifie
I’annulation de un ou de plusieurs éléments du vecteur z de ’équation (4.7) tandis que
le systéme d’équation & résoudre est Wz = 0. A la lumiére des discussions proposées
ci-dessus, dans le cas d’un mécanisme a n ddl et m cables, nous pouvons ajouter que
ce sont exactement m — n éléments du vecteur z de I'équation (4.7) qu’il faut annu-
ler. Résoudre le systéme d’équations Wz = 0 revient alors a étudier les dépendances

linéaires entre n torseurs de la matrice des torseurs W du mécanisme.

Finalement, notons que les raisonnements présentés ci-dessus ne sont pas valables
aux m points A? (p = a?). En effet, en ces points, les déterminants de six des m colonnes

de la matrice des torseurs ne sont pas continus. Ainsi, jusqu’ici, les développements de
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cette section ne permettent pas de décider de la nature de ces points, c’est-a-dire de
I’appartenance de ces points & TEPPOC ou a sa frontiére. Mais, au point AY, le cable
i est complétement enroulé (p; = 0) et Peffecteur est directement en contact avec la
base. Dans ce cas, le torseur appliqué par la base sur l'effecteur est a priori inconnu et,
généralement, les points A} doivent étre évités en pratique. Ainsi, ils sont a 'extérieur
de tout espace de travail. Néanmoins, remarquons que la détermination de 'EPPOC
des mécanismes paralléles a six ddl entrainés par cables montre que, généralement, un
certain nombre de points A} appartiennent a la frontiére de PEPPOC. Géométrique-
ment ceci s’explique par le fait que, par prolongement par continuité, une surface de
singularité de six colonnes w; de W passe par le point A? quand w; est une de ces six

colonnes.

4.4 Détermination de la frontiére de 'EPPOC

Cette section propose une méthode qui permet de déterminer 'EPPOC d’un méca-
nisme paralléle a six ddl entrainé par m cables, m > 7. Cette méthode tire avantage de
la connaissance de la nature cubique des parties de surfaces qui composent la frontiére
de TEPPOC. Cependant, elle n’est pas qualifiée de géométrique étant donné que, a
la différence de la méthode décrite & la section 2.4.2, elle nécessite une discrétisation
de V'espace dans lequel 'EPPOC est recherché, cette discrétisation étant & la base de
la méthode. En effet, la méthode présentée consiste a déterminer la frontiére de 'EP-
POC, et ainsi 'EPPOC lui-méme, par un processus de discrétisation dont ’explication
est le principal objectif de la présente section. Evidemment, une approximation de
EPPOC peut étre obtenue par test d’'un nuage de points, la section 4.2 fournissant
plusieurs moyens permettant de tester les points du nuage. Une méthode basée sur le
théoréme 15 et qui permet de tester les points d’un nuage est par ailleurs présentée
en détail a la section D.3. Mais, par rapport au test d’un nuage de points, le principal
avantage de la méthode présentée dans cette section est la qualité de la représentation
graphique de 'EPPOC obtenue.

Ainsi, nous cherchons & discrétiser la frontiére de 'EPPOC. 1l existe assurément
plusieurs méthodes qui permettent d’y arriver. Dans cette thése, nous en présentons
une seule qui, dans ses grandes lignes, consiste & balayer la partie de R? dans laquelle

I’EPPOC est recherchée par un ensemble de droites paralléles réguliérement espacées.
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D’aprés la section 4.1.3; si tout FEPPOC est recherché (et pas seulement la partie
de PEPPOC contenue dans un espace de travail prescrit, par exemple) alors il suffit
de balayer I'ensemble Pyq qui, d’aprés le théoréme 10, est I'intérieur de 'enveloppe
convexe de I'ensemble de points {AY, A3, ..., AY }. Dans la description qui suit, nous
nous limiterons a ce cas, c¢’est-a-dire nous considérons un ensemble de droites paralléles

qui balayent Pyq.

Considérons un mécanisme paralléle a six ddl entrainé par m cables, m > 7, dont
les positions des m points A; dans le repére fixe et les positions des m points B; dans
le repére mobile lié a 'effecteur sont connues. Considérons également une orientation
constante de 'effecteur du mécanisme. Alors, les m points A} sont connus et le polyedre
Pq peut étre calculé. Remarquons qu’il existe des algorithmes efficaces qui déterminent
I’enveloppe convexe d’un ensemble de points et qui, par conséquent, permettent de dé-
terminer Pyq. Puis, considérons les parallélépipédes rectangles dont chaque face est
orthogonale & un des axes de la base du repére fixe. Parmi ’ensemble de ces parallélé-
pipédes rectangles qui contiennent Prq, soit P, le plus petit. Soit alors un ensemble de
plans orthogonaux a I’axe de coordonnée z qui balaye de facon réguliére P,. Ces plans
ont des équations du type z = ¢ ou ¢ est une constante. On peut évidemment choisir
un ensemble de plans orthogonaux a 'axe x ou a l'axe y sans changer le principe de
la méthode. Puis, on balaye chaque plan d’équation z = ¢ par un ensemble de droites
paralléles réguliérement espacées. Par exemple, des droites orthogonales a I’axe des or-
données y sont choisies. Souvent, afin d’obtenir de bons résultats, chaque plan z = ¢
doit étre balayé par un autre ensemble de droites paralléles de direction différente, par
exemple, un ensemble de droites orthogonales a I’axe des abscisses x. L’ensemble ou les
deux ensembles de droites paralléles ainsi obtenus balayent de fagon réguliére Pyq et

vont étre utilisés afin de discrétiser la frontiére de 'EPPOC.

Considérons une droite D de I'ensemble de droites ou d'un des deux ensembles de
droites obtenus ci-dessus. Nous pouvons supposer que D est située dans un plan P,
orthogonal a ’axe des z et qu’elle est perpendiculaire & ’axe des ordonnées y tel que
son équation soit (z = ¢,y = d) o ¢ et d sont des constantes. Soit ng le nombre de
combinaisons de six colonnes prises parmi les m colonnes w; de la matrice des torseurs

W du mécanisme. On a

m)

& 671 (4.30)

Ng =
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A présent, il faut déterminer les équations (4.29) des ng surfaces cubiques S; associées
aux singularités de six des m w; (c’est-a-dire a leur dépendance linéaire). Rappelons
qu'une méthode qui permet de calculer les coefficients c;; de ces cubiques est présen-
tée dans [73]. Rappelons également que, si le mécanisme est entrainé par sept cables,
alors TEPPOC n’existe pas quand au moins une des ng = 7 surfaces cubiques S; est
dégénérée en tout l'espace cartésien. Si le mécanisme est entrainé par plus de sept
cables, alors, toute surface cubique qui dégénére en tout I'espace cartésien est éliminée,
c’est-a-dire n’est plus considérée dans la suite de la méthode étant donné qu’une telle
cubique ne peut pas participer a la frontiére de 'EPPOC. Les points d’intersection I;
entre la droite D et les cubiques S; (non dégénérées) définissent un certain nombre de
segments D; de D ainsi que deux demi-droites. D’aprés la section 4.3, la frontiére de
L’EPPOC est composée de parties des cubiques S; et, par conséquent, tout segment
D; est soit complétement & 'intérieur soit complétement a 'extérieur de TEPPOC. De
plus, 'TEPPOC étant une partie bornée de R3, les deux demi-droites sont & 'extérieur
de PTEPPOC. Parmi les segments D; de D, nous allons discuter de la détermination de
ceux qui appartiennent & 'EPPOC. Cependant, il faut faire attention a ne pas oublier
de points d’intersection I; entre la droite D et une cubique S; tel que discuté dans le

paragraphe suivant.

Considérons la droite D, située dans le plan P, et perpendiculaire a I'axe des v,
d’équation (2 = ¢,y = d) ainsi qu'une des surfaces cubiques S; non dégénérée en
tout R®. Les coordonnées des points d’intersection I; entre D et S; sont simplement
déterminées en substituant, dans I'équation (4.29) de S;, z par ¢ et y par d et en
calculant les racines du polyndéme de degré trois en x ainsi obtenu. Mais, un probléme
se présente quand tous les coefficients de ce polyndéme sont nuls puisqu’il existe alors une
infinité de racines au polynome. Dans un tel cas, il ne faut pas penser que la cubique S;
ne participe pas aux points [; délimitant les segments D; de D mais il faut déterminer
si §; consiste en la réunion du plan P, d’équation z = ¢ et d’'un autre lieu £; ou si
la trace de S; dans P, (ou la trace de £;) est, au moins en partie, confondue avec D.
En effet, par exemple, dans le cas ou S; est composée de P, et d'un autre lieu £;, des
points d’intersection entre D et cet autre lieu £; délimitent certains des segments D;
de D, c’est-a-dire font partie des points I;. Mais ces points d’intersection ne peuvent
pas étre déterminés en calculant les racines du polynoéme obtenu en substituant, dans
I'équation (4.29) de S;, z par ¢ et y par d. En effet, ce polynéme est le polynéme nul
puisque S; consiste en la réunion de P, (d’équation z = ¢) et de £;. Aussi, pour chaque

cubique &;, on calcule le polynoéme FP,, de degré trois en = et y obtenu du membre
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de gauche de I'équation (4.29) en subsituant z par la constante c. Le plan P, est tout
entier contenu dans S; si et seulement si tous les coefficients de P, sont nuls. Si c’est

le cas, on cherche I’équation du lieu £; qui, avec P., compose S;. A cette fin, on écrit

Q=Q(-0) (4.31)

ou @ est le membre de gauche de I'équation (4.29) (Q est un polynoéme de degré trois
en x, y et 2) et ot @ est un polyndome de degré deux en z, y et z. Etant donné que
c et les coefficients c;; de () sont connus, par identification des coefficients de @) et de
Q'(z — ¢), on détermine facilement les coefficients de Q'. A présent, si le polynome P,
de degré deux en x et y obtenu de ' pour z = ¢ n’est pas le polyndéme nul, le lieu £;

a pour équation (' = 0. Sinon, on écrit

Q=Q"(z—c¢ (4.32)

et, comme précédemment pour ', on calcule les coefficients du polynéme Q" du premier
degré en x, y et z. Si les coeflicients du polynéme obtenu de )" en substituant z par ¢
ne sont pas tous nuls, Q" = 0 est ’équation du lieu £;. Sinon, £; n’existe pas, la surface
cubique S; est réduite au seul plan P, et il n’existe pas de points d’intersection I; entre

la droite D et la cubique S; qui délimitent des segments D; de D.

Par exemple, considérons le mécanisme entrainé par sept cables et ’orientation de
son effecteur montrés a la figure 4.7 (les paramétres géométriques de ce mécanisme
sont présentés & la section E.3.2). Considérons également le plan P, d’équation z = 0.
Ce plan, noté Py, appartient & quatre des sept surfaces cubiques de singularité S;
du mécanisme et, notamment, il appartient a la surface de singularité S;. En d’autres
termes, Sy est composée de Py et d’un autre lieu £4. En appliquant la méthode présentée
dans le paragraphe précédent, les coefficients du polynome Q' et, éventuellement, ceux
du polynéme )" sont calculés et, ainsi, I'équation de L4 est déterminée. Tel que montré
a la figure 4.3 (a), la trace de £, dans le plan Py est une droite verticale. Sur toute droite
D (non paralléle a I’axe des ordonnées) appartenant au plan Py, la trace de £, définira
un point d’intersection I;. A la figure 4.3 (a), ce point d’intersection est I;. Aussi, tel
que montré a la figure 4.3 (b), si les lieux, tel que L4, qui avec le plan Py composent

quatre des sept surfaces cubiques S; sont oubliés (c’est-a-dire si les polynomes @’ et,
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12 /trace du lieu L4 12r
\/

F1G. 4.3 — Traces des cubiques de singularité S; dans le plan Pg.

éventuellement, " ne sont pas déterminés), sur toute droite D appartenant au plan
Py des points I; seront oubliés et la méthode présentée dans cette section donnera

éventuellement de mauvais résultats.

A présent, revenons au cas général. La méthode présentée ci-dessus permet de savoir
si la cubique de singularité S; contient le plan P, et, si c’est le cas, elle permet de savoir
si §; est réduite au seul plan P, ou si S; est composée du plan P, et d’un autre
lieu £; dont I’équation est obtenue en déterminant les coefficients du polynome Q' et,
éventuellement, ceux du polynome @”. Aussi, supposons que S; n’est pas réduite au
seul plan P,. Il faut maintenant déterminer si la trace de S; ou de £; dans P, est en
partie confondue avec D. Appelons 7; la trace de la cubique S; ou du lieu £; dans P,
et soit T' = 0 son équation ou T est un polynéme de degré trois, deux ou un en z et
y. Le polynome T est obtenu de @, de Q" ou de Q" en y substituant z par c¢. Puis, on
substitue dans 1" y par d. Si le polynéme en x qui en résulte n’est pas le polynome nul,
D n’appartient pas & 7; et les racines de ce polyndéme sont les points d’intersections
I; entre D et S;. Sinon, 7; consiste en la droite D et en un autre lieu, éventuellement
vide, contenu dans le plan P,. On détermine ’équation de cet autre lieu en factorisant
y — d dans T' par une méthode équivalente a celle décrite ci-dessus pour déterminer

Q' et Q" en factorisant z — ¢. Finalement, en substituant dans I’équation de cet autre
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F1G. 4.4 — Les points d’intersection [; entre une droite D et les cubiques de singularité

S; dans un plan P,.

lieu y par d et en calculant les racines du polynome ainsi obtenu, on trouve les points

d’intersection I; entre D et S;.

Nous sommes dans la situation ou tous les points d’intersection I; entre la droite
D et les cubiques S; non dégénérées en tout R3 peuvent étre déterminés. Par exemple,
dans le cas du mécanisme et de 'orientation de son effecteur montrés a la figure 4.9 (les
parameétres géométriques de ce mécanisme sont présentés a la section E.3.3 et, a la fi-
gure 4.9, [, = 1), les points d’intersection I; obtenus dans le plan P, d’équation z = 21,/5
et pour la droite D d’équation (z = 2,/5,y = 2[,/5) sont montrés a la figure 4.4. En
ordonnant les points I;, nous obtenons les segments D; de D tels que chacun de ces seg-
ments est soit complétement a 'intérieur soit complétement a 'extérieur de 'EPPOC.
Cependant, étant donné que nous cherchons les points de la frontiére de 'EPPOC,
nous éliminons tous les points I; qui appartiennent & 'EPPOC. Remarquons que dans
le cas d’'un mécanisme entrainé par sept cables, d’aprés le théoréme 12, aucun point [;
n’appartient & TEPPOC. A la figure 4.4, tous les points I; qui sont & I'intérieur de la
partie de la figure remplie par des petits points, par exemple I et [;, appartiennent a
EPPOC et sont, par conséquent, éliminés. Les points I; restants c¢’est-a-dire les points
I; qui n’appartiennent pas & 'EPPOC définissent un nouvel ensemble de segments de
D dont les extremités sont a l'extérieur de 'EPPOC ou sur la frontiére de 'EPPOC.

Finalement, on obtient les points appartenant a la frontiére de 'EPPOC en testant, par
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Fia. 4.5 - ’EPPOC du mécanisme montré a la figure 4.1 pour l'orientation de I'effec-

teur montrée a la figure (orientation de référence).

exemple, le point milieu de ces segments. En effet, les extrémités d’un de ces segments
appartiennent a la frontiére de 'EPPOC si le point milieu du segment appartient a
I’EPPOC. La condition n’est que suffisante puisque si tout le segment appartient a la
frontiére de 'EPPOC alors, TEPPOC étant un ensemble ouvert, les deux extrémités du
segment appartiennent a la frontiére de 'EPPOC bien que le point milieu du segment
n’appartient pas & 'TEPPOC. Aprés avoir considéré toute les droites D, une discrétisa-
tion de la frontiére de 'EPPOC est obtenue. Notons que dans les exemples présentés
ci-dessous, la méthode expliquée a la section D.3 a été programmeée afin de déterminer
si un point de R3 (c’est-a-dire une position de 'effecteur) appartient & TEPPOC. De
plus, chaque plan P, a été balayé par un ensemble de droites perpendiculaires & 1'axe

y et par un ensemble de droites perpendiculaires a 'axe x.

Par exemple, considérons le mécanisme entrainé par sept cables montré a la fi-
gure 4.1. Pour lorientation de 'effecteur montrée a la figure, la frontiére de 'EPPOC
de ce mécanisme obtenue par la méthode présentée ci-dessus est montrée a la figure 4.5.
Nous constatons que dans chaque plan P, la frontiére de TEPPOC de ce mécanisme
est composée de segments de droites. Ainsi, il semble que ce sont des plans qui com-

posent la frontiére de cet EPPOC qui, par ailleurs, n’est pas trés grand. La figure 4.6
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Fia. 4.6 - L’EPPOC du mécanisme montré a la figure 4.1 pour une orientation de
I'effecteur obtenue de son orientation de référence par rotation de 7/12 autour d’un

axe appartenant au plan de leffecteur.

illustre le fait que ’'EPP de ce mécanisme est trés restreint en montrant les frontiéres
de 'EPPOC correspondant a une orientation de l'effecteur obtenue de celle montrée
a la figure 4.5 par rotation de 7/12 autour d’'un axe appartenant au plan (mobile)
défini par Deffecteur triangulaire. Du point de vue de 'EPP, un meilleur mécanisme
paralléle & six ddl entrainé par sept cébles est le robot Falcon [49, 50]. Deux EPPOC
de ce mécanisme sont montrés aux figures 4.7 et 4.8. Les figures 4.9 et 4.10 présentent
également des EPPOC mais, a la différence du mécanisme montré a la figure 4.1 et
du robot Falcon, le mécanisme pour lequel ces EPPOC ont été déterminés est entrainé
par huit cables. De plus, ces huit cables sont dans une configuration croisée telle que

montrée a la figure 4.9.

Finalement, remarquons que la méthode présentée dans cette section permet de
discrétiser la frontiére de 'EPPOC mais également d’obtenir une estimation du volume
de TEPPOC. En effet, si la distance entre deux plans P, consécutifs est constante et
égale a d, et si, dans chaque plan P,, la distance entre deux droites D consécutives
(droites qui balayent P,) est également constante et égale & d,, alors, a tout segment,

d’une des droites D, dont les deux extrémités appartiennent a la frontiére de TEPPOC,
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Fic. 4.7 — L’EPPOC du robot Falcon obtenu pour l'orientation de référence de son

effecteur montrée a la figure.
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F1G. 4.8 — L’EPPOC du robot Falcon obtenu pour 'orientation de 'effecteur montrée

a la figure.
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F1G. 4.9 - ’EPPOC d’un mécanisme entrainé par huit cables obtenu pour ’orientation

de référence de son effecteur.

F1G. 4.10 - ’EPPOC d’un mécanisme entrainé par huit cables obtenu pour I'orienta-

tion de l'effecteur montrée a la figure.



on peut associer un parallélépipéde rectangle dont les cotés ont pour longueurs d,,
dy, et [ ou [ est la longueur du segment. Une estimation du volume de 'EPPOC est
obtenue en additionnant les volumes des parallélépipéedes rectangles associés a tous les
segments de droite D dont les deux extrémités appartiennent a la frontiére de 'EPPOC.
Par exemple, I'estimation du volume de PEPPOC montré a la figure 4.5 obtenue par
cette méthode est 0.187 m?, la base du mécanisme, qui correspond au parallélépipéde
rectangle montré & la figure 4.5, ayant un volume de 2.8 m3. Cette base est également
celle du mécanisme entrainé par huit cables croisés montré a la figure 4.9. Les EPPOC
montrés aux figures 4.9 et 4.10 ont des volumes estimés par la méthode a 2.41 m? et

0.56 m?, respectivement.

4.5 Conclusion

A partir de la généralisation aux mécanismes paralléles & six ddl entrainés par m
cables, m > 7, du modéle cinématique des mécanismes plans des deux chapitres pré-
cédents, plusieurs théorémes permettant de tester si une pose donnée de |'effecteur
appartient a 'EPP ont été discutés. La plupart de ces théorémes sont connus mais ra-
rement appliqués dans la littérature sur les mécanismes paralléles entrainés par cables.
Le théoréme de Stiemke, dont 'application a I’étude de 'EPP a été mise en évidence
dans [103], conduit & énoncer le théoréme 15 qui permet de caractériser les poses poly-
valentes des mécanismes paralléles a six ddl entrainés par cables sans passer par ’étude
des différents types de configurations polyvalentes des torseurs de RS. Puis, a partir du
théoréme 15 et a la lumiére des résultats obtenus dans le cas des mécanismes plans, il
a été prouvé que la frontiére de 'TEPPOC est composée de parties de surfaces cubiques.
De plus, pour une orientation constante de l'effecteur, ces surfaces cubiques sont les
lieux des positions de Peffecteur pour lesquelles six des m colonnes de la matrice des
torseurs du mécanisme sont linéairement dépendantes. Ainsi, ces surfaces sont de méme
nature que le lieu de singularité a orientation constante d’une plate-forme de Gough-
Stewart. Finalement, ce résultat a permis de proposer une méthode de détermination
de TEPPOC qui consiste a trouver sa frontiére par discrétisation. L’utilisation de cette
méthode montre que, comme dans le cas des mécanismes paralléles plans entrainés
par cables, TEPPOC des mécanismes paralléles & six ddl est fortement dépendant de

I'orientation de 'effecteur et de la géométrie du mécanisme.

120



Conclusion

Cette thése a présenté une étude détaillée de 'espace des poses polyvalentes des
mécanismes paralléles entrainés par cables, la majeure partie des résultats concernant

les mécanismes plans a trois ddl.

Dans une premiére partie, les mécanismes paralléles plans a trois ddl entrainés par
quatre cables ont été 'objet de I'étude. Il a été montré que 'EPPOC de ces méca-
nismes est une partie ouverte et bornée du plan dont la frontiére est composée d’arcs
de coniques. De plus, ces coniques, au nombre de quatre, sont les lieux de dépendance
linéaire entre trois des quatre torseurs colonnes de la matrice des torseurs du méca-
nisme. Ce résultat permet d’appliquer une méthode géométrique a la détermination
de TEPPOC. Cette méthode consiste & déterminer la frontiére de TEPPOC en tirant
avantage de la connaissance de sa nature. Finalement, ’application de cette méthode a
la détermination de 'EPP de mécanismes ayant une base et un effecteur rectangulaires

a permis d’illustrer son intérét.

Le troisiéme chapitre de la thése, qui constitue également sa deuxiéme partie, pré-
sente les principales contributions de ce travail. Ce chapitre concerne les mécanismes
paralléles plans a trois ddl entrainés par m céables, m > 4. Son principal objectif est
de généraliser les résultats obtenus au chapitre précédent. Les développements de ce
chapitre partent de la problématique suivante : si quatre des m cables du mécanisme

sont capables d’engendrer tout torseur a l'effecteur, alors, les m cables du mécanisme
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le peuvent aussi mais la réciproque n’est pas toujours vraie. Ainsi, il existe des poses
polyvalentes pour lesquelles plus de quatre cables sont nécessaires a la génération de
tout torseur a l'effecteur. Aussi, le chapitre 3 présente de facon exhaustive les différents
types de configurations polyvalentes des torseurs plans qui sont au nombre de trois :
les configurations polyvalentes a quatre torseurs et les configurations polyvalentes mi-
nimales & cing et six torseurs. Puis, la répartition de ces configurations polyvalentes
au sein de 'EPPOC est discutée. Il est montré que pour la majorité des mécanismes
paralléles plans a trois ddl entrainés par plus de quatre cables, les configurations poly-
valentes minimales & cinqg et six torseurs existent en des points isolés de 'EPPOC. La
détermination de ces points est par ailleurs briévement discutée. Dans sa derniére par-
tie, le chapitre 3 montre comment généraliser aux mécanismes paralléles plans a trois
ddl entrainés par plus de quatre cables la méthode géométrique de détermination de
IEPPOC présentée au chapitre 2. Finalement, la méthode géométrique est utilisée afin
d’illustrer le fait que croiser les cables d’un mécanisme peut permettre d’agrandir son
EPP.

Le quatriéeme et dernier chapitre de la thése concerne l'espace des poses polyva-
lentes des mécanismes paralléles a six ddl entrainés par m cables, m > 7. Une section
de ce chapitre est consacrée aux différents moyens mathématiques, la plupart connus,
permettant de tester si une pose donnée est polyvalente. Certains de ces moyens ca-
ractérisent les poses polyvalentes. Puis, il est démontré que la frontiére de 'EPPOC
d’un mécanisme paralléle & six ddl entrainé par sept cables est composée de parties
de surfaces cubiques, c¢’est-a-dire de surfaces dont I'équation est un polynome de degré
trois. A la lumiére des résultats obtenus dans le cas des mécanismes plans & trois ddl
et en s’appuyant sur la notion d’hyperplan séparateur, la frontiére de 'EPPOC d’un
mécanisme paralléle & six ddl entrainé par m cables, m > 7, est prouvée étre de méme
nature que celle de TEPPOC d’un mécanisme entrainé par sept cables, c’est-a-dire est
prouvée étre composée de parties de surfaces cubiques. De plus, pour une orientation
constante de Ieffecteur, ces surfaces cubiques sont les lieux des positions de Ieffecteur
pour lesquelles six des m colonnes de la matrice des torseurs du mécanisme sont linéai-
rement dépendantes. Ainsi, ces surfaces sont de méme nature que le lieu de singularité
a orientation constante d’une plate-forme de Gough-Stewart. Ce résultat permet d’uti-
liser une méthode présentée dans 73] afin de déterminer les équations de ces surfaces.
Finalement, a partir de ces équations, une méthode permettant de déterminer la fron-
tiere de 'EPPOC est proposée. Cette méthode consiste a balayer ’espace cartésien

a l'aide de droites paralléles et a chercher les points de ces droites qui appartiennent
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a la frontiére de 'EPPOC. Une discrétisation de la frontiére est ainsi obtenue. Sui-
vant sa programmation et la résolution souhaitée, cette méthode de discrétisation peut
impliquer des temps de calcul élevés. Cependant, tel qu’illustré par les exemples de
détermination d’EPPOC présentés a la fin de la section 4.4, la discrétisation de la fron-
tiere de 'EPPOC permet d’obtenir une représentation graphique de qualité qui, dans
le cas tridimensionnel, est nécessaire a la visualisation de I'étendue et de la géométrie
de 'EPPOC.

La détermination de 'EPP est un outil fondamental au choix de la géométrie d'un
mécanisme paralléle & n ddl entrainé par plus de n cables, c’est-a-dire au choix du
nombre de cables, des positions des poulies actionnées a la base et des positions des
points d’attache des cables a l'effecteur. En effet, la détermination de 'EPP d’un mé-
canisme paralléle entrainé par cables permet de connaitre dans quelles parties de son
espace de travail le mécanisme peut, si les actionneurs sont assez forts et les cables assez
résistants, reprendre tout effort mécanique appliqué a son effecteur. De plus, une pose
située en dehors de ’EPP est une pose pour laquelle certains efforts ne pourront pas étre
équilibrés par les cables. La synthése de mécanismes possédant un EPP important est
d’ailleurs un sujet ouvert. Cependant, soulignons qu’un mécanisme paralléle entrainé
par cables peut étre utilisé en dehors de son EPP puisque les cables seront toujours
capable d’exercer certains torseurs a I'effecteur. Mais, le comportement du mécanisme

dépendra beaucoup de 'application, c’est-a-dire de la tache a réaliser.

Un des principaux objectifs de cette dissertation était de discuter d’outils permet-
tant de déterminer 'EPP des mécanismes paralléles entrainés par cables. L’EPP des
mécanismes plans a deux ddl ainsi que celui des mécanismes spatiaux a trois ddl dont
les effecteurs sont ponctuels correspondent a I'enveloppe convexe des points auxquels
les cables s’enroulent & la base. Leur détermination est ainsi aisée. Par contre, étant
donné que les ddl impliqués sont mixtes, 'EPP des mécanismes plans a trois ddl et
celui des mécanismes a six ddl ont des géométries plus complexes et ne sont d’ailleurs
pas convexes comme plusieurs exemples présentés dans cette thése le montrent. Dans
le cas des mécanismes plans a trois ddl, nous avons présenté une méthode géométrique
permettant de déterminer efficacement 'EPPOC. Ainsi, l'orientation de leffecteur dé-
pendant d’un seul angle, une bonne approximation de 'EPP a pu étre obtenue en
superposant dans un espace tridimenionnel plusieurs EPPOC. Dans le cas des méca-
nismes spatiaux a six ddl, nous avons présenté une méthode permettant de déterminer

PEPPOC. Cependant, telle que programmeée, cette méthode n’est pas trés rapide. De
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plus, 'EPP étant un espace a six dimensions, déterminer 'EPPOC ne donne qu’une
image partielle de 'EPP. Aussi, les outils suivants, qui au meilleur de notre connais-
sance n’ont jamais été développés, faciliteraient et amélioreraient beaucoup l'analyse
et la synthése d’EPP des mécanisms paralléles a six ddl. Une procédure permettant de
tester efficacement si une pose donnée appartient & 'EPP d’un mécanisme entrainé par
un nombre quelconque de cables serait un outil fondamental & I’analyse de 'EPP. Les
discussions proposées a la section 4.2 apportent siirement des éléments importants a la
synthése d’une telle procédure. Remarquons que la méthode présentée a la section D.3
permet de tester si une pose donnée appartient a I’EPP mais cette méthode n’est pas
trés efficace quand la pose appartient & 'EPP. Un autre outil serait une méthode per-
mettant de déterminer un EPP en orientation, c’est-a-dire de déterminer l’ensemble
des orientations de l'effecteur appartenant a 'EPP pour une position donnée de 1'ef-
fecteur. Par exemple, des méthodes présentées dans [14, 15, 78, 79| s’appliquant & des
mécanismes paralléles a liaisons rigides pourraient éventuellement étre adaptées aux
mécanismes paralléles entrainés par cables. Un dernier exemple d’outil qui faciliterait
I’analyse de 'EPP est une méthode efficace de détermination de 'EPP a orientation
totale [81], cet espace étant défini comme I’ensemble des positions de effecteur du
mécanisme qui appartiennent a 'EPP pour toute orientation de l'effecteur prise dans

un ensemble donné d’orientations.

L’utilisation des méthodes, présentées dans cette thése, permettant de déterminer
I'EPPOC d’un mécanisme paralléle entrainé par cables montre que cet espace est for-
tement dépendant de l'orientation de l'effecteur et de la géométrie du mécanisme. Il est
ainsi important de pouvoir le déterminer. Ces méthodes montrent également que, pour
une orientation constante de 'effecteur, si le mécanisme respecte certaines symétries
alors 'EPPOC obtenu pour cette orientation respectera les mémes symétries. Fina-
lement, notons que les mécanismes dont certains des cables se croisent, comme celui
montré a la figure 4.10 par exemple, ont généralement un EPP assez important. Cepen-
dant, la synthése de ces géométries a cables croisés nécessite stirement un compromis
entre croiser les cables pour obtenir un EPP important et limiter les interférences entre

les cables.
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Annexe A

Expression de vecteurs formant une
base du noyau d’une matrice des

torseurs

Les sections A.1 et A.2 de cette annexe présentent des expressions de vecteurs formant une
base du noyau d’une matrice ayant plus de colonnes que de lignes. Les éléments non nuls de ces
vecteurs sont donnés par des déterminants. Le cas d’une matrice ayant n lignes et n+1 colonnes
est connu [68]. Néanmoins, par souci de clarté, une démonstration de ce cas est présentée a
la section A.1. La section A.2 généralise ce résultat au cas des matrices ayant n lignes et m
colonnes ot m > n. La section A.3 prouve que TEPPOC d’un mécanisme paralléle entrainé
par cables est un ensemble ouvert. Finalement, la derniére section de cette annexe présente
une preuve rigoureuse de la nature de la frontiére de 'TEPPOC d’un mécanisme paralléle a six
ddl entrainés par cébles.
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A.1 Noyau d’une matrice de dimension n par n + 1

Soit W = [w; ... W, W, 41 | une matrice de dimension n par n+ 1 qui est de plein
rang n. Cette matrice posséde les dimensions d’une matrice des torseurs d’un mécanisme
paralléle & n ddl entrainé par n + 1 cables. Le noyau ker(W) de cette matrice W est

engendré par le vecteur zo € R"*! suivant

[ det([wpe1 wo ... w, ) ]
det([ wi Wy ... wy )
20 — : , (A.1)
det([ wi w2 ... Wyiq])
|—det([ w1 w2 ... owy, ]) | -

Preuve :

la matrice W étant de plein rang, son noyau ker(W) est un sous-espace vectoriel de
R"™! de dimension 1. Ainsi tout élément non nul de ker(W) engendre ker(W). W étant
de plein rang, le vecteur zy défini par 'équation (A.1) est non nul et, pour compléter

la preuve, il suffit de montrer que z, appartient a ker(W'). Nous pouvons supposer que

det([wy wo ... W, |) # 0, c’est-a-dire que (W1, Wa, ..., W,) est une base de R™. Alors
3 (B1, s+ Ba) ER™ [ Wiyy = Y Bjw, (A.2)
j=1

et, d’aprés I'équation (A.1)

WZO - szdet([wl oo W1 Wpit Wigg ... Wn])
=1
et W W) "

Léquation (A.2) et la multilinéarité du déterminant permettent d’écrire
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det([ W1 ... W, Wpa1 Wir1 ... Wy ])
n

= det([ W1 ... W, Zﬁjo Wil ... Wy ])
j=1

= 61 det([ Wi ... W, W; Wit ... Wy ])

Vi, 1 <i<n. Alors, d’aprés I’équation (A.3), on a

Wzy =det([wy wy ... wW,]) (Z Biw; — Wn+1> : (A.4)

Finalement, d’aprés I’équation (A.2)

WZO =0 (A5)

c’est-a-dire, zy appartient a ker(W) et la preuve est compléte. Remarquons que cette

démontration est trés similaire a la preuve des formules de Cramer.

A.2 Une base du noyau d’une matrice de dimension

n par m, m >n

Soit W = [w; wy ... W, | une matrice de dimension n par m, m > n. Supposons
que cette matrice est de plein rang n. Alors, le noyau ker(W) de cette matrice est de
dimension m — n et nous pouvons supposer que ces n premiéres colonnes wy, wo, ...,
w,, sont linéairement indépendantes. Par conséquent, les m — n vecteurs de R™ définis

a l'équation A.6 forment une base de ker(W).
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det([wWpp1 wa ... W, ])
det([wy Wpi1 ... Wy )
det([wy wa ... W1 ])
Z) = — det([wy wa ... W, ]) y Zy =
0
0
0

Zp—n = 0
0
0

Preuve :

det([w,, wy ...

det([wy Wy, ...

det([wy wy ...

— det([w1 Wo ...

det([ W0 Wo ...

det([wy Wpio ...

det([wy wo ...

0

— det([wl Wo ...

0

Wn )
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Wy ]) ]
Wi ])
Wint2 ])
Wi )
(A.6)

D’aprés la section A.1, les m — n vecteurs z; € R™ définis a I’équation (A.6) appar-

tient a ker(W). Ces vecteurs étant linéairement indépendants, ils forment une base de

ker(W).

A.3 Preuve de la propriété 6

Dans cette section, nous prouvons que I’EPPOC d’un mécanisme paralléle a n ddl

entrainé par m cdbles, m > n, est un espace ouvert. Ainsi, nous prouvons la propriété 6

dans le cas plus général des mécanismes a n ddl.



Considérons un mécanisme a n ddl entrainé par m cables, m > n, tel que 'orienta-
tion de 'effecteur du mécanisme soit constante et tel que la position py de effecteur
appartienne & 'EPPOC (py # ay, V1 < i < n). Soit W = [w; wy ... w,, ] la matrice
des torseurs du mécanisme ot w; € R™. Afin de prouver que 'EPPOC est un espace
ouvert, nous revenons a la définition d’un ensemble ouvert et prouvons qu’il existe
une boule ouverte de centre py contenue dans 'EPPOC. La position py de leffecteur
étant polyvalente, d’aprés le théoréme 1, qui s’applique a toute matrice ayant plus de
colonnes que de lignes, la matrice des torseurs associée a cette position est de plein
rang n et il existe un vecteur zg > 0 appartenant & son noyau. Ainsi, nous pouvons
supposer que les n premiéres colonnes de cette matrice des torseurs sont linéairement
indépendantes, c’est-a-dire, pour la position pg, det([w; wy ... w,]) # 0. Etant donné
que det([w; wy ... W, ]) est une fonction continue de la position p de l'effecteur (mis
apart en p=a?, i =1,2,...,n), il existe une boule ouverte B, telle qu’en tout point
de cette boule, c’est-a-dire, quelle que soit la position p € B,, les n premiéres colonnes
Wi, Wa, ..., W, de la matrice des torseurs sont linéairement indépendantes. De plus,

d’aprés la section A.2, il existe m — n scalaires «; tels que

Zy = i aizi<p0) (A-7)

ol les m — n vecteurs z;, qui dépendent de la position de l'effecteur, sont définis a
I'équation (A.6). A présent, a Uintérieur de B,, considérons les éléments zj, 1 <7 <m,

du vecteur z(p) suivant

m—-n

2(p) = Y aiz;(p). (A.8)

=1

D’aprés la section A.2, z(p) appartient au noyau de la matrice des torseurs. Etant

donné que la position py appartient & 'EPPOC, on a

2(Po) = Zo, = Z @izi;(po) > 0. (A.9)
i=1

Or, I'élément z; de z est une fonction continue de la position p de leffecteur (mis a
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part aux points p = a}) et, par conséquent, d’aprés I’équation (A.9), il existe une boule

ouverte B; de centre py contenue dans B, telle que

24(p) >0, VpeB, (A.10)

Soit B la plus petite des m boules ouvertes B; centrées en po, 1 < j < m. Quelle que

soit la position p € B de l'effecteur, on a

z(p) >0 et det([wywy ... w,])#0. (A.11)

Ainsi, étant donné que z(p) appartient au noyau de la matrice des torseurs, d’aprés le
théoréme 1, la boule ouverte B centrée en pgy appartient & 'EPPOC et la preuve est

compléte.

Finalement, remarquons que la preuve présentée dans cette section suppose que
po # aj, V1 < i < n. Cette hypothése n’est pas génante. En effet, méme si un point
A?. de vecteur position af, appartenait a 'EPPOC d’un mécanisme parallele entrainé
par cables, en pratique, ce point doit étre évité puisqu’il correspond a la situation ol
le cable 7 est complétement enroulé, 'effecteur et la base du mécanisme étant alors

directement en contact.

A.4 Preuve de la nature de la frontiére de 'EPPOC

Considérons une orientation constante de l'effecteur d’'un mécanisme paralléle & n
ddl entrainé par m cables, m > n. A la section A.3, nous avons montré que 'EPPOC
de ce mécanisme est un espace ouvert et, par conséquent, les points appartenant a la
frontiére de 'TEPPOC doivent étre cherchés a I'extérieur de 'EPPOC. Aussi, considérons
une position po de 'effecteur située a 'extérieur de 'EPPOC telle que la matrice des

torseurs W soit de plein rang n et telle que '’hypothése suivante soit vérifiée.

Hypothése : si n des m colonnes de la matrice des torseurs W sont linéairement
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dépendantes alors elles le sont quelle que soit la position de 'effecteur.

Alors, d’aprés le théoréme 1 qui s’applique a tout mécanisme dont la matrice des tor-
seurs a plus de colonnes que de lignes, il n’existe pas de vecteur z > 0 tel que Wz = 0.
Par conséquent, d’aprés le théoréme de Stiemke, il existe un hyperplan Hy de vecteur

orthogonal qg qui supporte W, c’est-a-dire

Wolq, >0, Wlqy #0. (A.12)

Si Hg ne contient pas n — 1 colonnes w; de W linéairement indépendantes, c¢’est-a-dire
s'il n’existe pas n—1 colonnes w; de W linéairement indépendantes telles que w; qy = 0
alors, en appliquant autant de fois que nécessaire le théoréme 18 prouvé a la section D.2,
nous prouvons qu’il existe un hyperplan H de vecteur orthogonal q engendré par n — 1

colonnes linéairement indépendantes de W qui supporte W, c’est-a-dire

Wiq >0, Wiq#o0. (A.13)

Soit [ le nombre de colonnes w; de W qui appartiennent & H (I > n—1). Nous pouvons
supposer que ces [ colonnes sont wq, wo, ..., W; qui, par conséquent, sont linéairement
dépendantes. Par construction de H, parmi ces [ colonnes n — 1 engendrent H et nous
pouvons supposer que ces n — 1 colonnes linéairement indépendantes sont wy, wo, ...,
w,_1. Etant donné que les w; sont des fonctions continues de la pose de effecteur,
il existe une boule ouverte B centrée en p, dans laquelle wy, wo, ..., W,_; restent
linéairement indépendantes. Soit H(p) 'hyperplan engendré en p € B par wy, wa, ...,
w,—1 (H(p2) = H). Par hypothése, quel que soit w; (j = n,...,l), les n colonnes
Wi, Wa, ..., W,_1, W; sont linéairement dépendantes quelle que soit la position de
Ieffecteur et donc, en particulier, elles sont linéairement dépendantes & 'intérieur de la
boule ouverte B et w; € H(p). Par conséquent, a I'intérieur de la boule ouverte B, les |
colonnes wy, wy, ..., w; sont linéairement dépendantes et appartiennent a I’hyperplan
H(p). Soit q(p) le vecteur othogonal & H(p). q(p) est une fonction continue de p.
Alinsi, quel que soit ¢ > [, il existe une boule ouverte B; centrée en p, dans laquelle on

a
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w/q(p) > 0. (A.14)

Finalement, dans la plus petite des boules ouvertes prise parmi les boules B; et la boule

B, quel que soit 7, on a

wiq(p) > 0 (A.15)

c’est-a-dire, "hyperplan H(p) supporte W et, d’aprés le théoréme 15, il existe une boule

ouverte centrée en py qui est complétement située a I'extérieur de 'EPPOC.

Or, par définition, une position de I'effecteur appartient a la frontiére de TEPPOC
si toute boule ouverte centrée en cette position rencontre a la fois 'EPPOC et son
complémentaire, c’est-a-dire si toute boule ouverte centrée en cette position est située
en partie dans 'EPPOC et en partie a I'extérieur de 'EPPOC. Ainsi, la position ps de
Deffecteur n’appartient pas a la frontiére de 'EPPOC.

A présent, considérons un mécanisme a six ddl (n = 6) et une orientation de son
effecteur tels qu’aucune cubique associée a la dépendance linéaire de six des m colonnes
de la matrice des torseurs W du mécanisme soit dégénérée en tout R3. Alors, il est
possible de considérer une position py de l'effecteur située a l'extérieur de 'EPPOC
telle qu’aucune combinaison de six des m colonnes de la matrice des torseurs W du
mécanisme ne soit linéairement dépendante. D’aprés la discussion présentée ci-dessus,
p2 n’appartient pas a la frontiére de PEPPOC prouvant qu’en tout point de cette
frontiére, au moins une combinaison de six des m colonnes de la matrice des torseurs

W du mécanisme est une combinaison de torseurs linéairement dépendants.

Finalement, dans le cas des mécanismes a six ddl et des orientations de leur effecteur
pour lesquels certaines cubiques associées a la dépendance linéaire de six des m colonnes
de W sont dégénérées en tout R3, considérons une position p, de effecteur située a
Iextérieur de TEPPOC telle que les seules combinaisons de six des m colonnes de W
linéairement dépendantes sont celles dont la cubique de singularité est dégénérée en
tout R3. Alors, d’aprés la discussion présentée dans la premiére partie de cette section,
p2 n’appartient pas a la frontiére de 'EPPOC. Ainsi, en tout point de la frontiere de

I’EPPOC, au moins une des combinaisons de six des m colonnes de la matrice des tor-
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seurs de lieu de singularité non dégénéré est une combinaison de torseurs linéairement

dépendants. De plus, les cubiques de singularité dégénérées en tout R3 ne participent
pas a la frontiere de ’EPPOC.



Annexe B

Compléments sur les singularités de

trois torseurs plans w;

Cette annexe concerne les mécanismes paralléles plans & trois ddl entrainés par cables et
les torseurs colonnes de la matrice des torseurs W de ces mécanismes. A la premiére section,
la définition d; = 0 quand p = aj est justifiée. La deuxiéme section présente le principe d'une
démarche permettant de trouver les conditions nécessaires et suffisantes a la dégénérescence en
tout le plan d’une conique associée aux singularités a orientation constante de trois colonnes
de W. Finalement, la derniére partie de cette annexe traite de la linéaire dépendance de deux
colonnes de W.
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B.1 Définition des vecteurs unitaires d;

L’objectif de cette section est de justifier la définition

d;=0 quand p=a (p,=0et P = A)) (B.1)

oll le vecteur d; est le vecteur unitaire dirigé le long du cable i de I'effecteur vers la base
d’un mécanisme paralléle entrainé par cables. Le vecteur d; est défini par ’équation (2.1)
quand p # a!, c’est-a-dire quand le cable i n’est pas complétement enroulé (p; # 0).
La nécessité de définir le vecteur d; quand p; # 0 est une conséquence de I'étude du

lieu £ des positions du point de référence P de I'effecteur telles que

zp; = det([w; w w; ]) =0 (B.2)

ot l'ensemble {3, j, k,l} est une permutation de 'ensemble {1,2,3,4} et ot w;, wy, et
w; sont trois colonnes de la matrice des torseurs W définie a la section 2.1. En effet, si,
respectivement, d;, dy et d; ne sont pas définis aux points A}, A} et A} alors 2q; n’est

pas défini non plus en ces points.

En fait, la définition (B.1) est un prolongement par continuité du lieu £ aux points

A7, Aj et Aj. Afin de démontrer ce résultat, remarquons que, d’apres I'équation (2.7)

det(] Wi Wi W )]

det(|w; wi w; |) =
(lwy e wi]) PiPKPI

(B.3)

oit les vecteurs w7, wj et w; sont définis par I'équation (2.6) et ou det([w] wj w;]) est
une forme quadratique Q en la position p du point de référence P de D'effecteur telle

que celle de I’équation (2.22)

Q(p) =-p'Hp+{'p+¢. (B.4)
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F1G. B.1 — Un cas ou la conique C est une ellipse.

Par conséquent, le lieu C des points P ot Q(p) = 0 est une conique (hyperbole, ellipse
ou parabole), une ou deux droites ou est dégénéré en tout le plan. La forme quadratique
Q est telle que Q(p) = 0 quand

p=aj (pj=0) ou p=a; (pp,=0) ou p=a; (p=0) (B.5)

c’est-a-dire quand les points AY, A} et A} appartiennent a la conique C tel que montré
a la figure B.1 dans le cas d’une ellipse. De plus, mis & part aux points AY, A} et A7,

on a

Q(p) = 0 < 2zpi(p) =0 (B.6)

c’est-a-dire, les lieux C et L sont confondus. Ainsi, il est naturel de prolonger par
continuité le lieu £ aux points AY, A} et Aj. La définition (B.1) permet de concré-
tiser ce prolongement. En effet, par exemple, quand d; = 0 alors w; = 0 et zp; =
det([w; wi, w; |) = 0. Finalement, notons qu’il est possible de trouver un point appar-
tenant a la conique C aussi proche que I'on veut du point A7, A} ou A}. Ainsi, il est

également possible de trouver un tel point appartenant au lieu L.
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B.2 Dégénérescence d’une conique associée aux
singularités a orientation constante de trois

torseurs w;

Considérons la matrice des torseurs W d’un mécanisme paralléle plan a trois ddl
entrainés par cables. Cette section présente le principe de la preuve des conditions
nécessaires et suffisantes a la dégénérescence en tout le plan du lieu de singularité a
orientation constante de trois torseurs plans w; de W. Ces conditions nécessaires et
suffisantes ont été énoncées a la section 3.3.2.2 du chapitre 3 lors de I’étude des poses

de leffecteur associées aux configurations polyvalentes minimales a cinqg torseurs.

Trois torseurs w;, wy et w,, colonnes de la matrice des torseurs W, sont linéairement

dépendants ou, de maniére équivalente, en singularité si et seulement si

det([w; wi, wy]) =0. (B.7)

D’aprés la section 2.3.2 du chapitre 2, I’équation (B.7) définit une conique C dont

I’équation peut étre écrite comme suit

Q = det(Wi,) = q1a” + 2y” + @32y + qu + g5y + g5 = 0 (B.8)

avec, par définition

ke = LW Wi W] (B.9)

Les coefficients ¢; de la conique C dépendent de la géométrie du mécanisme et de
l'orientation de son effecteur et les torseurs w; sont définis & I'équation (2.6). En isolant

les coordonnées x et y du point de référence P de l'effecteur dans I'expression de la

*

matrice carrée W7, donnée par I'équation (B.9), nous obtenons

150



Va% — Irua

jkq = Vagy —Yu

Voo + TVb, = YVi, |, .

Les vecteurs lignes impliqués dans I'équation (B.10) sont définis par

= [1 1 1]7 Vay = [aqux agr agx]’ Va}j = [aquy a;y agy]

= [det(by,al) det(by,a3) det(bs,aj)]

Vb, = [blw b2:B b3:p ]7 be = [bly bgy b3y]

(B.10)

(B.11)

(B.12)

(B.13)

ou les notations v, et v, désignent, respectivement, I’abscisse et 'ordonnée du vecteur

v. A présent, le déterminant étant une forme multilinéaire, le déterminant de la ma-

*
trice W7,

coefficients ¢; de la conique de singularité C

— det([VE, w" VD), g =det([vE uT VL))

=det([u” vj, vy ])+det([u” VT vi )

qs = det([vgy u' vy, ) +det([ vy Vo i, ])

g5 = —det([vgy u' vy, ) —det([ vy vay v, ])

= det([ vy, VZE vi ).

peut étre développé de maniére & obtenir les expressions suivantes pour les

(B.14)

(B.15)

(B.16)

(B.17)

(B.18)
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Notons que la méthode consistant & développer un déterminant en utilisant sa multili-
néarité est appliquée dans [73| dans le but de déterminer, dans le cas des plate-formes de
Gough-Stewart, les effets de la géométrie du mécanisme sur certaines de ses propriétés

comme, par exemple, ses singularités.

La conique de singularité C dégénére en tout le plan si et seulement si ses six coeffi-
cients ¢; sont nuls. Or, les expressions des coefficients ¢; données aux équations (B.14)
a (B.18) permettent d’associer des géométries de mécanismes et, éventuellement, des
orientations de I'effecteur de ces mécanismes a la nullité des six coefficients ¢;. Afin d’ob-
tenir une liste exhaustive des conditions pour lesquelles la conique C dégénére en tout
le plan, une condition nécessaire et suffisante est recherchée. Dans un premier temps, la
condition nécessaire est établie par le biais de ’analyse suivante : les six coefficients g;
sont annulés et, avec les équations (B.14) a (B.18), les dépendances linéaires entre les
vecteurs définis aux équations (B.11), (B.12) et (B.13) qui résultent de cette annula-
tion sont étudiées. De cette étude, on conclut que la conique C dégénére en tout le plan
seulement si la géométrie du mécanisme et, éventuellement, I'orientation de son effec-
teur sont tels qu’un des cas 1, 2, & ou 4 présentés a la section 3.3.2.2 du chapitre 3 est
vérifié. Notons que la dérivation de cette condition nécessaire est relativement longue
et fastidieuse. Puis, la preuve est complétée en vérifiant que pour chacun des cas 1, 2, 3
et 4 énoncés & la section 3.3.2.2 la conique C dégénére en tout le plan, ceci établissant
la condition suffisante. Ces vérifications ont été présentées a la section 3.3.2.2 pour les
cas 1, 2 et 4.

Afin de donner une idée plus précise de ’analyse conduisant a la condition nécessaire
a la dégénérescence en tout le plan de la conique de singularité C, présentons une
partie de cette analyse qui, méme si petite, illustre bien son principe. Commencons par
remarquer que, d’aprés 'équation (B.14), le coefficient ¢; de C est nul si et seulement
si un des quatre cas suivant est vrai ot R* désigne I’ensemble des nombres réels privés

de zéro.

Cas1 dJa; €R | Vor = QiU
Cas2 Jay €R | vp, = apu.
Cas 3 Jaz € R* | Vay = Q3Vp, .

Cas 4 oy € R* et a5 € R* | Q4Vay + Q5Vp, = U.
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De plus, toujours d’aprés I'équation (B.14), le coefficient g2 de C est nul si et seulement

si un des quatre cas suivant est vrai.

Casa 30, €R | v = fiu

Casb 36, €R | vy, = fou.

Cas c 305 € R* | v = F3vp,.

Casd 36 €R"et 5 € R* | favay + B5vp, = 1.

Analysons le cas 1a pour lequel ¢ = 0 et go = 0 parce que

Ver = aiu et Ve = fiu (B.19)

L’équation (B.19) implique ¢3 = ¢4 = ¢ = ¢ = 0. Par conséquent, la conique C
dégénére en tout le plan. En outre, I’équation (B.19) implique également que

aj = aj = aj (B.20)
c’est-a-dire qu’il existe une pose de 'effecteur pour laquelle les trois points Ay, A} et
A sont confondus. Or, lorsque la pose de 'effecteur d’'un mécanisme est telle que les
trois points A}, AY et A} sont confondus, le triangle AA; A; A3 de la base et le triangle
A B B Bs de effecteur sont également confondus et donc identiques. Le cas 1a est ainsi
un cas particulier du cas 4 de la section 3.3.2.2 pour lequel le rapport d’homothétie est

égal a 1.

Présentons également une partie de ’analyse du cas 1b pour lequel

Ver =aqu et vy, = fou (B.21)

Alors, d’aprés les équations (B.15) a (B.18), on a

s = —1q3 et g = —Q1¢s. (B.22)
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Or, avec I’équation (B.21), le coefficient g3 de C est nul si et seulement si un des quatre

cas suivant est vrai.
CasidyieR | vpp =7
Casii 37 €R | v, = ou
Cas iii I3 € R* | Voo = 73Vvs,.

Cas iv 394 € R* et 5 € R* | YaVay + Y5Vp, = W.

[’analyse du cas 1b nécessite I’étude de quatre sous-cas 1bi, 1bii, 1biii et 1biv. Dans le

cas 1bi, on a

Ver =i et Ve =70 (B.23)

et la conclusion est la méme que celle du cas 1a : le triangle AA; A; A3 de la base et le

triangle A BBy Bs de effecteur sont identiques. Dans le cas 1bii, on a

Var = ail, vy, = fou et vy, = U (B.24)

qui implique que

b, = b, = bs. (B.25)

Les trois points By, By et B3 de 'effecteur sont confondus et le cas 1bii correspond au
cas 1 de la section 3.3.2.2. Remarquons que, d’apreés les équations (B.12) et (B.24), on

a

Via = 01320 — Y2V (B.26)

et, avec I’équation (B.24), nous pouvons conclure que g5 = 0. Ainsi, étant donné que

¢ =0, ¢ =0 et g3 =0, d’aprés 'équation (B.22), les six coefficients ¢; sont nuls et



la conique C est dégénérée. L’analyse se continue par I'étude des cas 1biii et 1biv puis
par ’étude des cas 1c, 1d, 2a et ainsi de suite. Notons que ’étude des cas 1biii et 1biv
montre que ces deux cas sont équivalents au cas trivial 3 de la section 3.3.2.2 pour
lequel deux cables du mécanisme sont confondus. Finalement, notons également que
I’analyse de certains cas se raméne a l’analyse d’un cas déja étudié si bien que tous les

cas ne requiérent pas une nouvelle analyse.

B.3 Lieu de dépendance linéaire de deux torseurs w;

Considérons deux colonnes w; et w, de la matrice des torseurs W d’un mécanisme
parallele plan & trois ddl entrainés par cables et recherchons les cas pour lesquels w; et
w, sont linéairement dépendants. D’aprés I'équation (2.3), les deux torseurs w; et w,

sont linéairement dépendants si et seulement si il existe deux scalaires 3; et (3, tels que

(6j7 BQ) 7£ <07 O)a

Bid; + B, d, =0 (B.27)

et

6]‘ det(bj, d]) + 6(] det(bq, dq) = 0. (B28)

Quand p = a¥ (i = j ou q), le torseur w; est, par définition, égal & zéro et les deux
torseurs w; et w, sont linéairement dépendants. A présent, supposons p #+ ajetp =+ a,.
Alors, les deux scalaires (§; et §, sont différents de zéro. Transformons I’équation (B.28)

en appliquant des propriétés classiques du déterminant et en utilisant 1’équation (B.27)

B det(b;, d;) + By det(by,dy) = det(by, 5;d;) + det(by, 5,dy) (B.29)
= det(bj, 6jdj) + det(bq, _ﬁjdj) (B30)
= 6j det(b] - bq,dj>. (B31)
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Ainsi, les deux torseurs w; et w, sont linéairement dépendants si et seulement si

B+ 5, — 0 (532

et

det(bj — bq, dj) =0. (B33)

Pour une orientation donnée de I'effecteur, si les points A7 et Aj ne sont pas confondus,
équation (B.32) est I'équation de la droite (AjAY). De plus, Péquation de fermeture
du polygone B;A;A,B, permet d’écrire

d; = %«aj —a,) — (b; — by) + pydy). (B.34)

Alors, d’aprés I’équation (B.32), on a

det(b; — b,,d;) = 0 = det(b; — b,,a; —a,) = 0. (B.35)

Quand A; # A, et B; # By, I’équation (B.35) est vérifiée pour les deux orientations
¢, et ¢, de I'effecteur pour lesquelles les deux droites (B;B,) et (A;A,) sont paralléles.
Ainsi, les différents cas présentés ci-dessous sont nécessaires et suffisants a la linéaire

dépendance des deux torseurs w; et wy,.

— A; = Aj et Bj = B, : ce cas est le cas trivial pour lequel les deux cables j et
g sont confondus. Les deux torseurs w; et w, sont, par conséquent, linéairement
dépendants quelle que soit la pose de 'effecteur.

—- B; = B, (bj =b,) : équation (B.33) est toujours vraie et, pour une orientation
constante de l'effecteur, d’aprés I'équation (B.32), w; et w, sont linéairement
dépendants quand le point de référence P est sur la droite (A”;-AZ).

- A; = A, (a; = a,) : avec 'équation (B.34) on montre facilement que I'équa-

tion (B.33) est toujours vraie, c’est-a-dire est vérifiée quelle que soit la pose de
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I'effecteur. Ainsi, pour une orientation constante de 'effecteur, w; et w, sont
linéairement dépendants quand le point de référence P est sur la droite (A7 A7).

— A} = Ay (aj = a}) : ce cas est possible quand les deux segments de droite
[A;A,] et [B;B,] peuvent étre confondus. Ainsi, ce cas existe uniquement pour
les mécanismes dont les segments [A;A,] et [B;B,] ont la méme longueur et dont
I'orientation de l'effecteur est égale a ¢; ou a ¢,. Rappelons que ¢; et ¢, sont
les orientations de l'effecteur pour lesquelles les droites (B;B,) et (A;4,) sont
paralléles. Dans un tel cas, ’équation (B.32) est vraie quelle que soit la position
de I'effecteur et 1'équation (B.33) est I'équation de la droite £ passant par AY = A7
et dirigée par le vecteur b; — b,. Ainsi, w; et w, sont linéairement dépendants
si et seulement si l'orientation de 'effecteur est égale a ¢; ou a ¢, et le point de
référence P est sur la droite L.

— Sinon : les torseurs w; et w, sont linéairement dépendants si et seulement si p =
aj, p = a; ou l'orientation de I'effecteur est égale & ¢; ou & ¢, (équation (B.33))
et le point de référence P est sur la droite (A§AY) (équation (B.32)).

Finalement, pour une orientation donnée de I'effecteur, remarquons que quand la géo-
métrie du mécanisme et/ou lorientation de son effecteur sont telles qu’il existe au
moins une droite sur laquelle les deux torseurs w; et w, sont linéairement dépendants,
alors, toute conique C, lieu des points du plan ol trois torseurs w;, dont w; et w,, sont

linéairement dépendants, dégénére en une ou deux droites ou en tout le plan.
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Annexe C

Preuves des théorémes 6, 7 et 8 du

chapitre 3

Cette annexe propose des preuves aux théorémes 6, 7 et 8 présentés au chapitre 3.

C.1 Preuve du théoréme 6

La preuve se décompose en deux parties. La premiére partie présente 'analyse qui
aboutit a la condition nécessaire du théoréme 6. La deuxiéme partie est beaucoup plus

courte que la premiére et présente la synthése qui démontre la condition suffisante du
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théoréme. Dans toute la preuve nous identifierons les torseurs w; formant les colonnes

de la matrice des torseurs W a des vecteurs de R3.

C.1.1 Condition nécessaire

La preuve de la condition nécessaire nécessite I’analyse des différents cas pour les-
quels cing vecteurs w; de R? sont dans une configuration polyvalente. Dans cette thése,
ces cing vecteurs de R3 sont les cing torseurs colonnes d’une matrice des torseurs W.
La preuve de la condition nécessaire est la partie difficile de la démontration du théo-
réme 6. En effet, les conditions nécessaires sur les positions relatives des vecteurs w;
recherchées dans cette partie de la preuve devront également étre suffisantes. Néan-

moins, nous avons essayer de garder cette preuve aussi claire et courte que possible.

Considérons une matrice des torseurs W de dimension 3 x 5 telle que ses vecteurs

colonnes w; sont dans une configuration polyvalente c’est-a-dire

rank(W) =3 (C.1)

et d’aprés I’équation (2.9) du théoréme 1

5
> Aiw; =0, A >0 Vi, (C.2)
i=1

Une conséquence des équations (C.1) et (C.2) est qu’au moins quatre des cinq vecteurs
w; sont non nuls. Si un seul des cing vecteurs w; est égal au vecteur nul alors les quatre
autres sont dans une configuration polyvalente a quatre vecteurs telle que celles décrites
a la section 3.2.1. Ainsi, dans la suite de cette preuve, nous supposerons que w; # 0
pour tout entier 7, 1 < ¢ < 5. Les vecteurs w; étant de dimension 3, il existe quatre

scalaires 31, ..., 3, non tous nuls tels que

4
=1



Nous pouvons supposer que parmi ces quatre scalaires (3; au moins un est strictement

positif. Définissons alors 3;, 7 = 1,2,3 ou 4, tel que 3; > 0 et tel que

Aj A ,
Z< 2Ly | B> 0. (C.4)
B; — B
Sans perte de généralité, nous pouvons supposer j = 4. Ainsi, g4 > 0 et d’aprés
I'équation (C.3) on a
3 3
i=1 4

Remarquons que les équations (C.1) et (C.2) impliquent que rank([wy...wy]) = 3.
Alors, d’aprés I'équation (C.5), on a rank([w; wy ws]) = 3. A présent, dans I'équa-
tion (C.2), en remplagant w, par son expression donnée par I’équation (C.5), nous

obtenons

3
ZO&Z'WZ‘ + )\5W5 =0 avec o = )\1 — )\4% Vi= ]_, 2 ou 3. (CG)

i=1 4
Or,Vi=1,20u3

—si 3; <0 alors a; >0
— si B; > 0 alors, par définition de [, 'équation (C.4) est vraie (avec j = 4) et
puisque 5; > 0
AL A Bi
—< =< \—-—\—>0 C.7
By~ B 454 (€7)

c’est-a-dire «; > 0.

Par conséquent, Vi = 1,2 ou 3, o; > 0. Considérons un a un les différentes cas possibles.

Cas 1 Si «; > 0V i alors, comme rank([w; wy w3]) = 3, 'équation (C.6) implique que

quatre vecteurs w; sont dans une configuration polyvalente. Ici, avec les hypothéses
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précédentes (par exemple nous avons supposer j = 4), ces quatre vecteurs sont

Wi, Wy, W3 et ws.

Cas 2 Siil existe un seul 7 tel que a; = 0, nous pouvons supposer a3 = 0. Alors d’aprés
I'équation (C.6)
W1 + QoWg + AsW5 = 0, a; > O, as > 0, As > 0 (CS)

et on a également

rank([w; wy ws]) = 3. (C.9)

Cas 3 Si il existe ¢ unique tel que «; > 0, nous pouvons supposer que «; et as sont

nuls. Alors d’aprés I’équation (C.6)

a3W3 + )\5W5 =0, a3 >0, )\5 >0 (010)

et on a également

rank([w; wy ws]) = 3. (C.11)

Cas 4 Si les trois scalaires a; sont nuls alors ws = 0. Un tel cas a déja été écarté
puisque nous avons supposer dés le début de cette preuve que w; # 0 pour tout
entier ¢, 1 <7 < 5.

D’aprés 'analyse précédente si cing vecteurs w; sont dans une configuration polyva-
lente alors quatre d’entre eux sont dans une configuration polyvalente & quatre vecteurs
(Cas 1) ou trois ou deux d’entre eux sont linéairement dépendants tel qu'une équation
du type (C.8) ou (C.10) est satisfaite. Commencons par étudier le cas correspondant
aux équations (C.8) et (C.9) (Cas 2) pour lequel, parmi les cing vecteurs wy, il existe
trois vecteurs linéairement indépedants w;, wj et w; tels que un quatriéme vecteur w,

vérifie I’équation suivante

agWy +a;w; +apw, =0, oy >0, aj > 0et o > 0. (C.12)

Remarquons que 1’équation (C.12) est équivalente a 1’équation (3.5) du théoréme 6.

Soit o, 'élément de I'ensemble {a,, o, i} tel que
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As A , ,
—§;, Vi=gq,jouk. (C.13)

s 7

Alors, d’aprés les équations (C.12) et (C.2)

> = AW+ AW A w, =0 (C.14)
as
o P\ (s}

ou 'ensemble {j, k,[,r,q} est une permutation de I'ensemble {1,2,3,4,5} et ou la no-
tation {q, 7, k}\{s} signifie ’ensemble obtenu de {q, j, k} en supprimant son élément s
(s =q,7 ou k). Soit

5=\ — A%, i€ {q.5,k}\{s}. (C.15)

S

D’aprés I'équation (C.13), 6; > 0 Vi € {q, 7, k}\{s}. Plusieurs cas doivent a nouveau

étre distingués.

— Si les deux scalaires d; sont positifs (strictement) alors I’équation (C.14) est une
combinaison linéaire a coefficients positifs de quatre des cinqg vecteurs w;. De
plus, d’aprés l’équation (C.12) et étant donné que w;, wy et w; sont linéaire-
ment indépendants, les trois vecteurs w; dont les indices ¢ sont les éléments de
I'ensemble {{q, 7, k}\{s},(} sont linéairement indépendants. Ainsi les quatre vec-
teurs w; impliqués dans 'équation (C.14) sont une configuration polyvalente a
qualre vecteurs.

— Si un seul des deux scalaires d; est non nul, disons ¢, > 0, alors I’équation (C.14)
est équivalente & I’équation (3.6) du théoréme 6 si t = j, a I’équation (3.7) de ce

méme théoréme si t = k ou a

w, € int(cone{—w,, —w,}), (C.16)

si t = ¢. Remarquons que, d’aprés 'équation (C.12) et w;, wy et w; étant linéai-
rement indépendants, w,, w; et w; sont également linéairement indépendants.

Ainsi, puisque 'équation (C.12) est équivalente & I’équation (3.5), pour les trois
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valeurs possibles de t (t = j,k ou q) les cinq vecteurs w; sont dans configura-
tion polyvalente minimale o cing vecteurs telle que définie par le deuxiéme cas
du théoréme 6. En effet, si t = j, w;, wy et w; sont linéairement indépendants
et les équations (3.5) et (3.6) sont vérifiées, si t = k, w;, wj, et w; sont linéai-
rement indépendants et les équations (3.5) et (3.7) sont vérifices tandis que, si
t = q, Wy, Wi et w; sont linéairement indépendants et les équations (3.5) et (3.6)
sont vérifiées quand les indices j et ¢ apparaissant dans ces deux équations sont
permutés.

— Si les deux scalaires d; sont nuls alors I'équation (C.14) est équivalente & 1’équa-
tion (3.8) et, étant donné que w;, wy et w; sont linéairement indépendants et
que I’équation (C.12) est équivalente a I’équation (3.5), les cing vecteurs w; sont
dans une configuration polyvalente minimale & cing vecteurs telle que définie par

le deuxiéme cas du théoréme 6.

Finalement, considérons le cas correspondant aux équations (C.10) et (C.11) (Cas 3)
pour lequel, parmi les cing vecteurs w;, il existe trois vecteurs linéairement indépendants

w;, Wi et w; et un quatrieme vecteur w, tel que

a,w, +aw; =0, a. >0 et ag > 0. (C.17)

D’aprés les équations (C.2) et (C.17) nous pouvons écrire

)\jo + )\ka + )\qu + (>\l — )\r%)wl =0 (018)
et
AW + AW 4 AW, + (A, — A%)wr ~0 (C.19)
I

ou lensemble {j,k,[,r,q} est une permutation de I'ensemble {1,2,3,4,5}. De plus

notons que
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NeAwd coe=rn AT >0 (C.20)
(7% (67}

et que les trois vecteurs w;, wy et w, sont linéairement indépendants. Ainsi

—si Ay — Ar(oq /) > 0 alors I’équation (C.18) est une combinaison linéaire & coef-
ficients strictement positifs et les quatre vecteurs w;, wi, w, et w; sont dans une
configuration polyvalente o quatre vecteurs.

- Si N — A(o/a) < 0 alors A\, — A\j(a./oy) > 0, Péquation (C.19) est une com-
binaison linéaire a coefficients strictement positifs et les quatre vecteurs w;, wy,
w, et w, sont dans une configuration polyvalente a quatre vecteurs.

— Si N — A\ (ay/a,) = 0 alors 'équation (C.18) est équivalente a I’équation (3.5) du
théoréme 6 et, étant donné que 'équation (C.17) est équivalente a I’équation (3.8)
et que w;, wy et w; sont linéairement indépendants, les cinq vecteurs w; sont
dans une configuration polyvalente minimale & cing vecteurs telle que définie par

le deuxiéme cas du théoréme 6.

La condition nécessaire est ainsi démontrée.

C.1.2 Condition suffisante

Supposons que les cing colonnes w; d’'une matrice des torseurs W de dimension
3 x 5 sont tels que quatre d’entre elles sont dans une configuration polyvalente. Alors
d’aprés le théoréme 5 présenté a la section 3.1.2 les cing colonnes de W sont dans une
configuration polyvalente. Puis, considérons une matrice des torseurs W de dimension
3 x b dont les colonnes sont dans une configuration polyvalente minimale & cinq vecteurs
vérifiant les équations (3.5) et (3.6). Alors, il existe des scalaires \; et «; strictement

positifs tels que

et
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w, + o;w; + oqw; = 0. (C.22)

La somme des équations (C.21) et (C.22) montre que I’équation (2.9) du théoréme 1
est vraie et, les colonnes w;, w;, et w; de la matrice des torseurs W étant linéairement
indépendantes, d’apreés le théoréme 1, les cing colonnes de W sont dans une configura-
tion polyvalente. De la méme fagon on prouve que, si les cing colonnes d’une matrice
des torseurs W de dimension 3 x 5 sont dans une configuration polyvalente minimale &
cing vecteurs vérifiant les équations (3.5) et (3.7) ou les équations (3.5) et (3.8), alors les
cinq colonnes de W sont dans une configuration polyvalente. La preuve du théoréme 6

est compléte.

C.2 Configuration polyvalente « minimale » a cinq

torseurs

L’objectif de cette section est de justifier 'emploi de I'adjectif « minimal » utilisé
pour qualifier les configurations polyvalentes a cinq torseurs définies par le deuxiéme
cas du théoréme 6. Pour ce faire, considérons cinqg torseurs w; € R3. Supposons que
trois de ces cing torseurs w;, wy et w; sont linéairement indépendants et que les deux
autres w, et w, vérifient les équations (3.5) et (3.6) du théoréme 6 c’est-a-dire qu’il

existe des scalaires 3; et J; tels que

et

W, = 5jo + 61Wl, (5j <0 et 51 < 0. (024)

Par conséquent, comme prouvé a la section C.1.2, les cing torseurs w; sont dans une
configuration polyvalente. De plus, cette configuration polyvalente est dite minimale

dans le sens ot aucune combinaison de quatre torseurs pris parmi les cinq w; est dans
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une configuration polyvalente. Afin de prouver ce résultat, rappelons que d’aprés la
fin de la section 2.2.2 si quatre torseurs sont dans une configuration polyvalente alors
toute combinaison de trois de ces quatre torseurs est une combinaison de trois torseurs
linéairement indépendants. Ainsi, étant donné que d’aprés I’équation (C.23) les trois tor-
seurs w,, w; et wy sont linéairement dépendants, les quatre torseurs des combinaisons
(W;, Wk, Wi, W) et (W;, Wy, W,, W,) ne sont pas dans des configurations polyvalentes.
De méme, étant donné que d’aprés I'équation (C.24) les trois torseurs w,, w; et w;
sont linéairement dépendants, les quatre torseurs des combinaisons (w;, wy, w;, w,.) et
(W;, Wi, Wg, W) ne sont pas dans des configurations polyvalentes. La seule combinaison
de quatre w; qui n’a pas été considérée est (wy, w;, w,, w,.). Raisonnons par I'absurde
en supposant que les quatre torseurs de cette combinaison sont dans une configura-
tion polyvalente. Par conséquent, d’aprés le théoréme 1, il existe quatre scalaires «;

strictement positifs tels que

Wi + oqw; + oW, + a,w, = 0. (C.25)

Avec les équations (C.23) et (C.24), on a

(g5 + 005)Wj + (agfr + )W + (0 + o) wy = 0. (C.26)

Mais w;, wy et w; sont linéairement indépendants, ainsi

Oéqﬁj + OZT(SJ' =0 (027)

ou encore

Oéqﬁj = —CYT(SJ'. (028)

Etant donné que a,3; < 0 et a,d; < 0, I'équation (C.28) est absurde et les quatre
torseurs wy, w;, w, et w, ne sont pas dans une configuration polyvalente. Il est ainsi

prouvé qu’aucune combinaison de quatre torseurs pris parmi les cinqg w; est dans une
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configuration polyvalente. Par conséquent, la configuration polyvalente des cinq w; est
dite minimale. La preuve du caractére minimal d’une configuration polyvalente a cing
torseurs vérifiant les équations (3.5) et (3.7) du théoréme 6 est obtenue de la preuve
présentée ci-dessus en inversant les roles des torseurs w; et wy. Cette preuve n’est par

conséquent pas présentée.

Finalement considérons cinqg torseurs w; tels que trois de ces cinqg torseurs w;, wy, et
w; sont linéairement indépendants et tels que les deux autres w, et w, vérifient les équa-
tions (3.5) et (3.8) du théoréme 6. L’équation (3.5) implique que les torseurs w;, wy, et
w, sont linéairement dépendants tandis que ’équation (3.8) implique que w; et w, sont
linéairement dépendants. La dépendance linéaire de w;, w;, et w, montre que les quatre
torseurs des combinaisons (w;, wi, Wi, W,) et (W;, Wy, W,, W,) ne sont pas dans une
configuration polyvalente. De plus, la dépendance linéaire de w; et w,. montre que les
quatre torseurs des combinaisons (w;, Wi, Wi, W;.), (W;, Wi, Wy, W,) et (W, W, Wg, W)
ne sont pas dans une configuration polyvalente. Ainsi, aucune combinaison de quatre
torseurs pris parmi les cinq w; est dans une configuration polyvalente. Par conséquent,
une configuration polyvalente & cinq torseurs vérifiant les équations (3.5) et (3.8) du

théoréme 6 est dite minimale.

C.3 Preuve du théoréme 7

Tel qu’a la section C.1, la preuve est obtenue par analyse et synthése et nous identi-

fierons les torseurs w; formant les colonnes de la matrice des torseurs W a des vecteurs
de R3.

C.3.1 Condition nécessaire

Pour les mémes raisons qu’a la section C.1.1, la preuve de la condition nécessaire est
la partie délicate de la démonstration du théoréme 7. La preuve présentée dans cette

section suit les mémes principes que celle présentée a la section C.1.1.

Considérons une matrice des torseurs W de dimension 3 x 6 telle que ses vecteurs
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colonnes w; sont dans une configuration polyvalente, c’est-a-dire, d’apreés le théoréme 1

rank(W) =3 (C.29)

et

6
=1

Une conséquence des équations (C.29) et (C.30) est qu’au moins quatre des six vecteurs
w; sont non nuls. Si deux des six vecteurs w; sont nuls alors les quatre autres sont dans
une configuration polyvalente a quatre vecteurs. Si un seul des six vecteurs w; est nul
alors les cinq autres sont dans une configuration polyvalente & cinq vecteurs. Ainsi, dans
la suite de cette preuve, nous supposerons que w; # 0 pour tout entier ¢, 1 < i < 6.

D’aprés I’équation (C.29), nous pouvons supposer que

rank ([ wy wo w3 wy |) = 3. (C.31)
Les vecteurs w; étant de dimension 3, il existe quatre scalaires (31, ..., 34 non tous nuls
tels que
4
> Biw; = 0. (C.32)
i=1

Nous pouvons supposer que parmi ces quatre scalaires (; au moins un est strictement

positif. Ainsi, nous pouvons également supposer que (3; est tel que

ﬁ1>0 et ﬁgﬁ,VZ | ﬁz>0 (033)
b T B

De plus, d’aprés I’équation (C.32) on a
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4 ﬂ

A présent, dans I’équation (C.30), en remplacant w; par son expression donnée par

I'équation (C.34), nous obtenons

4
Z o;W; + /\5W5 + )\6W6 =0 (035)
1=2
ou
_ Bi .
Cki—)\i—)\lﬁ—, VZ—Q, 3 ou 4. (036)
1

Or,Vi=230u4

—si ; <0 alors a; >0
— si §; > 0 alors, par définition de (3, I'équation (C.33) est vraie et puisque [3; > 0

—<%<:>)\-—)\1&ZO (0-37>

B T B ' B

¢’est-a-dire o > 0.

Par conséquent, Vi = 2,3 ou 4, o; > 0. Distinguons les différents cas possibles.

Cas 1 Les trois scalaires a; sont nuls. Par conséquent, (35, (33 et (4 sont strictement po-
sitifs et, () étant par définition strictement positif, les équations (C.31) et (C.32)
impliquent que les vecteurs wi, wsg, w3 et wy sont dans une configuration polyva-

lente a quatre vecteurs.
Cas 2 Un seul scalaire a; est non nul et nous pouvons supposer que a4 # 0. De plus,

étant donné que ap = a3 = 0 alors By > 0 et B3 > 0. Distinguons trois sous-cas.

Cas 2.1 si 84 > 0 alors, pour les mémes raisons que dans le cas 1, wy, wg, W3 et

w, sont dans une configuration polyvalente & quatre vecteurs.
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Cas 2.2 Si 3, < 0 alors, d’aprés ’équation (C.32), nous pouvons écrire

3
wi=) (>0)w; (C.38)

i=1
ou la notation utilisée a I'équation (C.38) signifie que le vecteur wy s’écrit
comme une combinaison linéaire & coefficients strictement positifs des vec-
teurs w;. Ainsi, dans 1’équation (C.30), remplacer wy par cette combinaison
linéaire a coefficients strictement positifs et remarquer que les équations (C.29)
et (C.30) impliquent que tout ensemble de cinq vecteurs pris parmi les six w;
est un ensemble de vecteurs linéairement indépendants montrent que les cinq

vecteurs wy, wWo, W3, W5 et wg sont dans une configuration polyvalente.

Cas 2.3 Si 3, = 0 alors une analyse plus détaillée est nécessaire. Celle-ci est

présentée plus loin dans cette section.

Cas 3 Un seul scalaire «; est nul. Comme dans le cas 2.3, une analyse plus détaillée

doit étre entreprise.

Cas 4 Aucun des trois scalaires «; est nul. Dans ce cas, I'équation (C.35) est une
combinaison linéaire & coefficients strictement positifs des cing vecteurs wo a wg
et, ces vecteurs étant linéairement indépendants, ils sont dans une configuration

polyvalente a cinq vecteurs.

En résumé, quatre ou cinq des six vecteurs w; sont dans une configuration polyvalente
ou les six w; vérifient les conditions du cas 2.3 ou du cas 3. Analysons successivement

ces deux cas.

Pour commencer, intéressons-nous au cas 2.3 pour lequel ay > 0, as = a3 = 0 et
By = 0, c’est-a-dire pour lequel, d’aprés les équations (C.32) et (C.35), les scalaires

strictement positifs A; de I’équation (C.30) peuvent étre choisis tels que

3
=1

et
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6

> Awi =0. (C.40)

i=4
Les équations (C.39) et (C.31) impliquent que
rank([ wy wo w3 |) = 2. (C.41)

Nous pouvons ainsi supposer que wy, Wy et wy sont linéairement indépendants et il

existe des scalaires ~; et d; tels que

W5 = 71W1 + Y2 W + Y4Wy (C.42)

et

Wg — 51W1 + 62W2 -+ (54W4. (043)

Avec I’équation (C.40), nous pouvons écrire

(Asy1 4+ A601) W1 4 (Asy2 4+ A6b2)Wa 4 (Asya + A6ds + M)Wy = 0. (C.44)

Les trois vecteurs wy, wy et wy étant linéairement indépendants, on a

)\5’)/1 + )\651 = O, )\5’}/2 + >\662 =0 et )\5’}/4 + )\654 + )\4 =0. (045)

Etant donné que les scalaires ); sont strictement positifs, les équations (C.45) im-

pliquent que

14 <0 ou d,<0 (C.46)
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<0 ou 6, <0

’}/QSO ou 52§0

De plus, on a aussi

’)/1:0<:>(51:O

7220:)52:0.

D’aprés I’équation (C.46), nous pouvons supposer que v, < 0 et ainsi

W5 = 11 W1 + 72 wWs + (< 0)wy

(C.47)

(C.48)

(C.49)

(C.50)

(C.51)

ot le coefficient 4 de I’équation (C.42) a été remplacé par son signe. Nous utiliserons

ce type de notation dans la suite de la preuve. A présent, distinguons neuf cas qui

correspondent aux différents signes possibles pour v, et .

— 71 =0 et v9 =0 : d’aprés les équations (C.49) et (C.50), ; = 0 et d9 = 0 et, par

conséquent, les cinq vecteurs wy; a wy sont dans une configuration polyvalente

minimale & cing vecteurs telle que celle vérifiant les équations (3.5) et (3.8) du

théoréme 6 (avec j =1, k=2,1=4,qg=3 et r=5).

— v =0cet 75 > 0: d’aprés 'équation C.51 on a

Wy = (> 0)W4 + (> 0)W5

(C.52)

Ainsi, en substituant, dans I'équation (C.30), wo par le membre de droite de

I'équation (C.52) on obtient une combinaison linéaire a coefficients strictement

positifs de cinq des six w; prouvant que ces cing w; sont dans une configuration

polyvalente.
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— 71 =0 et 75 <0: d’aprés I’équation (C.51), nous pouvons écrire

ws € int(cone{—wy, —wy4}). (C.53)

De plus, I’équation (C.39) est équivalente a

w3 € int(cone{—wy, —wy}) (C.54)

et les trois vecteurs wy, wo et wy sont linéairement indépendants. Ainsi, wi, wa,
w3, Wy et Wy sont dans une configuration polyvalente minimale & cing vecteurs.

— 71 > 0 et v =0 : d’aprés I’équation (C.51), nous pouvons écrire

w1 = (> 0)wy + (> 0)ws. (C.55)

Ainsi, d’aprés I’équation (C.30), les cing vecteurs wy a ws sont dans une confi-
guration polyvalente a cinq vecteurs.

— v >0et v >0:alors on a d; < 0 et b5 < 0 c’est-a-dire

Wg = (< O)Wl + (< O)Wg + 54W4. (C56)

Si 04 < 0 alors les quatre vecteurs wy, wy, Wy et Wg sont dans une configuration
polyvalente. Si 9, > 0 alors wy, W, W3, W5 et wg sont dans une configuration
polyvalente a cinq vecteurs. Finalement, si 6, = 0 alors il existe un scalaire y > 0

tel que

W5 + UwWg = << O)W1 + (< 0>W2 + << 0)W4 (057)

et les cinq vecteurs wyi, Wag, Wy, W5 et Wg sont, par conséquent, dans une confi-
guration polyvalente.

— 71 >0 et 5 <0 : alors d’aprés 1’équation (C.51) on a

et en substituant, dans ’équation (C.30), w; par le membre de droite de I’équa-
tion (C.58), on obtient une combinaison linéaire a coefficients strictement positifs
de cing des six w; prouvant que ces cinq w; sont dans une configuration polyva-
lente.

— v <0 ety =0:daprés ’équation (C.51) on a

ws € int(cone{—wy, —wy}) (C.59)



et, avec I’équation (C.54), les trois vecteurs wy, wo et wy étant linéairement
indépendants, les cing vecteurs wy, wy, W3, Wy et W5 sont dans une configuration
polyvalente minimale & cinq vecteurs.

— 7 <0 ety >0:daprés 'équation (C.51) on a

wo = (> 0)wy + (> 0)wy + (> 0)ws. (C.60)
Ainsi, d’aprés 1'équation (C.30), les cing vecteurs wy, wWs, Wy, W; et Wg sont dans
une configuration polyvalente.
— 7 < 0ety <0:daprés 'équation (C.51), les quatre vecteurs wy, wa, Wy et W
sont dans une configuration polyvalente.
La conclusion du cas 2.3 est la suivante : quatre ou cinq des six vecteurs w; sont dans

une configuration polyvalente.

Analysons a présent le cas 3 pour lequel un seul des scalaires «; définis a 1’équa-
tion (C.36) est nul. Nous pouvons supposer as = 0, ag > 0 et ay > 0. Ainsi, dans

I’équation (C.35), en remplagant les scalaires «; par leurs signes, on a

> (> 0)w;=0. (C.61)

Si rank([ wy wy w5 Wg |) = 3 alors les quatre vecteurs ws, wy, Ws et wg sont dans une
configuration polyvalente. Si rank([ w3y w4 w5 wg |) = 1 alors il existe j et k pris parmi
{3,4,5,6} tels que

w; = (> 0)wy (C.62)

et, dans I’équation (C.30), substituer w; par le membre de droite de 'équation (C.62)
montre que cinq des six vecteurs w; sont dans une configuration polyvalente. Finale-

ment, intéressons-nous au cas ol

rank([ ws wy wy wg|) =2 (C.63)

c’est-a-dire au cas ol les quatres vecteurs ws a wg sont dans un plan P et, qui plus est,
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d’aprés 'équation (C.61), ces quatre vecteurs sont dans une configuration polyvalente
dans P. Ainsi, deux cas se présentent. Dans le premier cas, tel qu’illustré a la figure C.1,
trois des quatre vecteurs w;, 3 < i < 6, sont dans une configuration polyvalente dans P
et, par conséquent, le quatriéme w;, disons wy, s’écrit comme une combinaison linéaire
a coeflicients positifs ou nuls de ces trois w;. En substituant, dans I’équation (C.30),
Wy par cette combinaison linéaire, nous obtenons une configuration polyvalente pour
cinqg des six w;. Dans le deuxiéme cas, tel quillustré a la figure C.2 ou {j,k,q,r}
est une permutation de {3,4,5,6}, les quatre vecteurs ws, wy, ws et wg sont dans une
configuration polyvalente minimale dans P. Afin d’étudier ce cas, considérons I’équation
suivante qui est obtenue de I’équation (C.32) en remplagant les scalaires (3; et (5 par

leurs signes

(> O)W1 + (> O)WQ + 53W3 + 64W4 =0 (064)

ou 31 > 0 par définition et ot f5 > 0 car as = 0. Rappelons que, d’aprés 1’'équa-
tion (C.31)

rank ([ wy wo w3 wy |) = 3. (C.65)

Distinguons différents cas suivant les signes de 3 et (.

— B3 >0et By > 0: d’aprés les équations (C.64) et (C.65), les quatre vecteurs wy,
Wwo, W3 et wy sont dans une configuration polyvalente.
— B3 > 0et By <0 : d’aprés 'équation (C.64), on a

Wy = (> O)W1 + (> O)WQ + (> O)Wg (066)

et substituer, dans Iéquation (C.30), w4 par le membre de droite de I’équa-
tion (C.66) prouve que cing des six vecteurs w; sont dans une configuration
polyvalente.
— B3 >0et B, =0:alorssij =4 alafigure C.2, ¢ =5 ou ¢ = 6 et les vecteurs wy,
Wwa, W3, Wy et w, sont une configuration polyvalente minimale a cinq vecteurs.
- O3<0etfBy>0:0na
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Wy Wi

Wi

Fia. C.1 — Trois des quatre w; appartenant au plan P sont dans une configuration

polyvalente.

W3 = (> 0)W1 + (> O)WQ + (2 O)W4 (067)

et substituer, dans I’équation (C.30), w3 par le membre de droite de I’équa-
tion (C.67) prouve que cinq des six vecteurs w; sont dans une configuration
polyvalente.

— B3 <0et By <0 :si, dans le plan vectoriel P, w3 = (< 0)wy (par exemple j = 3
et ¢ = 4 a la figure C.2) et, ainsi, wy = (< 0)wy alors, avec 1'équation (C.64), on

a

4

> (>0w;=0 (C.68)

i=1
c’est-a-dire les quatre vecteurs wi, wy, w3 et w, sont dans une configuration
polyvalente. Sinon, dans le plan vectoriel P, w3 = (< 0)w; ou w3 = (< 0)wg
et nous pouvons supposer que wz = (< 0)ws. Alors I'équation (C.64) impliquent

que

Wy = (> O)W1 + (> O)WQ + (> O)Wg, (069)

et, d’aprés 'équation (C.30), cinq des six vecteurs w; sont dans une configuration
polyvalente.

— B3 =0et By >0 :comme dans le cas 33 > 0 et 5, = 0, cinq des six w; sont dans
une configuration polyvalente minimale & cinq vecteurs.

— B3 =0¢et B, <0 :daprés 'équation (C.64), on a



Wi

Wq

Wi

FiGg. C.2 — Une configuration polyvalente minimale dans le plan vectoriel P.

Wy = (> O)Wl + (> O)WQ (070)

et, d’aprés I’équation (C.30), cinq des six vecteurs w; sont dans une configuration

polyvalente.

— B3 =0et B, =0 : d’aprés I'équation (C.64), on a

wy = (< 0)w; (C.71)

et les six vecteurs w; sont dans une configuration polyvalente minimale a six

vecteurs telle que définie par le troisiéme cas du théoréme 7 (par exemple, j = 3,

k=4,1=1,qg=5r==06c¢et s=2).

La conclusion du cas 2.3 est la suivante : quatre ou cinq des six vecteurs w; sont dans

une configuration polyvalente ou les six w; sont dans une configuration polyvalente

minimale & six vecteurs.

La condition nécessaire du théoréme 7 est ainsi démontrée.

C.3.2 Condition suffisante

D’aprés le théoréme 5 présenté a la section 3.1.2, si quatre des six colonnes d’une

matrice des torseurs W de dimension 3 x 6 sont dans une configuration polyvalente
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alors les six colonnes de W le sont également et, ainsi, la condition énoncée au pre-
mier cas du théoréme 7 est suffisante. D’aprés la section C.1.2, la condition énoncée au
deuxiéme cas du théoréme 7 est également suffisante. Finalement, supposons que les six
colonnes w; d’une matrice des torseurs W de dimension 3 x 6 sont dans une configu-
ration polyvalente minimale & six vecteurs. Alors, nous pouvons supposer que wi, Wy
et w3 sont linéairement indépendants (rank(W) = 3) et, d’aprés les équations (3.10),

(3.11) et (3.12), il existe trois scalaires strictement positifs A1, Ay et A3 tels que

wy + /\1W1 = 0, Wp + /\QWQ =0 et Wg + )\3W3 =0. (072)

La somme des équations (C.72) montre que I’équation (2.9) du théoréme 1 est vraie et
ainsi que les six colonnes de W sont dans une configuration polyvalente. La preuve du

théoréme 7 est compléte.

C.4 Configuration polyvalente « minimale » a six

torseurs

Les configurations polyvalentes & six torseurs w; définies par le troisiéme cas du
théoréme 7 sont dites minimales parce qu’aucune combinaison de quatre ou cinq de ces
six w; est dans une configuration polyvalente. En effet, en supposant que quatre des six
w; sont dans une configuration polyvalente alors, d’aprés la fin de la section 2.2.2, toute
combinaison de trois de ces quatre torseurs est une combinaison de trois torseurs li-
néairement indépendants. Ceci est en contradiction avec les trois linéaires dépendances
impliquées par les trois équations (3.10), (3.11) et (3.12) et, par conséquent, aucune
combinaison de quatre des six w; est dans une configuration polyvalente. De maniére
similaire, supposer que cing des six w; sont dans une configuration polyvalente mini-
male & cinq torseurs tel que défini par le deuxiéme cas du théoréme 6 améne a une
contradiction due aux linéaires dépendances impliquées par les trois équations (3.10),
(3.11) et (3.12).
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C.5 Preuve du théoréme 8

Tel que pour les démonstrations des théorémes 6 et 7, une analyse permet de prouver
la condition nécessaire du théoréme 8 tandis que la condition suffisante est prouvée
par synthése. Cependant, étant donné qu’aucune nouvelle configuration polyvalente
minimale doit étre mise en évidence par 'analyse, celle-ci est beaucoup plus courte que
celles entreprises dans les preuves des conditions nécessaires des théorémes 6 et 7. Nous
identifierons les torseurs w; formant les colonnes de la matrice des torseurs W & des

vecteurs de R3.

C.5.1 Condition nécessaire

Considérons une matrice des torseurs W de dimension 3 x m, m > 7, telle que ses
vecteurs colonnes w; sont dans une configuration polyvalente, c¢’est-a-dire, d’aprés le

théoréme 1

rank(W) =3 (C.73)

et

> Aw; =0, A>0 Vi, (C.74)

=1

Une conséquence des équations (C.73) et (C.74) est que si r vecteurs w; sont nuls
(r > 1) alors les m — r autres vecteurs w; sont dans une configuration polyvalente si
r < m—4ou,sir > m—4, il est absurde que les équations (C.73) et (C.74) soient vraies
en méme temps. Ainsi, dans la suite de cette preuve, nous supposerons que w; # 0 pour

tout entier i, 1 < i < m. D’aprés I'équation (C.73), nous pouvons supposer que

rank(| ws wg wr]) = 3. (C.75)
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De plus, étant donné que les vecteurs w; sont de dimension 3, il existe quatre scalaires

01, ..., [, non tous nuls tels que

4
Zﬁiwi =0. (C.76)
i=1

Nous pouvons supposer que parmi ces quatre scalaires (3; au moins un est strictement

positif. Ainsi, nous pouvons également supposer que (3; est tel que

A i
B>0 et ZL<ZlVil| B;>0 2<i<A4 (C.77)
b1~ B
D’aprés I’équation (C.76), on a
)
W, = — Zw; C.78
1 ; 3, (C.78)

A présent, dans I'équation (C.74), en remplacant w, par son expression donnée par le

membre de droite de I’équation (C.78), nous obtenons

4 m
=2 =5

avec

Oli:)\i—)q%, VZZQ, 3 ou 4. (C80>

1
Or,Vi=230u4

—si 3; <0 alors a; > 0
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— si §; > 0 alors, par définition de (3, I'équation (C.77) est vraie et puisque [3; > 0

AN Bi
B T B 151 ( )

¢’est-a-dire o; > 0.

Par conséquent, Vi = 2,3 ou 4, o; > 0. Distinguons deux cas.

Cas 1 m > 8: étant donné que o; > 0V i = 2,3 ou 4 et que, d’aprés 1'équation (C.75),
w5, Wg et wr sont linéairement indépendants, nous déduisons de 1’équation (C.79)
qu’au plus m — 1 (tous les a; > 0) et qu’au moins m — 4 (tous les a; = 0) des m

vecteurs w; sont dans une configuration polyvalente.

Cas2 m=T7:
— ¢l existe au moins un indice i tel que a; # 0, c’est-a-dire tel que o; > 0 alors
nous déduisons de I’équation (C.79) qu’au plus m — 1 et qu’au moins m — 3 des
m vecteurs w; sont dans une configuration polyvalente.
— Si pour tout indice i, i = 2,3 et 4, a; = 0 alors, puisque m = 7, ’équation (C.79)
implique que les trois vecteurs ws;, wg et w; sont linéairement dépendants ce

qui est absurde d’aprés I’équation (C.75).

Ainsi, m—1, m—2 ou m — 3 des m vecteurs w; sont dans une configuration polyvalente
ou, si m > 8 m — 4 des m vecteurs w; sont dans une configuration polyvalente.
Finalement, en appliquant ce résultat autant de fois que nécessaire, on prouve que
quatre, cing ou six des m colonnes w; de la matrice des torseurs W sont dans une

configuration polyvalente, ¢’est-a-dire on prouve la condition nécessaire du théoréme 8.

C.5.2 Condition suffisante

Considérons une matrice des torseurs W de dimension 3 x m, m > 7. D’aprés les
théorémes 5, 6 et 7, si parmi les m vecteurs colonnes w; de W, quatre sont dans une
configuration polyvalente & quatre torseurs, cinq sont dans une configuration polyva-
lente minimale a cinq torseurs ou six sont dans une configuration polyvalente minimale
a six torseurs alors six des m w; sont dans une configuration polyvalente. Nous pouvons

supposer que ces six w; sont wy, wo, ..., Wg. A présent, la démonstration est similaire
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a celle du théoréme 5. En effet, par définition d’une configuration polyvalente, il existe

un vecteur tg € R tel que

t6 Z 0 et [Wl Wy ... Wg ]tﬁ = —Wlm (082)

ot le vecteur 1,, est le vecteur de R™ dont tous les éléments valent 1. L’équation (C.82)

implique qu’il existe un vecteur t > 0 dans R™ tel que

Wt =0 (C.83)

c’est-a-dire implique que la condition (2.9) du théoréme 1 est vraie. En outre, les tor-
seurs wy, Wo, ..., Wg étant dans une configuration polyvalente, trois d’entre eux sont
linéairement indépendants et la matrice W est de plein rang. Par conséquent les deux
conditions du théoréme 1 sont vérifiées et les m colonnes de W sont dans une configu-

ration polyvalente ce qui prouve la condition suffisante du théoréme 8.
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Annexe D

Compléments au chapitre 4

Cette annexe comporte trois sections. La premiére traite de 'analyse des configurations
polyvalentes de huit vecteurs de R® tandis que la seconde et la troisiéme proposent, respecti-
vement, une preuve du théoréme 15 et une méthode permettant de tester si une pose donnée
de leffecteur d’un mécanisme paralléle entrainé par cibles appartient & 'EPP.

D.1 De la nature des configurations polyvalentes de

huit vecteurs de R°

Cette section présente le début de ’analyse des configurations polyvalentes de huit

vecteurs w; de RS, ces vecteurs pouvant étre considérés comme huit torseurs colonnes
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de la matrice des torseurs W d’un mécanisme paralléle a six ddl entrainés par huit
cables. Cette analyse, bien que incompléte, montre que si huit vecteurs de R® sont dans
une configuration polyvalente alors sept d’entre eux le sont ou, dans le cas contraire, il

existe certaines dépendances linéaires entre ces huit vecteurs.

Telle qu’abordée dans cette thése, 'étude des différents types de configurations
polyvalentes de huit vecteurs w; € RS est trés similaire a Pétude des différents types de
configurations polyvalentes de cinq vecteurs de R?. Ainsi, le début d’analyse présenté ci-
dessous est également trés similaire & ’analyse proposée a la section C.1.1. Considérons
huit vecteurs w; de R® ( = 1,2,...,8) et supposons que ces huit vecteurs sont dans
une configuration polyvalente. Soit W la matrice dont les huit colonnes sont les huit

vecteurs w; (matrice des torseurs). D’aprés le théoréme 11, on a

rank(W) =6 (D.1)

et

8

=1

Les équations (D.1) et (D.2) impliquent qu’au moins sept des huit vecteurs w; sont
non nuls. De plus, si un des vecteurs w; est nul, alors les sept autres sont dans une
configuration polyvalente. A présent, supposons w; # 0 quel que soit 7, 1 < i < 8.
Etant donné que les vecteurs w; appartiennent a RS, il existe sept scalaires (i, ..., 7

non tous nuls tels que

7
Zﬁiwi =0. (D.3)

Nous pouvons supposer qu’'un de ces scalaires est non nul et positif. Soit 5, 7 =1,...,6

ou 7, tel que 3; > 0 et tel que
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Ao A

Z< 2L | B >0. (D.4)
Bi — B
Sans perte de généralité, nous pouvons supposer j = 7. Ainsi, 7 > 0 et d’aprés
'équation (D.3) on a
6 3
Wy = — Z ﬁ—zwi. (D.5)
i=1 77

Remarquons que les équations (D.1) et (D.2) impliquent que rank([w; ... w7]) = 6.
Alors, d’aprés I'équation (D.5), on a rank([w;...wg]) = 6. A présent, dans I'équa-
tion (D.2), en remplacant w; par son expression donnée par 'équation (D.5), nous

obtenons

6

ZO&Z‘Wi—f-)\gWS =0 avec (073 :)\i_/\’?%; 1= 1,2,...76. (DG)
i=1 7

Or,Vi,i=12,...,6

—si ; <0 alors a; >0
— si 3; > 0 alors, par définition de [3;, Péquation (D.4) est vraie (avec j = T7) et
puisque 5; > 0
AN Bi
— < —=<= \—-\52>0 D.7
B~ B e (B-7)

c’est-a-dire o; > 0.

Par conséquent, V¢ =1,...,5 ou 6, o; > 0 et différents cas doivent étre étudiés. Ces

cas se distinguent par le nombre de coefficients «; nuls et sont au nombre de sept.

Cas1l o; >0,V1<i<6.
Cas 2 Un seul o; = 0.
Cas 3 Deux o; = 0.

Cas 4 Trois a; = 0.
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Cas 5 Quatre o; = 0.
Cas 6 Cinq a; = 0.

Cas 7 Les six a; = 0.

Dans le cas 1, d’aprés I’équation (D.6) et étant donné que rank([w; ... wg|) = 6, les sept
vecteurs wi, wo, ..., Wg et Wg sont dans une configuration polyvalente. D’aprés 1’équa-
tion (D.6), le cas 7 implique que le vecteur wg est nul, cas qui a été écarté au début de
cette analyse. I’analyse des cas 2 a 6 permettrait d’identifier différentes configurations
polyvalentes de huit vecteurs de R®. Pour les raisons données a la section 4.2.2, cette
analyse n’est pas entreprise dans cette thése. Cependant, soulignons que dans le cas @
(¢ =2,...,6), d’aprés I'équation (D.6), (8 —i) vecteurs w; sont linéairement dépendants
et, étant donné que rank([wy ... wg]) = 6, ces (8 — i) vecteurs w; engendrent un sous-
espace de dimension (7 — i) de R® dans lequel ils sont, de plus, dans une configuration
polyvalente. Ainsi, sans analyser en détails les différents cas, nous pouvons quand-méme
conclure que si huit vecteurs de R® sont dans une configuration polyvalente alors sept
d’entre euzr sont dans une configuration polyvalente ou, dans le cas contraire, certains
d’entre eux sont linéairement dépendants. Afin d’illustrer ces propos, considérons le cas
6 pour lequel on peut supposer que seul a; est non nul. Alors, d’aprés I’équation (D.6),

on a

a1wi + Agwg =0, a3 >0 et A\g > 0. (D.8)

D’aprés les équations (D.2) et (D.8), nous pouvons écrire

7
A
=2 1
et
7
aq
=2 8

De plus, I'équivalence suivante est vérifiée
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A
/\8—>\1—8<0<:>/\1—/\8% > 0. (D.11)
(03] )\8

Alinsi, en distinguant trois cas similaires & ceux traités a la fin de la section C.1.1, on
prouve que soit sept vecteurs w; sont dans une configuration polyvalente ou les huit w;
sont dans une configuration polyvalente minimale & huit vecteurs de R® (cas ou \g —
M (As/aq) = 0) telle que rank([wy ... wg]) = 6, wy et wg sont dans une configuration
polyvalente suivant une ligne de R® (équation (D.8)) et, d’aprés 1'équation (D.9), les
six vecteurs wy a wy sont dans un hyperplan de R® dans lequel ils sont dans une

configuration polyvalente

7
> Aiw; =0, A > 0. (D.12)

=2

Finalement, concluons ces considérations sur les configurations polyvalentes des vec-
teurs de R® en remarquant que, en suivant la méme démarche qu’a la section C.5, quand
m > 13, il peut étre prouvé que m vecteurs de R° sont dans une configuration polyva-

lente si et seulement si entre 7 et 12 d’entre eux sont dans une configuration polyvalente.

D.2 Preuve du théoréme 15

D’aprés les développements de la section 4.2.2 qui suivent ’énoncé du théoréme 14
(théoréme de Stiemke), afin de prouver le théoréme 15, il suffit de prouver que tous
les hyperplans de R™ séparent une matrice des torseurs W (c’est-a-dire séparent les m
colonnes w; € R™ de W, m > n) si et seulement si tous les hyperplans de R", formés par
n — 1 colonnes (linéairement indépendantes) w; de W, séparent W ou rank(W) = n.
La condition nécessaire étant évidente, il faut démontrer la condition suffisante. A cette

fin, remarquons que les propositions 1 et 2 énoncées ci-dessous sont équivalentes.

Proposition 1 Si tous les hyperplans de R™ formés par n — 1 colonnes w; de W

séparent W alors tous les hyperplans de R™ séparent W.
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Proposition 2 S7il existe un hyperplan de R"™ qui supporte W alors il existe un hy-

perplan formé par n — 1 colonnes w; de W qui supporte W.

Aussi, nous allons démontrer la proposition 2 en construisant, & partir de I’hyperplan
quelconque qui, par hypothése de la proposition 2, supporte W, un hyperplan formé
par n — 1 colonnes w; de W qui supporte W. L’essentiel de cette construction consiste

a prouver le théoréme suivant.

Théoréme 18 Soit W une matrice de rang n ayant n lignes et m colonnes w; telle
que m > n et w; # 0,V i. Sl existe un hyperplan de R" qui supporte W et qui
contient n — k colonnes linéairement indépendantes de W (1 < k < n) alors il existe
un hyperplan de R™ qui supporte W et qui contient n — k + 1 colonnes linéairement

indépendantes de W.

Démontrons le théoréme 18. Soit ‘H I'hyperplan de R™ qui supporte W et auquel
n—k colonnes linéairement indépendantes de W appartiennent. Nous pouvons supposer
que ces n — k colonnes sont Wy, Wao, ..., W,_. Soient les vecteurs unitaires w}' de R"

définis par

wi= 1.2, .m (D.13)
Il

De plus, soit q # 0 un vecteur unitaire orthogonal a H. Etant donné que ’hyperplan

H supporte W, nous pouvons supposer que, V1 < i < m, wl q > 0 et, par conséquent

wilq>0,V1<i<m. (D.14)

Nommons U le sous-espace de R" de dimension n — k engendré par les n — k vecteurs
linéairement indépendants wi, wi, ..., w_, (U est également un sous-espace de H).

Nous noterons

U = span(wi,..., wi_,). (D.15)
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Soit O = U™ le sous-espace de R™ othogonal & U, c’est-a-dire

Vacel,VbeO, a’b=0. (D.16)

De plus, on a

dim(U) + dim(O) =n (D.17)

donc, étant donné que dim(U) =n —k

dim(0) = k > 1. (D.18)

Etant donné que q est orthogonal & H, q est également othogonal a U, c’est-a-dire

qec 0. (D.19)

En outre, R™ est somme directe de U et de O, c’est-a-dire tout vecteur de R” s’écrit de
maniére unique comme la somme d’un vecteur de U et d’un vecteur de O. En particulier,

quel que soit 1 <7 < m, on peut écrire

wi=u+w, ui €Uetu; € 0. (D.20)

Avant de continuer la preuve, remarquons que si k& = n alors H ne contient aucune
colonne w; de W, U n’existe pas, O = R" et pour tout 7, w;’ = u,. Remarquons

également que

u,=0,vV1i<i<n-—k. (D.21)
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A présent, supposons qu’il existe des colonnes w; de W, i > n — k, telles que u; = 0.
Alors, ces colonnes appartiennent a Uhyperplan H qui supporte W. Etant donné que,
par hypotheése, la matrice W est de plein rang, ces colonnes sont en nombre limité et il
existe au moins k entiers ¢ > n — k tel que u; # 0. Aussi, dans la suite de cette preuve,

pour i > n — k, nous ne considérons que les vecteurs w; tels que u; # 0 en supposant

w; #£0,Vi>n—k (D.22)

A présent, travaillons dans O et, pour ce faire, définissons les vecteurs unitaires v; € O

par

Vi>n—k (D.23)

Nommons v;, j > n — k, le vecteur de O défini par

viq= min (v q). (D.24)

i>n—k
D’aprés les équations (D.14), (D.19), (D.20) et (D.23), on a viq > 0 quel que soit

1 >n — k et en particulier

vigq>0. (D.25)

En outre, les vecteurs v; et le vecteur q étant des vecteurs unitaires, on a viq < 1,
Vi>mn—k Or, v = q si et seulement si vaq = 1 et, par conséquent, d’apres
I'équation (D.24), v, n’est pas égal & q sinon rank(W) < n ce qui a été écarté par

hypothése. Ainsi, on a

v #q. (D.26)
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Construisons un sous-espace P de O qui contient v, et qui supporte tous les vecteurs
vi, Vi >n—k. A cette fin, définissons le sous-espace @ de O othogonal & span(v;, q).

Comme v; # q et attendu que O est de dimension £, on a

dim(O0') = k — 2. (D.27)
P est alors défini par

/

P = span(v;) + O . (D.28)
Mais, par définition de @', on a

span(v;) N O = {0} (D.29)
et, par conséquent, P est somme directe de span(v;) et de o

P = span(v;) & O’ (D.30)

c’est-a-dire tout vecteur de P s’écrit de maniére unique comme la somme d’un vecteur

de span(v;) et d’'un vecteur de O’ et, de plus

dim(P) = dim(span(v;)) + dim(O"). (D.31)

Ainsi, d’aprés I'équation (D.27), P est un sous-espace de O de dimension k—1. Ainsi, O
étant de dimension k, il existe un vecteur non nul q,, € O qui engendre le supplémentaire

othogonal de P dans O, ce vecteur pouvont étre choisi unitaire, ||q,| = 1, et tel que

alq>0. (D.32)
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En effet, si q’'q = 0 alors q,, appartient & O et q,, étant, par définition, orthogonal a P,

g, est orthogonal & @', ce qui est absurde. A présent, une grande partie du travail est

déja faite puisqu’il ne reste plus qu’a vérifier, dans un premier temps, que P supporte

tous les vecteurs v;, Vi > n —k, et, dans un deuxiéme temps, que ’hyperplan de R" de

vecteur orthogonal q,, supporte W, cet hyperplan contenant par construction n —k+1

vecteurs w; linéairement indépendants. Afin de vérifier que P supporte les vecteurs v;,

notons que, par définition de q,, il existe deux scalaires o, et a, tels que

q=a,q, + a,X, oux € P.

(D.33)

De plus, étant donné que q, q, et v; sont othogonaux a O’ et que x s’écrit comme la

’ e, . .
somme d’un vecteur de O et d’un vecteur dirigé par v;, il existe «; tel que

q = a,q, + Q;V;

et, étant donné que qlv; =0

T _ T
an = 49,9, a; = Vj q.

A présent, d’aprés 'équation (D.24), pour tout 4 > n — k on a

V;*Fq>v}q

et, avec les équations (D.32), (D.34) et (D.35)

viq(l —v/v))

alq

v q, >

(D.34)

(D.35)

(D.36)

(D.37)

Ainsi, comme 1 —v]v; >0, q/q >0, viq>0et v]q, =0, P supporte les vecteurs

v;, ¢’est-a-dire
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vig, >0, Vi>n—k. (D.38)

D’aprés I'équation (D.23), on peut alors écrire

w'q,>0,Vi>n—k (D.39)

et, avec I’équation (D.20), étant donné que q,, € O on a uqun =0,V1<i<m. Par

conséquent, avec I'équation (D.39), on a aussi w*T'q, >0, V1 <i < m, c’est-a-dire

wiq, >0,V1<i<m. (D.40)

L’équation (D.40) implique que I'hyperplan de vecteur othogonal q,, supporte W. De
plus, parce que q, € O (O =U+) onawlq, =0,V 1<i<n—k, et, par construction
de q,, Vqun = ( donc Wqun = 0. Ainsi, 'hyperplan de vecteur othogonal q,, contient
les n — k + 1 vecteurs w;, 1 < ¢ < n—k et i= 7, qui sont, de surcroit, linéairement
indépendants puisque w; n’appartient pas a Y. Finalement, I'hyperplan de vecteur
othogonal q, supporte W et contient n — k + 1 vecteurs w; linéairement indépendants.

La preuve du théoréme 18 est compléte.

Le théoréme 18 prouvé, la proposition 2 I'est pratiquement. En effet, par hypothése
de la proposition 2, il existe un hyperplan ‘H de R"™ qui supporte W ot W est une
matrice (des torseurs) de plein rang n ayant n lignes et m colonnes w;, m > n. De plus,
nous pouvons supposer que w; # 0,V 1 < i < m et, étant donné que H est un hyperplan
de R", il ne peut contenir plus de n—1 colonnes w; linéairement indépendantes. Ainsi, si
‘H contient n — 1 colonnes w; linéairement indépendantes, la preuve de la proposition 2
est finie. Sinon, H contient n — k colonnes w; linéairement indépendantes, 1 < k£ < n,
et, en appliquant k£ —1 fois le théoréme 18, on obtient un hyperplan de R™ qui supporte
W et qui contient n — 1 colonnes w; linéairement indépendantes. Par conséquent, cet
hyperplan est engendré par ces n — 1 colonnes w; et la proposition 2 est démontrée.
Finalement, la proposition 2 étant vraie, la proposition 1 I'est aussi et le théoréme 15

est démontré.
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D.3 Test des poses polyvalentes

Cette section présente une méthode permettant de tester si une pose donnée de 1’ef-
fecteur d’'un mécanisme paralléle entrainé par cables appartient a 'EPP. La méthode
est basée sur le théoréme 15 et sur des résultats présentés dans [94]. En effet, le théo-
réme 15 permet d’adapter une méthode présentée dans [94], dans le cadre du test d’un

équilibre statique, au test de 'appartenance d’une pose a 'EPP.

Considérons une pose donnée de 'effecteur d’un mécanisme paralléle a n ddl entrainé

par m cables, m > n. Soit W la matrice des torseurs associée a cette pose

W= |w wy ... W, et w,eR", V1<i<m. (D.41)

Dans un premier temps, il faut vérifier si la matrice des torseurs W est de plein rang,
c’est-a-dire si rank(W) = n. En effet, dans le cas contraire, la pose n’est pas polyvalente
puisque les torseurs colonnes w; de W engendrent un sous-espace de R de dimension
inférieure ou égale & n — 1. Ainsi, tout torseur w € R" qui n’appartient pas a ce sous-
espace ne peut pas étre généré par les cables méme si ces derniers pouvaient pousser
Ieffecteur. Le rang de la matrice des torseurs W peut étre déterminé en utilisant, par

exemple, la décomposition en valeurs singuliéres [102].

A présent, supposons que la matrice des torseurs W est de plein rang. Alors, d’aprés
le théoréme 15, la pose de Ieffecteur appartient & 'EPP ou, en d’autres termes, les
colonnes w; de W sont dans une configuration polyvalente si et seulement si tous les
hyperplans de R™ formés par n — 1 colonnes w; de W séparent W. Aussi, un test basé
sur le théoréeme 15 consiste a considérer une a une les différentes combinaisons de n — 1
colonnes linéairement indépendantes de W et a vérifier si les hyperplans définis par ces
combinaisons sont tous séparateurs. Si une combinaison de n — 1 colonnes de W forme
un hyperplan qui n’est pas séparateur, la pose n’appartient pas & 'EPP et le test s’arréte
au test de cette combinaison. Si toutes les combinaisons de n — 1 colonnes linéairement
indépendantes de W forment des hyperplans séparateurs, la pose appartient a 'EPP.
Remarquons que ce test est plus rapide si la pose n’appartient pas a 'EPP étant donné
que le test s’arréte dés qu’un hyperplan non séparateur est rencontré. Par contre, si la

pose appartient a ’'EPP alors le test est plus lent parce que toutes les combinaisons
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de n — 1 colonnes linéairement indépendantes de W doivent étre considérées afin de

vérifier que tous les hyperplans définis par ces combinaisons sont séparateurs.

Le test présenté dans le paragraphe précédent nécessite une méthode qui détermine
si 'hyperplan formé par n — 1 colonnes linéairement indépendantes de W est sépara-
teur. Un telle méthode, basée sur la décomposition QR [102], est proposée dans [94].
Présentons et justifions cette méthode. A cette fin, considérons n — 1 colonnes w; de
W. Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que ces n — 1 colonnes sont wy,

Wo, ..., W,_1. S0it W7 et Wy, les matrices définies par

le[wl Wo ... Wy et Wo=|w, W, 1 ... Wy |. (D.42)

La décomposition QR de la matrice Wy produit une matrice orthogonale Q de dimen-
sion n et une matrice R de dimension n par n — 1 telles que W; = QR,, la matrice R
étant telle que ces éléments 7;; sont nuls quand 7 > j. Notons R,,_; la matrice carrée de
dimension n — 1 obtenue de la matrice R en supprimant sa derniére ligne. Remarquons
que cette matrice est triangulaire supérieure. Les n — 1 colonnes wi, wo, ..., W,
de W sont linéairement indépendantes si et seulement si det(R,,_;) # 0, c’est-a-dire
si et seulement si le produit des éléments de la diagonale de R,,_; est non nul. Aussi,
si det(R,,_1) # 0, les n — 1 colonnes wy, wa, ..., w,,_1; de W sont linéairement indé-
pendantes et, par conséquent, elles forment un hyperplan ‘H de R™ que nous devons
tester afin de déterminer s’il est séparateur. A cette fin, nous pouvons utiliser le résultat
suivant : Uhyperplan H est séparateur si et seulement si le vecteur ligne v = q W,
posséde un élément positif et un élément négatif, c’est-a-dire, si et seulement si il existe
jetk,j#£k n<j<m,n<k<m tels que

v; > 0 et v,<0 (D43)

ol q, est la derniére colonne de la matrice Q et ou v; et v, sont, respectivement,
les éléments j et k£ du vecteur v. Afin de justifier ce résultat et en se référant a la
section 4.2.2, rappelons que ’hyperplan ‘H est séparateur si et seulement si il existe j
etk,j £k n<j<m,n<k<m tels que
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signe(det([ wy wa ... W, W;])) = —signe(det([wy Wy ... w1 Wi ])) #0. (D.44)

Or, quel que soit i, n <7 < m, on a

QT[Wl Wo ... Wp_1 WI] = [QTW1 QTWZ] = [R QTWZ‘ ] (D45)

De plus, en développant le déterminant de la matrice carrée [R  QTw; ] suivant sa

derniére ligne, on obtient

det([R Q"w;]) = v;det(R,_1) (D.46)

ou rappelons que det(R,,_1) # 0. Alors, on a

det([wy wo ... W, 1 W;]) = %vi. (D.47)

Notons que det(Q?) = 41 puisque la matrice Q est orthogonale. Finalement, étant
donné que det(R,,_;) et det(QT) sont indépendants de i, d’aprés les équations D.44
et D.47, 'hyperplan H est séparateur si et seulement siil existe jet k, 7 # k,n < j <m,
n < k <m tels que

v; >0 et v, <O0. (D.48)

Résumons la méthode. On vérifie dans un premier temps que la matrice des torseurs
W, associée a la pose dont 'appartenance a 'EPP est a tester, est de plein rang. Si
elle ne I'est pas, la pose n’appartient pas a 'EPP. Si elle 'est, la pose appartient a
I’EPP si et seulement si tous les hyperplans formés par n — 1 colonnes linéairement
indépendantes de W sont séparateurs. Aussi, on considére une a une les différentes

combinaisons possibles de n — 1 colonnes w; de W. Pour chacune de ces combinaisons :
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— on forme une matrice W1 de dimension n par n — 1 dont les colonnes sont les
n—1 w; de la combinaison et on forme une matrice W, dont les colonnes sont les
m—n+1 autres w; (telles que les matrices W1 et W, montrées a 1’équation D.42).

— On effectue la décomposition QR de W7 : W; = QR.. En supprimant sa derniére
ligne, on extrait de R la matrice carrée R, _;. En ne gardant que sa derniére
colonne, on extrait de Q le vecteur q,.

— Si det(R,,—1) = 0, les n — 1 colonnes de Wy ne forment pas un hyperplan de
R™ et on passe a la combinaison de n — 1 colonnes w; de W suivante. Sinon,
det(R,,—1) # 0, les n — 1 colonnes de W forment un hyperplan H de R™ et on
passe a ’étape suivante.

— On calcule le vecteur ligne v = qZWQ. Si il existe deux éléments v; et v, de v
tels que v; > 0 et v, < 0 alors ’hyperplan H est séparateur et on passe a la
combinaison de n — 1 colonnes w; de W suivante. Sinon, '’hyperplan H n’est pas

séparateur et la pose a tester n’appartient pas a ’'EPP.

Si toute les combinaisons de n — 1 colonnes w; de W ont été considérées et que tous les
hyperplans H formés par ces combinaisons sont séparateurs, la pose a tester appartient
a 'EPP.



Annexe E

Parameétres géométriques des

mécanismes

Cette annexe présente les paramétres géométriques des mécanismes illustrant les cha-
pitres 2, 3 et 4.

E.1 Meécanismes du chapitre 2

Cette section présente les paramétres géométriques des mécanismes illustrant le

chapitre 2. Dans le repére de reférence fixe par rapport a la base, les composantes du
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vecteur position a; du point A; sont notées a;, et a;,. Dans le repére mobile (P.x',y’)

lié a Deffecteur, les composantes du vecteur position b; du point B; sont notées b;, et
biy-

E.1.1 Meécanisme de la figure 2.3

Les paramétres géométriques du mécanisme sont définis au tableau E.1. Le para-
métre [ est positif. A la figure 2.3, orientation de l'effecteur du mécanisme défini au
tableau E.1 est ¢ = 0 degré.

cable | aj; | @iy | biz | biy
1 010 0 0
2 l 0 |l/10| O
3 20 | 0 | 4l/5] 0
4 4 1 0 l 0

TAB. E.1 — Paramétres géométriques du mécanisme montré a la figure 2.3.

E.1.2 Meécanisme de la figure 2.4

Les paramétres géométriques du mécanisme sont définis au tableau E.2. Les para-
meétres [, et [, sont positifs et [, = 5l,/12. A la figure 2.4, I'orientation de I'effecteur du

mécanisme défini au tableau E.2 est ¢ = 12.7 degrés.

cable | aiy | ajy bix biy

1 oo | —20/7]-1./2
> 1 | o | 27 | —1/2
5 | b | b | 207 | 12
4 0 Iy | =20.)7 | /2

TAB. E.2 — Paramétres géométriques du mécanisme montré a la figure 2.4.
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E.1.3 Meécanisme de la figure 2.5

Les paramétres géométriques du mécanisme sont définis au tableau E.3. Le para-
métre [ est positif. A la figure 2.5, 'orientation de I'effecteur du mécanisme défini au
tableau E.3 est ¢ = 9.5 degrés.

cable | aj; | @iy | big biy
1 o] o|=t10]-1/10
> [ 1 o0 | 110 | —i/10
3 |0 | 1| 10| 110
4 o]t ]=y10] 10

TAB. E.3 — Paramétres géométriques du mécanisme montré a la figure 2.5.

E.1.4 Meécanisme de la figure 2.8

Les paramétres géométriques du mécanisme sont définis au tableau E.4. Le para-
métre [ est positif. A la figure 2.8, 'orientation de I'effecteur du mécanisme défini au
tableau E.4 est ¢ = m/8 = 22.5 degrés.

cable | aj; | @iy | biz | biy
1 oo =50
> |1 1ol s o
3 |1 [0 |o
4 o1 Zuyslo

TAB. E.4 — Paramétres géométriques du mécanisme montré a la figure 2.8.

E.1.5 Meécanisme de la figure 2.11

Les paramétres géométriques du mécanisme sont définis au tableau E.5. Les para-

meétres [ et r sont positifs et
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r=T (E.1)

A la figure 2.11, l'orientation de l'effecteur du mécanisme défini au tableau E.5 est
¢ =m/16 = 11.25 degrés.

cable | aj; | aiy iz biy
1 0| 0 |—=l/10| —r/2
2 [ 0 | 31/25 | —r/2
3 [ l 0 4r/3
4 0 l 0 4r/3

TAB. E.5 — Paramétres géométriques du mécanisme montré a la figure 2.11.

E.1.6 Meécanisme de la figure 2.20

Les paramétres géométriques du mécanisme sont définis au tableau E.6. Le para-
métre [ est positif. A la figure 2.20, orientation de I'effecteur du mécanisme défini au
tableau E.6 est ¢ = 7/16 = 11.25 degrés.

cable | aiy | ay bix biy
1 o] o|=110]-1/20
2 | 1] o] 110 |-1/20
3 |00 ] 0] 120
4 o] 1| =110] 1720

TAB. E.6 — Paramétres géométriques du mécanisme montré a la figure 2.20.

E.1.7 Meécanisme de la figure 2.23

Les paramétres géométriques du mécanisme sont définis au tableau E.7. Le para-

métre [ est positif.
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cable | @iy | aiy | biy biy
1 | o [ o] =10 110
o [ 1o | 10| 110
3 11| 1| 110 | —1/10
4 o | 1=y =110

TAB. E.7 — Paramétres géométriques du mécanisme montré a la figure 2.23.

E.1.8 Meécanisme de la figure 2.24

Les paramétres géométriques du mécanisme sont définis au tableau E.8. Les para-
métres [, et [, sont positifs et [, = [,/4.82. Ala figure 2.24, orientation de l'effecteur

du mécanisme défini au tableau E.8 est ¢ = 68.75 degrés.

cable | ai; | ayy bix biy
1|0 0 | —l/2 l/4
2 Iy 0 le/2 | /4
3 | b |1/132] 1./2 | —1./4
4 o Tuas2| 2| -4

TAB. E.8 — Paramétres géométriques du mécanisme montré a la figure 2.24.

E.2 Meécanismes du chapitre 3

Cette section présente les paramétres géométriques des mécanismes illustrant le
chapitre 3. Dans le repére de reférence fixe par rapport a la base, les composantes du
vecteur position a; du point A; sont notées a;, et a;,. Dans le repére mobile (P.x',y’)
lié a Deffecteur, les composantes du vecteur position b; du point B; sont notées b;, et
biy-
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E.2.1 Meécanisme de la figure 3.5

Les paramétres géométriques du mécanisme sont définis au tableau E.9. Ils ont été
obtenus aléatoirement. A la figure 3.5, I'orientation de l'effecteur du mécanisme défini

au tableau E.9 est ¢ = 40 degrés.

cable Qi iy iz biy

1 -98.273 | -57.195 | -6.494 | -0.266
-57.981 | -92.351 | 8.767 | -7.523
57.045 | -87.215 | 6.040 | -8.423
23.473 | 90.336 | 9.337 | 1.523
54.833 | 8.377 | -5.494 | 6.096
-73.579 | 55.283 | -4.105 | 0.355

S| O = | W | N

TAB. E.9 — Paramétres géométriques du mécanisme montré a la figure 3.5 (en mm).

E.2.2 Meécanisme de la figure 3.6

Les paramétres géométriques du mécanisme sont définis au tableau E.10. L’effecteur
posséde trois points d’attache qui forment un triangle équilatéral. Les paramétres [, et
l. sont positifs et [, = 1,/8. Ala figure 3.6, 'orientation de l'effecteur du mécanisme

défini au tableau E.10 est ¢ = 10 degrés.

cable Qg gy bzm biy
1 (1,/10) cos(—/3) (1,/10) sin(—7/3) 0 | (=v3/3)L
Iy + (1,/10) cos(—27/3) | (I,/10)sin(—2x/3) | 0 | (=v/3/3)L.
l

2
3 Iy + (I,/10) cos(r/3) (I,/10)sin(7/3) | 1./2 | (V3/6)l.
4 3ly/5 (v3/2)l, /2 | (V3/6)L
5 2,,/5 (V3/2)1, —1./2 | (V3/6)l,
6 (1,/10) cos(2m/3) (I,/10)sin(27/3) | —1./2 | (V/3/6)l.

TAB. E.10 — Paramétres géométriques du mécanisme montré a la figure 3.6.



E.2.3 Meécanisme de la figure 3.7

Les parameétres géométriques du mécanisme sont définis au tableau E.11. Les para-

métres [ et r sont positifs et

_ VAl

== (E.2)

A la figure 3.7, 'orientation de l'effecteur du mécanisme défini au tableau E.11 est
¢ = 10 degrés.

cable | aj; | @iy | biy biy
1 | o] o]=i10]-r2
o |1 [0 | =1/10]—r2
3 | @] o s3] -2
A4 o] o a3
5 o]t o a3

TAB. E.11 — Paramétres géométriques du mécanisme montré a la figure 3.7.

E.2.4 Meécanisme de la figure 3.11

Le mécanisme montré a la figure 3.11 est le méme que celui montré a la figure 3.5.
Par conséquent, les paramétres géométriques du mécanisme sont définis au tableau E.9.

A la figure 3.11, l'orientation de l'effecteur du mécanisme est ¢ = 0 degré.

E.2.5 Meécanisme de la figure 3.16

Les paramétres géométriques du mécanisme sont définis au tableau E.12. Le para-
métre [ est positif. A la figure 3.16, Iorientation de I'effecteur du mécanisme défini au
tableau E.12 est ¢ = 0 degré.
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cable | a;; | aiy | by biy
1 o] o |-12]-110
o [ 1 ]o sl o
3 |2 lys] e o
A [ Tya ] o
5 | 0| 1 |—i/a] i/20

TAB. E.12 — Paramétres géométriques du mécanisme montré a la figure 3.16.

E.2.6 Meécanisme de la figure 3.17

Les paramétres géométriques du mécanisme sont définis au tableau E.13. Le para-

métre [ est positif. A la figure 3.17, orientation de leffecteur du mécanisme défini au

tableau E.13 est ¢ = 0 degré.

cable | a;; | asy bz biy
1 l l 0 0
2 7l [ 61/5 0
3 4.50 | 81 | 3.51/5 | 7l/5
4 8L | 8l 0 0
5 0 81 0 0

TAB. E.13 — Paramétres géométriques du mécanisme montré a la figure 3.17.

E.2.7 Meécanisme de la figure 3.18

Les paramétres géométriques du mécanisme sont définis au tableau E.14. Le para-

métre [ est positif. A la figure 3.18, 'orientation de I'effecteur du mécanisme défini au

tableau E.14 est ¢ = 0 degré.
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cable | ai, | ay bix biy
1 0 0 | —0.550 | 0
2 [/2 0 /5 0
3 l 0 /5 0
4 [ [ /5 0
5 [/2 | 1 /5 0
6 0 [ | —=0550] 0

TAB. E.14 — Paramétres géométriques du mécanisme montré a la figure 3.18.

E.2.8 Meécanisme de la figure 3.24

Les paramétres géométriques du mécanisme sont définis au tableau E.15. Les para-

meétres [, et [, sont positifs et [, = [,/8. L’effecteur posséde trois points d’attache qui

forment un triangle équilatéral. Les cables du mécanisme se croisent. A la figure 3.24,

Iorientation de l'effecteur du mécanisme défini au tableau E.15 est ¢ = 0 degré.

cable iz iy bz biy
1 (1,/10) cos(—7/3) (I,/10) sin(—7/3) | —1./2 | (V/3/6)l,
2 | Iy + (Iy/10) cos(—27/3) | (I,/10)sin(—27/3) | 1./2 | (V/3/6)l,
3 Iy + (1,/10) cos(7/3) (1,/10) sin(7/3) 0 | (—V3/3)l,
4 3ly/5 (V3/2)l, —lo/2 | (V3/6)L
5 21,/5 (vV/3/2)1, 1./2 | (vV3/6)l,
6 (1,/10) cos(27/3) (1,/10) sin(27/3) 0 | (—V3/3)l,

TAB. E.15 — Paramétres géométriques du mécanisme montré a la figure 3.24.

E.2.9 Meécanisme de la figure 3.29

Les paramétres géométriques du mécanisme sont définis au tableau E.16. Le para-

métre [ est positif. A la figure 3.29, orientation de I'effecteur du mécanisme défini au
tableau E.16 est ¢ = 0 degré.
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cable | ai; | aiy bix biy
R 0 /10
o | 7n [ 1 Teys+i/100] o
3 45|81 3505 71/5
4 8l | 8l 0 0
5 | 0 | sl —1/10 0

TAB. E.16 — Parameétres géométriques du mécanisme montré a la figure 3.29.

E.3 Meécanismes du chapitre 4

Cette section présente les paramétres géométriques des mécanismes illustrant le
chapitre 4. Dans le repére de reférence fixe par rapport a la base, les composantes
du vecteur position a; du point A; sont notées a;;, a;, et a;.. Dans le repére mobile
(Px',y',2z') lié a Peffecteur, les composantes du vecteur position b; du point B; sont

notées bi,, by et b;..

E.3.1 Meécanisme de la figure 4.1

Les paramétres géométriques du mécanisme sont définis au tableau E.17. Les para-

métres [, et [, sont positifs et [, = [,/10.

cable | a;, Qiy | @iz | big | biy | biz
1 91, 0 Ty | =l | =L
1.1, | 0 Ty |l | =l
0 1.8, | Tl | =l | =L
0 2, | .7, | O le
20, | 1.8l | .Tly | 1o | —l.
21, 20, | Tl | O le
ly Iy 0 0 0

S| O | O = WD
jevll Nen il enll Hen ll e B e B e

TAB. E.17 — Paramétres géométriques du mécanisme montré a la figure 4.1.
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E.3.2 Meécanisme de la figure 4.7

Les paramétres géométriques du mécanisme sont définis au tableau E.18. Les pa-
rameétres [, et [, sont positifs et [, = 2[,/25. L’effecteur du mécanisme posséde trois
points d’attache. En effet, les points B; et B, sont confondus, les points By et Bs sont

confondus et les points Bs, Bg et B; sont confondus.

cable | aj; | aiy | Qs bix biy | i
1 0 0 [l | =l/2] 0 |l./4
2 ly 0 | lp | /2 | 0 |Il./4
3 lp b | b | /2 | 0 |1/4
4 by | b | =l/2| 0 |1./4
5 Iy 0 0 Iy
6 Iy 0 | U 0 0 Iy
7 /2| Iy | b 0 0 lp

TAB. E.18 — Paramétres géométriques du mécanisme montré a la figure 4.7.

E.3.3 Meécanisme de la figure 4.9

Les paramétres géométriques du mécanisme sont définis au tableau E.19. Les para-

métres [, et [, sont positifs et [, = [,/10.

cable | aj; | @iy | @iz | big | biy | biz
1 010 0 | —l. le
2 2, | 0 0 le le
3 20, | 21, | O le le
4 0 [2l,| 0 | =L le
5 0|0 |7 0 | —=l.|—l
6 20,1 0 | Tl | O | =l | —l.
7 20, | 2L, | [Tl | O le | —le
8 0 |2, | .7, 0O le | —le

TAB. E.19 — Paramétres géométriques du mécanisme montré a la figure 4.9.



